Ciezkie

argumenty



Punkt materialny, (pm), to para: (punkt, liczba rzeczywista),

Srodek ciezkosci, S, dwéch pm (Py, my), (P, mo)
Py -mq + Py -mo
mi + Mo
jak wida¢ ma to sens tylko, gdy mq + mg # 0

to ich $rednia wazona: S = :

— juz Archimedes wiedzial, ze
obok ciezarow grawitacja funduje nam réwniez wypory.

Jest to zgodne z fizyka — w my$l jej regutl “ramie razy sita” jest
Sﬁ°m1+ﬁ-m2 :6, czyli (P1—5)°m1—|—(P2—S)°mQ = 0,

zatem S - (my1 +mg) = Py -my + Py - mo.
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Przyjrzenie sie tym wzorom 1 obrazkom

niechybnie prowadzi do wniosku, ze

— zmiana mas na proporcjonalne nie zmienia Srodka ciezkosci,
— 7z jednego punktu mozna utworzy¢ wiele pm,

— Srodek ciezkosci dwoch pm lezy na prostej

przechodzacej przez te punkty (bo SP, i SP, sg réwnolegte),

— majac ustalone dwa punkty mozna tak dobra¢ im masy,
by srodek ciezkosci powstatych pm znalaz? sie

w dowolnie wskazanym punkcie prostej

przechodzacej przez te punkty.



Analogicznie — jako Srednia wazona definiujemy S$rodek ciezkosci
dla wiekszej liczby pm.

Gdy n pm o srodku ciezkosci Si, podzielimy na dwie czeSci i
dla kazdej z nich obliczymy Srodek ciezkosci, to srodkiem ciezkosci
tych srodkéw ciezkosci bedzie dalej S.

Przekonuje o tym prosty (cho¢ wygladajacy wrecz niemadrze),
oczywisty rachunek:

mi—+ ...+ mgy

Sln

Y

mi—+ ...+ mgy
Sl,i . (m1 —|—...+mi)—|—5(i+1)7n- (mi“ —|—...—|—mn)
(m; +...+mg) + (mip1+ ... +my) '




Podobnie otrzymujemy spostrzezenie, ze

srodek ciezkosci pm lezacych na pewnej ptaszczyznie,
tez na niej lezy (kombinacja wektorow réwnolegtych
do ptaszczyzny jest do tejze plaszczyzny rownolegla).



Podobnie otrzymujemy spostrzezenie, ze

srodek ciezkosci pm lezacych na pewnej ptaszczyznie,
tez na niej lezy (kombinacja wektorow réwnolegtych
do plaszczyzny jest do tejze plaszczyzny rownolegta).

Rozwigzmy teraz zadanie:
Ostrostup czworokgtny ABC DWW,
gdzie ABCD jest rownolegtobokiem,
przecieto plaszczyzng
otrzymujgc czworokqt A1 B1C1D1.
Wiemy, ze AAW : AjA=1:2,
BiW . B{B=1:4,
01W2010:1:3.

W jakim stosunku jest
podzielona krawedzZ DW?




Do rozwiazania potrzebna bedzie odpowiedz
na pytanie pomocnicze:

Jak obcigzyc punkty A, B, C,

by srodek ciezkosci wypadtl

w czwartym wierzchotku

rownolegtoboku ?



Do rozwiazania potrzebna bedzie odpowiedz
na pytanie pomocnicze:

Jak obcigzyc punkty A, B, C, A
by srodek ciezkosci wypadtl o
w czwartym wierzchotku
rownolegtoboku ?

Obcigzenie (A, 1), (B, —1), (C, 1)
jest dobre, bo

srodek ciezkosci pm A1 C

to P — srodek odcinka AC —
obciazony przez 2,



Do rozwiazania potrzebna bedzie odpowiedz
na pytanie pomocnicze:

Jak obcigzyc punkty A, B, C, A

by srodek ciezkosci wypadtl o

w czwartym wierzchotku

rownolegtoboku ?

Obciazenie (A4, 1), (B, —1), (C, 1)

jest dobre, bo .
srodek ciezkosci pm A1 C

to P — srodek odcinka AC —
obcigzony przez 2, S
wobec tego srodek ciezkosci o
wszystkich punktow to srodek ciezkosci S pm B i P, a ten lezy
na prostej BP na zewnatrz odcinka BP, dwa razy blize] do P niz
do B, czyli P jest srodkiem odcinka B.S — skoro AC' i BS maja
wspolny srodek, wiec ABCS jest réwnoleglobokiem.



Wréémy do naszego zadania.

Rozpatrzmy szes¢ pm:
(A, 1), (B, —1), (C, 1),
(W, 2), (W, —4), (W, 3).

Dlaczego takie?




Wréémy do naszego zadania.

Rozpatrzmy szes¢ pm:
(A, 1), (B, —1), (C, 1),
(W, 2), (W, —4), (W, 3).

Dlaczego takie?

Masy w A, B i C sa takie, by
ich srodek ciezkosci wypadt w D.




Wréémy do naszego zadania.

Rozpatrzmy szes¢ pm:
(4, 1), (B, 1), (C, 1),
(W, 2), (W, —4), (W, 3).

Dlaczego takie?

Masy w A, B i C sa takie, by
ich srodek ciezkosci wypadt w D.

Pm (W, 2) jest po to, by srodek
ciezkosci koncow krawedzi AW
wypadl w A;. Mamy bowiem

D
1- A A+m- AW =0i1- AZ —2-A1W,Sk@dm=2.

Punkt A; ma jako srodek ciezkosci mase 3.




Wréémy do naszego zadania.

Rozpatrzmy szes¢ pm:
(4, 1), (B, 1), (C, 1),
(W, 2), (W, —4), (W, 3).

Dlaczego takie?

Masy w A, B i C sa takie, by
ich srodek ciezkosci wypadt w D.

Pm (W, 2) jest po to, by srodek
ciezkosci koncow krawedzi AW
wypadl w A;. Mamy bowiem

L A Atm- AW =001 A, A = —2. A7, skad m = 2.

Punkt A; ma jako srodek ciezkosci mase 3.

Podobnie srodek ciezkosci
dla pm (B, —1) i (W, —4) to By z masa —5,
adla (C,1)i (W, 3) to C7 z masa 4.



Obliczmy srodek ciezkosci punktow
(A, 1), (B, —1), (C, 1), (W, 2), (W, —=4), (W, 3), czyli
1A+ (=1)B+1C 4+ 2W + (—4)W + 3W A

g —
1—1+14+2—-4+3




Obliczmy srodek ciezkosci punktow
(A, 1), (B, —1), (C, 1), (W, 2), (W, —=4), (W, 3), czyli
1A+ (=1)B+1C 4+ 2W + (—4)W + 3W A

5= 1 —14+1+2-4+3
sposob 1I:
(A42W) — (B+4W) + (C 4+ 3W)

2
341 4 (—5)B) +4C,

)

2
stad S lezy na ptaszczyznie A1 B1Ch;




Obliczmy srodek ciezkosci punktow
(A, 1), (B, —1), (C, 1), (W, 2), (W, —=4), (W, 3), czyli
1A+ (=1)B+1C 4+ 2W + (—4)W + 3W A

5= 1 —14+1+2-4+3
sposob 1I:
(A42W) — (B+4W) + (C 4+ 3W)

2
341 4 (—5)B) +4C,

)

2
stad S lezy na ptaszczyznie A1 B1Ch;

sposob 1I:

(A-=B+C)+ 2W —4W +3W) 4 D
; —

- D+W

B stad S jest srodkiem DW.



Obliczmy srodek ciezkosci punktow
(A, 1), (B, —1), (C, 1), (W, 2), (W, —=4), (W, 3), czyli
1A+ (=1)B+1C 4+ 2W + (—4)W + 3W A

o= 1—1+1+2—4+3
sposob 1I:
(A4+2W) —(B+4W) + (C + 3W)

2
341 4 (—5)By + 40,

)

2
stad S lezy na ptaszczyznie A1 B1Ch;

sposob 1I:
(A-=B+C)+ 2W —4W +3W) 4 D

2
D+ W
= J; , stad S jest Srodkiem DW.

A zatem ptlaszczyzna A; B, Cy przecina krawedz DW w jej srodku.




Odpowiednikiem zasady “ramie razy sita” na plaszczyznie
jest nastepujace spostrzezenie

Jesl srodkiem ciezkosci pm (A, ma), (B, mp), (C, m¢)
jest punkt P, to ma : mp : moc = Apcp : Acap : Aapp,
gdzie Axyx to
pole trojkgta XY Z.

Rzeczywiscie, mamy bowiem .
ma XB Apcx  Appx

B

mp  AX  Aaxc  Aaxp A
 Apex —Appx  Apcp  Apcp A

— C

Aaxc—ADaxp Aapc Acar
Réwnosé pozostatych stosunkoéw uzasadniamy analogicznie.




Odpowiednikiem zasady “ramie razy sita” na plaszczyznie
jest nastepujace spostrzezenie

Jesl srodkiem ciezkosci pm (A, ma), (B, mp), (C, m¢)
jest punkt P, to ma : mp : moc = Apcp : Acap : Aapp,
gdzie Axy x to zorientowane

pole trojkgta XY Z. B

Rzeczywiscie, mamy bowiem
ma XB Apcx Appx

mp  AX  Aaxc Aaxp
~ Apex —Appx  Apcp  Apcp

Aaxc —Aaxp Aapc Acap
Réwnoscé pozostatych stosunkéw uzasadniamy analogicznie.

C

Gdy chcemy, aby dotyczylo to calej ptaszczyzny,
powinnisSmy postugiwac sie pojeciem pola zorientowanego.



Gdy ustalimy tréjkqt ABC, moZemy liCZby (ABCP7 AC’AP, AABP)
uznaé za wspolrzedne punktu P.

Takie wspoélrzedne to wspotrzedne barycentryczne



Gdy ustalimy tréjk‘@t ABC, moZemy liCZby (ABCPa AC’AP, AABP)
uznaé za wspolrzedne punktu P.

Takie wspoélrzedne to wspotrzedne barycentryczne
— jest ich wiece]j, ale sg jednorodne, co powoduje,
ze rOwniez jednorodne stajg sie wszelkie funkcje
opisujace geometryczne zaleznosci.

Funkcja f zmiennych z1,..., x, jest jednorodna w stopniu k,
gdy spelnia warunek f(Az1,..., A\x,) = N f(z1,..., zp),

na przyktad wielomian z°+3xyz> —Tx%y? 2 +2y? 22 jest jednorodny
w stopniu 9.



Gdy ustalimy tréjkegt ABC, moZemy liCZby (ABC’Pa AC’AP, AABP)
uznaé za wspolrzedne punktu P.

Takie wspoélrzedne to wspotrzedne barycentryczne
— jest ich wiece]j, ale sg jednorodne, co powoduje,
ze rOwniez jednorodne staja sie wszelkie funkcje
opisujace geometryczne zaleznosci.

Funkcja f zmiennych z1,..., x, jest jednorodna w stopniu k,
gdy spelnia warunek f(Az1,..., A\x,) = N f(z1,..., zp),

na przyktad wielomian z°+3xyz> —Tx%y? 2 +2y? 22 jest jednorodny
w stopniu 9.

I ma miejsce bardzo wazne twierdzenie,

stanowigce podstawe geometrii algebraiczne;:

Funkcja jednorodna w stopniu k 1 gltadka w stopniu k
(czyli majaca k ciaglych pochodnych) jest wielomianem.



Druga zaleta wspoélrzednych barycentrycznych jest ich zwiazek
ze zwyklymi wspoéirzednymi kartezjanskimi.



Druga zaleta wspoélrzednych barycentrycznych jest ich zwiazek
ze zwyklymi wspoéirzednymi kartezjanskimi.

Wspétrzedne barycentryczne dowolnego punktu mozna obrac¢ tak,
by byto m1+mo+m3 = 1 — taka tréjke nazywa sie wspotrzednymi
arealnymi.

Dla nich mamy bowiem zaleznosc
Apcp = M1AaBc,
Acap = M2AaBC,
Aapp = M3AABC-



Druga zaleta wspoélrzednych barycentrycznych jest ich zwiazek
ze zwyklymi wspoéirzednymi kartezjanskimi.

Wspétrzedne barycentryczne dowolnego punktu mozna obrac¢ tak,
by byto m1+mo+m3 = 1 — taka tréjke nazywa sie wspotrzednymi
arealnymi. (0.,1)

Dla nich mamy bowiem zaleznosc
Apcp = M1AaBc,
Acap = M2AaBC,
Aapp = M3AABC-

/(X9Y)

Jesli trojkatem ABC bedzie tréjkat  (0,0) (1,0)
o wierzchotkach (1, 0), (0, 1), (0, 0)

to dla punktu o wspétrzednych kartezjanskich (x, )

bedziemy mieli x = my 1 podobnie y = ms.




Druga zaleta wspoélrzednych barycentrycznych jest ich zwiazek
ze zwyklymi wspoéirzednymi kartezjanskimi.

Wspétrzedne barycentryczne dowolnego punktu mozna obrac¢ tak,
by byto m1+mo+m3 = 1 — taka tréjke nazywa sie wspotrzednymi
arealnymi. (0.,1)

Dla nich mamy bowiem zaleznosc
Apcp = MiAaBc,
Acap = mM2AaBc,
Aapp = m3Aapc.

/(XaY)

Jesli trojkatem ABC bedzie trojkat — (0,0) (1,0)
o wierzchotkach (1, 0), (0, 1), (0, 0)

to dla punktu o wspétrzednych kartezjanskich (x, )

bedziemy mieli x = my 1 podobnie y = ms.

Tak samo jest dla ukosnokatnego uktadu wspoirzednych.




Zatem wspoélrzedne arealne punktu (z, y) to (z, y, 1 —x — y).
Pole (zorientowane) trdjkata o wierzchotkach P = (p1, p2, p3),
Q = (q1, q2, q3), R = (r1, 2, r3) to wedle standardowych wzorow

1
A o lpi=r opa—ra| P1 P2 N P1 P2 P3
PQR — 35 41 —T1 Qo —To = 5141 Qg2 — 51491 Q42 (g3
1 T2 1 1 T2 T3

gdy ktos nie lubi wyznacznikéw, moze obliczy¢ to samo ze wzoru
APQRlz 2|RP||RQ|sin ZPRQ i wyjdzie mu to samo, czyli
B) ((pz% - p3(12)7“1 + (]%3@11 — p1€l3)7“2 =+ (p1CI2 — p2€11)7“3)



Zatem wspoélrzedne arealne punktu (z, y) to (z, y, 1 —xz — y).
Pole (zorientowane) trdjkata o wierzchotkach P = (p1, p2, p3),
Q = (q1, q2, q3), R = (r1, 2, r3) to wedle standardowych wzorow

1
A o lpi=r opa—ra| P1 P2 N P1 P2 P3
PQR — 35 41 —T1 Qo —To = 5141 Qg2 — 51491 Q42 (g3
1 T2 1 1 T2 T3

gdy ktos nie lubi wyznacznikéw, moze obliczy¢ to samo ze wzoru
APQRlz %\RPHRQ\ sin / PR(Q) i wyjdzie mu to samo, czyli
3 ((p2Q3 - p3612)7“1 -+ (pBQ1 — p1€l3)7“2 + (p1CI2 — p2€11)7“3)
Gdy punkt X = (x1, x2, x3) lezy na prostej PQ),
pole trojkata PQX jest réwne zeru. Stad réwnanie prostej to

(P2q3 — p3g2)r1 + (P3q1 — P1G3)T2 + (P1g2 — P2q1)r3 = 0,
a uzyte wspotrzedne barycentryczne nie musza by¢ arealne!



Zatem wspoélrzedne arealne punktu (z, y) to (z, y, 1 —xz — y).
Pole (zorientowane) trdjkata o wierzchotkach P = (p1, p2, p3),
Q = (q1, q2, q3), R = (r1, 2, r3) to wedle standardowych wzorow

1
A o lpi=r opa—ra| P1 P2 N P1 P2 P3
PQR — 35 41 —T1 Qo —To = 5141 Qg2 — 51491 Q42 (g3
1 T2 1 1 T2 T3

gdy ktos nie lubi wyznacznikéw, moze obliczy¢ to samo ze wzoru
APQRlz 2|RP||RQ|sin ZPRQ i wyjdzie mu to samo, czyli
3 ((p2Q3 - pSQQ)ﬁ -+ (]13@11 — plQS)Tz + (p1CI2 — p2€11)7“3)
Gdy punkt X = (x1, x2, x3) lezy na prostej PQ),
pole tréjkata PQ)X jest rowne zeru. Stad réwnanie prostej to
(p2g3 — p3g2)r1 + (P3q1 — P1g3)T2 + (P12 — P2q1)z3 = 0,
a uzyte wspotrzedne barycentryczne nie musza byc¢ arealne!
Jest to rownanie stopnia pierwszego, wiec przy przejsciu do wspot-
rzednych barycentrycznych stopnie rownan sie nie zmieniajg!



Twierdzenie Routha.

Punkty K, L, M lezqg odpowiednio
mstych BC CA, AB, tak, ze
B R

MEZ
Eﬁ_u_ﬁ
punkty P, ), R lezq
odpowiednio na prostych

AK i BL,
BL i CM,
CM i AK.
A+ 1D)(p+1)(v+1)
(Auv — 1)

Aapc

Apor = .
PRET N+ p+ D)+ v+ 1D WA+ A+ 1)



Dowod to czyste rachunki: potézmy ciezary 1 w punktach A, B, C,
czyli nadajmy im wspoirzedne barycentryczne
(1, 0, 0), (0,1,0), (0,0, 1). Zatem Aapc = %




Dowod to czyste rachunki: potézmy ciezary 1 w punktach A, B, C,
czyli nadajmy im wspoirzedne barycentryczne
(1, 0, 0), (0,1,0), (0,0, 1). Zatem Aapc = %

Poniewaz BK = AKC :
wiec K = (0, 1, A).

Wspoéirzedne arealne tego punktu

1A
to (0, 337, x31)-




Dowod to czyste rachunki: potézmy ciezary 1 w punktach A, B, C,
czyli nadajmy im wspoirzedne barycentryczne
(1, 0, 0), (0,1,0), (0,0, 1). Zatem Aapc = %

Poniewaz BK = AKC :
wiec K = (0, 1, \).

Wspoéirzedne arealne tego punktu

1 A
to (0, 3375 x%7)-

Analogicznie dla L i M mamy

(#7 07 ﬁ) i (1/—1|—17 1/—7—17 O)'




Dowod to czyste rachunki: potézmy ciezary 1 w punktach A, B, C,
czyli nadajmy im wspoirzedne barycentryczne
(1, 0, 0), (0,1,0), (0,0, 1). Zatem Aapc = %

Poniewaz BK = AKC :
wiec K = (0, 1, A).
Wspoéirzedne arealne tego punktu

1 A
to (0, 3375 x%7)-

Analogicznie dla L i M mamy

(G 00 ) 1 (g o5 0)-

v+1’ v417
Podstawiajac do wzoru ¢
5 ((kals — ksla)my + (ksly — kxlz)ma + (kila — kaly)ms),

. , A 1 Ay +1
otrzvimujein = —
PRSI SRKIM = 9 T D (it D (v + 1)

, jak miato by¢.



Z kolei ze wzoru
(agks — aska)x1 + (ask1 — arks)za + (a1ks — agky)zs =0
dla A=(1,0,0)i K =(0, 1, \)

otrzymujemy dla prostej AK B
rownanie rs = Axs.

Podobnie dla prostej BL
mamy xri; — Uxs
1dla CM xo = va;.

Stad otrzymujemy
wspolrzedne barycentryczne:
dla P = (A, 1, ),

dla Q = (1, v, 1)
idlaR=(1, v, v\).

Po zamianie na wspoétrzedne arealne i podstawieniu
do wzoru na pole otrzymujemy druga czesé¢ tezy.




Np.dlaA=pu=v=2
daje Axrm = $Aapc

i Apor = zA4Bc.




Np.dlaA=pu=v=2
daje Axrm = $Aapc

i Apor = zA4Bc.

7 kolei:

gdy A\uv = —1, punkty K LM
lezg na jednej prostej

(twierdzenie Menelaosa),




Np.dlaA=pu=v=2
daje Axrm = $Aapc

i Apor = zA4Bc.

7 kolei:

gdy A\uv = —1, punkty K LM
lezg na jednej prostej

(twierdzenie Menelaosa),

a gdy A\uv = 1 odcinki AK,
BL, CM przecinajg sie
w jednym punkcie

(twierdzenie Cevy).




Gdy suma obciazen jest réwna zeru, uktad nie ma srodka ciezkosci,
np.



Gdy suma obciazen jest réwna zeru, uktad nie ma srodka ciezkosci,
np.
[ [
1 -1
By temu zapobiec dodano kazdej takiej parze srodek ciezkosci —
dodatkowy punkt kazdej proste],
zamykajacy ja jak okrag,
1 umowiono sie, ze te wszystkie nowe punkty tworza nowa prosta.

Otrzymana geometria to geometria rzutowa,

majaca wiele zaskakujacych wtasnosci, ale naistotniejsza z nich to
dualnos¢:

gdy w dowolnym twierdzeniu

zamienimy symbole prostych na symbole punktow 1 odwrotnie,

to uzyskane zdanie tez bedzie twierdzeniem.



Jednorodnosé wspoétrzednych i funkcji,

dualnos¢ przestrzeni

i fakt, iz

przejscie do zapewniajacych to wspoéirzednych barycentrycznych
nie zmienia stopnia réwnan

powoduje, ze s one najwazniejszym z narzedzi uzywanych

w geometrii algebraicznej.



Jednorodnosé wspoétrzednych i funkcji,

dualnos¢ przestrzeni

i fakt, iz

przejscie do zapewniajacych to wspoélrzednych barycentrycznych
nie zmienia stopnia réwnan

powoduje, ze s one najwazniejszym z narzedzi uzywanych

w geometrii algebraicznej.

JESZCZE KILKA SEOW O SRODKACH CIEZKOSCI FIGUR



Wielokat ma trzy srodki ciezkosSci:
jednakowo obcigzonych wierzchotkéw,
réwnomiernie obciazonego brzegu,

réwnomiernie obcigzonej powierzchni.

O ostatnich dwéch mozna moéowié¢ réwniez dla dowolnych figur.



Wielokat ma trzy srodki ciezkosSci:
jednakowo obcigzonych wierzchotkéw,
réwnomiernie obciazonego brzegu,

réwnomiernie obcigzonej powierzchni.
O ostatnich dwéch mozna moéwié réwniez dla dowolnych figur.

W trojkacie pierwszy i trzeci srodek ciezkosci pokrywaja sie,
a drugi — dla tréjkata nieréwnobocznego — lezy gdzie indziej.

Te pokrywajace sie to przeciecie sSrodkowych
(udowodnit to juz Archimedes),

a ten inny to Srodek okregu wpisanego w trojkat
utworzony przez srodki bokéw wyjsciowego trojkata.



To, ze srodek ciezkosci
wierzchotkow

jest punktem
przeciecia srodkowych,
jest oczywiste.

Dla wykazania, ze

srodek ciezkosci
powierzchni trojkata

lezy w tym samym miejscu,
dogodnie jest uzy¢

nowego pojecia:

prosta rownowagi.



Gdy wielokat ma wlasny obrot,
jego srodki ciezkosci pokrywajg sie.
Tak jest tez dla dowolnych figur.

Jesli nie ma — srodki ciezkosci wierzchotkéw 1 powierzchni
pokrywaja sie tylko dla tréjkatal

Przyktad:
czworokat ABCD Q

1 jego czworokaty
Varignona PQRS
1 Wittenbauera K LM N. \




Pieknym twierdzeniem o Srodkach ciezkosci w przestrzeni sg

reguty Guldina:
Przy obracaniu figury ptaskiej o obwodzie d @ polu powierzchni P
wokot osi lezgce] w jej plaszczyzinie 1 nie przecinajgcej tej figury
pole powrerzchni S 1 objetosé V' powstatej bryly obrotowej to

S =2nrr,-d, V =27nr,-P,

gdzie T, 1 T, to odleglosc srodka ciezkosci, odpowiednio,
obwodu 1 powierzchni obracanej figury od osi obrotu.
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Pieknym twierdzeniem o Srodkach ciezkosci w przestrzeni sg

reguty Guldina:

Przy obracaniu figury ptaskiej o obwodzie d @ polu powierzchni P
wokot osi lezgce] w jej plaszczyzinie 1 nie przecinajgcej tej figury
pole powrerzchni S 1 objetosé V' powstatej bryly obrotowej to

S =2nrr,-d, V =27nr,-P,

gdzie T, 1 T, to odleglosc srodka ciezkosci, odpowiednio,
obwodu 1 powierzchni obracanej figury od osi obrotu.

Przyktad: torus ma

pole powierzchni
27 R - 2r = An? Rr

1 objetosc \v
27 R - wr? = 212 Rr?.




Na zakonczenie zagadka:

Czy srodek ciezkosci potokregu lezy blizej odcinajgce; go srednicy,
czy tez Srodek ciezkoSci powstatego potkola?

)%



Na zakonczenie zagadka:

Czy srodek ciezkosci potokregu lezy blizej odcinajgce; go srednicy,
czy tez Srodek ciezkoSci powstatego potkola?
Liczymy: :

271, - T = 4’

2
skad r, = —T;

s
1 4
2mr), - 5777“2 = §7T7“3 v

4 2
sk@drp:3—77;<%:ro.



