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Przestrze... Co wiaze st nam z tym pajciem? Mae chwila,
kiedy siedzieBmy nad brzegiem morza i patrzety w dal. Gdzié, na
horyzoncie, znikaty powoli maszty jachtu. Za chwibyta juz tylko
przestrzé, wypetniona od dotu ciemnym lustrem wody, a odydalekitem
nieba. Pustka. A me przypomina nam simoment, gdy odpoczywsg
podczas wycieczki, spaglalismy na odlegty tacuch goérski, w przestrae
zapetniom wieloscia rekwizytow? Zawsze jednak rlymy o naszej,
swojskiej przestrzeni trojwymiarowej. Przywydthy co prawda ju do
tego,ze do jej trzech wspoteinych dodaje siczwart, czas, otrzymugc
przestrzé czterowymiarow. Mechanicy zgadzajsic od dawna, by ukfad
n punktow, poruszagy Sk w czasie, uznaza punkt przestrzeni (31)-
wymiarowej. Ale dalej to ja chyba §¢ nie mana

Punkt przestrzem-wymiarowej mana, w ustalonym ukladzie
wspotrzdnych, identyfikowa z uporadkowanym uktademn liczb, jego
wspotrzdnych. Dlaczego jednak ograni¢zsic do uktadu skfczonego?
Ciag nieskaiczony mana te uwazat za ,punkt” tyle, ze przestrzeni
nieskaiczenie wymiarowej. Mzna rozpatrywé n.p. przestraewszystkich
ciagow. Ma onag¢ wlasna¢, ze suma dwaoch jej ,punktow” jest znowu jej
.punktem”; tak samo jest z iloczynem ,punktu” prdezbe. Mowimy, ze
to jest przestrze liniowa, albo przestrze wektorowa, w tym drugim
przypadku zamiast ,punkt” méwg ,wektor”. Jest widoczneze zawiera
ona mniejsze przestrzenie liniowe, jak przestreegow ograniczonych,
przestrzé ciagdéw zbienych, czy te przestrzé ciagdéw, dla ktérych szereg
kwadratéw ich wyrazow jest zhkiey. Te ostatng przestrzé oznacza i
symbolem I>. Mozna poéf¢ jeszcze dalej, zamiast przestrzenagGw
rozpatrywa& przestrzenie funkcji, rownienieskaczenie wymiarowe. Ale
po co?

Byto to okoto 100 lat temu, gdy matematyk nierkidawid
Hilbert zapt si¢ rownaniami catkowymi i w krétkim czasie, w latat@04-
1910 ogtosit na ten temat 6 prac w czasope Nachrichten der
Wissenschaften, Universitat Gottingen [11]. W tyamym czasie 2 prace
na ten sam temat napisat inny matematyk niemidettiard Schmidt. W
ten sposOb powstata teoria Hilberta-Schmidta raweakowych. Opierata



sic ona na wynikach, dotygezych przestrzeni|®> ciagbw oraz
odpowiadajcej jej przestrzenL® funkcji catkowalnych z kwadratem.
Fundamentalne okazatogstraktowanie tych klas jako przestrzeni o
pewnych wilasnéciach geometrycznych, jak diugo wektora czy kt
miedzy wektorami. Wspomniane przestrzenie zostaly @aaeEwv
przestrzeniami Hilberta i rychto znalazty e zastosowania. Wsporn
odwoéch z nich. Jedno dotyczy teorii prawdopododiea,
interpretowanego jako miara unormowana do jedynkklasie zdarze
losowych. Okazalo sj ze wariancja zmiennej losowej wyia St za
pomoa pewnej catki, w¢Cc zmienna ta jest punktem przestrzeni Hilberta.
Drugie z zastosowadotyczy klasycznej mechaniki kwantowej, w ktorej
funkcja stanu jest punktem przestrzeni unitarney)i@rzestrzeni Hilberta
pozbawionej aksjomatu zupekwmd W centrum zainteresowania znapluj
Si¢ operatory w przestrzeni funkcji stanu. N.p. okazy, ze stynna zasada
nieoznaczonii Heisenberga w odniesieniu do operatorow pehia i
pedu sprowadza i do pewnej nierowrniei, wynikajacej z zespolonej
postaci nierébwngci Schwarza.

Do bada w tym kierunku datczyt w latach 1907-1913 ([17]-
[20]) miody matematyk wgierski, Fryderyk Riesz, ktéry w badaniach
Hilberta zasipit kwadrat potga p>1, rezygnyc tym samym z pefgia
kata. Teor¢ rownax catkowych Hilberta-Schmidta zagit teoria operatora
liniowego, nazwas teorih Riesza. Niezalanie od tego, w czterech pracach
([8],[9]) z lat 1904-1907 badania abstrakcyjnyclegstrzeni liniowych
podjat francuski matematyk Maurice Fréchet. Wreszcie akur 1914
niemiecki matematyk Felix Hausdorff opublikowaieta ,GrundZige der
Mengenlehre” [10], wprowadzgj i rozwijajc teorg przestrzeni
metrycznych. Tym mima zamka¢ okres powstawania nowego kierunku
badaa w matematyce, ktory zreaztnie nosit wowczas nazwy analiza
funkcjonalna. Z inicjatywy Frécheta, kierunek teazywano teon operaciji
liniowych. W okresie pierwszej wojnywiatowej nie ukazata sizadna
istotna dla nowej dziedziny publikacja.

Po wojnie badania zostaly pet§j na nowo. Podstawowym
problemem bylo stworzenie optymalnej definicji mizeeni. Powinna ona
mie¢ dwie cechy. Po pierwsze, winna opiersic na maliwie prostym
systemie aksjomatow, daych sg¢ tatwo zinterpretowa&geometrycznie. Po
drugie, winna prowadéi do wielu niebanalnych zastosawav réznych
dziedzinach matematyki, taé& poza tak zw. matematykzyst. Udato s¢
to zrobt we Lwowie, midcie o duych tradycjach w Polsce, ktora \étae
odzyskata niepodleg#d. tacza sig z tym dwa wielkie nazwiska: Hugona
Steinhausa i Stefana Banacha. AW® by powiedzie§ ze Steinhaus
wynalazt Banacha, a Banach wynalazt detare podejcie do teorii



operacji liniowych. Stalo si to juu w jego pracy doktorskiej,
opublikowanej we roku 1922 w Fundamenta Mathemadida Tytut tej
pracy Banacha , ,Sur les opérations dans les eresnalbstraits et leur
application aux équations intérgales” mowe, badania teoretyczneckyt
on z zastosowaniami do réwhneatkowych, nawjzujac wyraznie do swych
wielkich poprzednikow. Rozwis to w swojej fundamentalnej monografii
»1eoria operacyj, Tom I” z roku 1931 [2] i jej razzonej wersji ,Théorie
des opérations linéaires” z roku 1932 [3].

Podstawowa definicja przestrzeni Banacha jako eingp
przestrzeni liniowej z aksjomatycznie o#leym pogciem dlugdci
wektora (normy) okazata einiezwykle efektywna. Umiaiwita budowe
teorii, zawierajcej gkbokie twierdzenia, a rownocgge majcej rozlegte
zastosowania i inspiragej0 nowe pytania w matematyce. Z wynikow
Banacha wymieri podstawowe trzy zasady: jednostajnej ogranic&no
odwzorowania otwartego oraz twierdzenie o rozszewdunkcjonatu
liniowego. Charakterystyczne jest m.in. stosowani@ak zw. metody
generycznej, polegaej na wyodgbnieniu zbioréw ,matych” i ,daych”
w sensie ich kategorii. Szczegodlnieanarole petnity funkcjonaty liniowe
ciagte nad przestrzemiBanachaX, t.j. funkcje addytywne, jednorodne i
ciagte nad tak przestrzeni, o wartédciach liczbowych. Ich zbior X
stanowi te przestrzé Banacha, zwanprzestrzeni sprzzong do X, a pa¢
(X, X)) nazywa st par dualry. Jeeli X jest przestrzeni Hilberta, to
przestrzé sprzzonaX jest jakby fotograficza kopia X, nie r&nia sie one
od siebie zadnymi istotnymi wiasngiami. W ogolnym przypadku
przestrzeni Banacha wecale tak cbyie musi. Teod operacji mana
przyrown& do sztuki dramatycznej. Scenest zadana przestizeX, a
witasngci jej to rekwizyty sceny. Aktorami w sztuce speratory liniowe
ciagte z jednej przestrzenX do drugiej, Y. Akcja, tocaca s¢ miedzy
operatorami podlega konwencji, ktérej ramanmy eekwizyty, czyli
wlasnaci obu przestrzenK i Y. Gdy aktorow jest wielu, n.p. calyag
operatoréw, to rénie dynamika akcji. Wina jest nie tylko sama akcja, ale
takze elegancja dowodow, czyli wafto estetyczna sztuki. Stoguj
otrzymane w petnej ogoldoi  wyniki do przypadkow konkretnych
przestrzeni ioperatorow, uzyskuje ¢ siszeroki wachlarz istotnych
zastosowa w takich dziedzinach, jak rownania catkowe gniczkowe,
teoria aproksymaciji, teoria interpolaciji, teoriamswalngci i inne.

We Lwowie powstata ceniona §wiecie polska szkota analizy
funkcjonalnej, a szczegoly jej dziatakod s3 dobrze znane. Mma uzna,
ze ten drugi etap rozwoju teorii operacji liniowycrakaiczyt sk
wybuchem drugiej wojngwiatowej. Teoria ta w swych dwdch pierwszych
okresach byta genialnym dzietem nauki europejskigy.zachodzie do jej



powstania przyczynili gigtdbwnie Francuzi i Niemcy, na wschodzie Polacy
I Wegrzy. Zreszi takze inne dziaty matematyki nowoczesnej powstaty w
Europie. Teok miary i catki tworzyli wtedy Francuzi, Wiosi i R@nie,
topologh zajmowali s¢, procz Francuzow i Niemcéw tak Polacy, Czesi i
Rosjanie. W Anglii ogromu role odegrat G.H. Hardy i jego szkota, pod
ktérej wpltywem byli uczeni hinduscy. Wreszcie w AingNiemczech,
Austrii I Polsce rozwingto istotnie logik matematyczp Te list¢ mazna by
przedhry¢ wskazujc dalsze dziedziny i kraje.

W dniu 1 wrzénia 1939 roku o godzinie 4.45 rano z
niemieckiego pancernika ,Schleswig Holstein” spapilgrwsze pociski na
polska baz wojskowy Westerplatte na terenie Wolnego Miasta &&ta.
Rozpoczta sk druga wojnaswiatowa. Skaczyly sk normalne warunki
pracy matematykow z odiych ni krajow, a zwlaszcza matematykow
szkoly polskiej. Najaizszy los spotkat tych z nich, ktérzy byli pochodzeni
zydowskiego, a byto ich wowczas wielu. Wspagriglko o jednej historii,

o ktorej opowiedziata mi pani Zofia Orlicz, wdowao pprofesorze
Wiadystawie Orliczu. Byto to we Lwowie, za czasékupacji niemieckiej
tego miasta. Do mieszkania Orliczow przyszedt dali@chauder, jeden z
wybitnych tworcow w dziedzinie teorii operacji ijjeastosowaA. Czas
ptynat szybko na rozmowie, a gdy miatogsku wieczorowi, Schauder
zacat si¢ zegn&. Orliczowie zaproponowali mu, by zostat na noc, bo
gdzies w poblizu jest tapanka. Schauder mieszkat jednak nie datekie
pozegnat st | wyszedt. To byt ostatni raz, jak go widziano. sfat
schwytany i zabity przez okupantow. To tylko jedamzypadek, nie ma
potrzeby wymieniatu litanii dalszych nazwisk.

Tuwz przed drug wojna swiatowa powstata w Pamu grupa
matematykow, ktora pogp zasadniczy program reformy matematyki. Byl
to H. Cartan, J. Dieudonné i A. Weil. Publikowalispdlnie pod
pseudonimem N. Bourbaki, toztenazywano ich bourbakistami. Jedn
pierwszych publikacji jak wydali byta praca ,Sur les espaces de Banach”,
wydrukowana w Sprawozdaniach Paryskiej Akademii Nauroku 1939
[4]. Po wojnie wydali szereg monografii zzriych dziedzin matematyki,
m.in. z teorii mnogsci, algebry, teorii cailki, teorii operacji ([5],[B]W ich
mniemaniu matematyknalezato rozumi€ jako teory réznych struktur,
rozpatrywanych w sensie abstrakcyjnym. Walg ze juz dzieci szkolne
powinno s¢ hauczéa matematyki na szczeblu mdovie abstrakcyjnym. W
teorii operacji miejsce przestrzeni Banachaetpajogolniejsze pagie
lokalnie wypuktej przestrzeni liniowo topologiczngochodzce od J. von
Neumanna z roku 1935 [16]. Dziatania bourbakistowatyn charakter
zblizajacy je do systeméw ideologicznych, ¢hmie mialy zwazku z
ideologiami  politycznymi, ktérymi przeginicte byly owe czasy.



Generalnie mowic, projekt wprowadzenia tzw. ,nowej matematykieni
udat sg¢, rozsadzity go wpierw teoria prawdopodaisva, a na kacu
przede wszystkim metody numeryczne. Jednak w tgjigrurodzito s§ po
wojnie dzieto o zasadniczym znaczeniu. W latachO195951 matematyk
francuski Laurent Schwartz, naa&ujacy do grupy bourbakistowskiej,
opublikowat w Paryu dwa tomy ksizki ,Théorie des distributions” [21].
Chodzito przede wszystkim o problem funkcji nienmizzkowalnych. Ji
S. L Sobolew w roku 1936 wprowadzit goje pochodnych uogodlnionych,
przy okazji badd w dziedzinie rowna rézniczkowych czstkowych.
Schwartz postawit problem w sposob ogolniejszy: ¢ bynoze
nierazniczkowalnd¢ niektérych funkcji cigtych spowodowana jest tym,
ze W 0gole zasob funkcji jest zbytagki, pochodne te istnigj ale nie g
funkcjami. Paradoksalnie, zag¢zod zawzania przestrzeni i wzmacniania
topologii. Jako punkt wygia przypt przestrzé D, ktorej elementami
(punktami) g nieskaiczenie raniczkowalne funkcje o zwartych émmkach

I wartasciach liczbowych. W parze dualne{,X’), im mniejsze jesk, tym
wigksze jestX’. W tym przypadku przestraeD’ okazata st bardzo dua,
zawierata wszystkie funkcje lokalnie catkowalne, readto funkcje
uogOlnione typu Diraca i wiele innych. Schwartz wak elementyD’
dystrybucjami. Okazalo si ze kada z nich ma pochodne wszystkich
rzedoéw, naleace znowu doD’, rozniczkowanie jest operagciagta,
przestrzenieD i D’ sa lokalnie wypukle, ale nie as metryzowalne.
Dystrybucje to byta rewelacja nie tylko w teorii,leatake w
zastosowaniach do rowmadzniczkowych.

Krétko przed woja zostata wprowadzona dla teorii operacii
nazwa analiza funkcjonalna. O ile mi wiadomo piewsryt tej nazwy
S.L. Sobolew w pracy w Matem. Sborniku [22] w rok838. Nazwy tej
uzyli tez autorzy monografii w gzyku rosyjskim L.W. Kantorowicz,
B.Z. Wulich 1 A.G. Pinsker w roku 1950 [13] oraz A..Lusternik i
W.l. Sobolew w roku 1951 [14]. Tej samej nazwyylujuz w swej
monografii z roku 1948 Amerykanin Einar Hille [12]Natomiast
Amerykanie N. Dunford i J.T. Schwarz pozostali wegwrojtomowe]
monografii z lat 1958, 1963 i 1971 [7] przy nazwlenear operators”.
Nazwa analiza funkcjonalna jest nieco atg, bo sugerujeze jest to
analiza funkcjonatéw. To nie jest zgodne z faktyenrjej zakresem, ktory
jest znacznie obszerniejszy i obejmuje tperacje wzgidnie operatory.
Jednak nazwa analiza funkcjonalna pglayjsk ogolnie i korzystaj z niej
takze czasopisma takie, jak Mathematical Reviews czptrdtblatt fur
Mathematik.

Dodam jeszcze, co statoggpo drugiej wojnieswiatowe] z
polska szkoh analizy funkcjonalnej. Banach zmart wkrétce, wuako45s,



we Lwowie ijest pochowany tai@ na Cmentarzu tyczakowskim.
Steinhaus przeniost i do Wroctawia, gdzie utworzyt szkot
matematycza, ukierunkowan na teorg miary i caitki, probabilistyk |
zastosowania matematyki. Dwaj wybitni uczniowie Bema, Stanistaw
Mazur i Wiadystaw Orlicz, przenié si¢ odpowiednio do Warszawy i do
Poznania, zresztOrlicz byt juz profesorem w Poznaniu od roku 1937.
Obydwaj utworzyli w swych nowych miejscach pobyakay naukowe z
analizy funkcjonalnej, dzialage po dzi dzien. Do bada w tej dziedzinie
dolaczyty mtodszesrodowiska naukowe. W szczegofao nalezy do nich
srodowisko zielonogorskie, znane przede wszystkibastosowa analizy
funkcjonalnej do rowna rozniczkowych i ich uogdélnie oraz do
problematyki ranych topologii w przestrzeniach funkcyjnych.

Na zakaczenie sprobgj ustosunkowa sic do pytania, czy
analiz funkcjonalm nalezy zalicz¢ do matematyki czystej, czy #e
stosowanej. Pod#dijac po Niemczech Zachodnich w latach 1980-tych z
wyktadami zauwaytem, ze w Bonn analig funkcjonalr zaliczano do
matematyki czystej, a w Saarbriicken do stosow&msjtatem gospodarzy,
jaki jest ku temu powdd. Dostatem odpowietlo matematyka stosowana
jest lepiej dotowana.
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