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OSIAGNIECIE NAUKOWE, O KTORYM MOWA W ART. 16 UST. 2 USTAWY O STOPNIACH
NAUKOWYCH ITYTULE NAUKOWYM ORAZ O STOPNIACH I TYTULE W ZAKRESIE
SZTUKI (DZ. U. NR 65, POZ. 595 ZE ZM.)

Rozszerzenie dziedziny i klasy funkcji

w réwnaniach rézniczkowo — catkowych.

Przedstawiony autoreferat sktada si¢ z dwdch zasadniczych cze$ci. W czedci pierwszej omawiam
wyniki wchodzace w sktad rozprawy habilitacyjnej, w tym dotyczace rownan wyzszych rzedéw oraz
réwnan rézniczkowych z opéznionym argumentem, nieliniowych réwnan rézniczkowo-catkowych oraz
réwnan dynamicznych na skali czasowe;j.

W czesci drugiej zawarte jest krotkie oméwienie wynikéw, ktére nie wchodzg w sktad rozprawy
habilitacyjnej: zastosowanie calek nieabsolutnych do réwnan rézniczkowych, catkowych i
rézniczkowo-catkowych, réwnania dynamiczne na skali czasowej oraz wyniki z zakresu teorii
aproksymacji.

W sktad rozprawy habilitacyjnej wchodza nastgpujace prace (z zachowaniem numeracji z calej listy
moich publikacji): (4), (7), (8), (15), (16), (21), (25), (29), (30).

W autoreferacie, prace pochodzace z listy moich publikacji oznacza¢ bede w nawiasach okraglych
np. (1), natomiast prace cytowane, w nawiasach kwadratowych np. [1].

Celem moich badan sg réwnania rézniczkowe, catkowe i rézniczkowo — catkowe w przestrzeniach
Banacha. Z jednej strony rozwazane przeze mnie zagadnienia, dzigki zastosowaniu calek typu
Henstocka—Kurzweila oraz Henstocka—Kurzweila—Pettisa, obejmuja istotnie szersze klasy funkcji niz
rozwazane wczesniej, z drugiej rozpatrzenie odpowiednich zagadnien na skali czasowej powoduje
rozszerzenie ich dziedziny.

Teoria Henstocka—Kurzweila umozliwia catkowanie wszystkich funkcji catkowalnych w sensie
Lebesgue’a (odpowiednio Bochnera w przestrzeni Banacha) oraz funkcji catkowalnych w sposéb
niewlasciwy w sensie Riemanna, co jest gtéwna zaletg tej calki.

W pracy [80] J. Kurzweil jako pierwszy zastosowal tego typu catke do badania istnienia rozwigzan
klasycznego zagadnienia Cauchy’ego:

x'=f(t,x), x(ty) = xo.
Dzigki zastosowaniu wilasnosci tej calki, J. Kurzweil uzyskat szerszg niz dotychczas klase rozwigzan,
nazywanych rozwigzaniami uogolnionymi. Przez rozwigzanie rozumial funkcje absolutnie ciagle w
uogdlnionym sensie (funkcje typu ACG, - patrz definicja 2.1).

Badania te byly kontynuowane mi¢dzy innymi przez Bullena, Vyborny’ego [32], Chewa [36],
Chewa, Flordelize¢ [37] , Henstocka [70] i innych [16, 33, 54, 56]. W ten nurt badan wiaczytam si¢ takze
Jja, uzyskujac wyniki dla istotnie szerszych klas funkcji przy istotnie stabszych zatozeniach.

Inspiracja do zainteresowania si¢ przeze mnie catka Henstocka-Kurzweila byt nast¢pujacy fakt.
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Niech funkcja f: I X R — R bedzie okre§lona wzorem:
f(t,x(®) =t2x(6) + h(0), Itl <1, x| <1,
oraz
A 2 i 2
h(t) = {dt(t sint™@), t#0
0, t=0.

Rozwazmy nastepujace zagadnienie Cauchy’ego:
x'(®) = f(t,x(®),
x(0) = 0.
Rozwigzaniem wyzej wymienionego problemu jest funkcja

x(t) = {et3/3 fote_53/3F’(s)ds, t#0

0, t=0,
gdzie F(t) = t?sint™2.
Zauwazmy, ze funkcja F'(t) nie jest funkcja catkowalng w sensie Lebesgue’a. Stad znaleziona funkcja
x(t) nie jest rozwigzaniem rozpatrywanego zagadnienia Cauchy’ego przy zatozeniu catkowalnosci
funkcji f w sensie Lebesgue’a. Pojawia si¢ wigc koniecznos¢ rozszerzenia klasy catek.

W czgéci swoich badan wykorzystuje uogélniong posta¢ catki Henstocka-Kurzweila z funkcji o
warto$ciach w przestrzeniach Banacha w celu uzyskania twierdzen egzystencjalnych, dotyczacych
nieliniowych réwnan catkowych, rézniczkowo-catkowych i rézniczkowych, w tym takze réwnan rzgdu
m oraz réwnan z odchylonym argumentem.

Ze wzgledu na fakt, iz catka Henstocka—Kurzweila jest uogélnieniem wcze$niej znanych catek, np. catki
Bochnera, wyniki przedstawiane przeze mnie, uzyskane zostaty dla szerszej klasy funkcji niz dotychczas
znane.

Rozpatrzmy teraz nastgpujacy przyktad (oméwiony w pracy (6)).

Niech E oznacza przestrzen Banacha, E* - przestrzen dualng do przestrzeni Banacha.
Niech f:[0,1] = (L*[0,1], ||I"llso) oraz f(t) = xjo,¢ + A(t) - F'(t), gdzie F(t) = t*sint™2, te(0,1],

F(0) =0, x[o,q(®) = {(1)' : ; %g' H, t,T € [0,1] oraz A(t)(t) = 1 dlat,7 € [0,1].

Przyjmijmy f;(t) = x[o,e> f2(t) = A(O)F'(t) .
Zauwazmy, ze
x*(f©) =2 () + £,©®) = (D) + 2 (HO).

Poniewaz funkcja x*(f;(t)) jest catkowalna w sensie Lebesgue’a, wigc funkcja f; jest catkowalna w
sensie Pettisa. Funkcja x*(f,(t)) jest natomiast catkowalna w sensie Henstocka-Kurzweila. Poniewaz
dla zadnego x*€E™, funkcja x*f nie jest catkowalna w sensie Lebesgue’a, wigc funkcja f nie jest
catkowalna w sensie Pettisa. Ponadto, funkcja f; nie jest silnie mierzalng funkcja, a f, jest silnie
mierzalna. Zatem funkcja f = f; + f, nie jest silnie mierzalna i na mocy twierdzenia 9 [33] nie jest

catkowalna w sensie Henstocka-Kurzweila.



Istnieje wiec koniecznos$¢ rozszerzenia klasy funkcji catkowalnych w sensie Henstocka-Kurzweila
oraz w sensie Pettisa i wprowadzenia calki obejmujgcej oba rodzaje catek.

Definicja i podstawowe wilasnosci nowej catki, Henstocka—Kurzweila—Pettisa, zostaty podane w
pracy (6).

Z samej definicji catki Henstocka-Kurzweila—Pettisa wynika, Ze s3 to catki najbardziej ogdlne z
rozpatrywanych dotychczas, a powyzszy przyktad uzasadnia, ze jest to istotne rozszerzenie klasy funkcji
catkowalnych w poréwnaniu z uprzednio badanymi. Ponizej przedstawiam diagram zalezno$ci migdzy
catkami:

(B)= (HL)= (HK)= (HKP) < (P)
U
(D)
gdzie (B) oznacza catk¢ Bochnera, (HL) - silng catke¢ Henstocka-Kurzweila, (HK) - staba catke
Henstocka-Kurzweila, (D) - catk¢ Denjoy, (P) — catke Pettisa, (HKP) - catk¢ Henstocka-Kurzweila-
Pettisa.

Nowo zdefiniowane catki s3 intensywnie badane i rozwijane w wielu osrodkach naukowych na
Swiecie. Catki te znalazty zastosowanie w réwnaniach ré6zniczkowych [33-35, 64, 67-69, 76], catkowych
1 ré6zniczkowo-catkowych [1-2, 13, 66, 90-95, 100, 111], jak réwniez w réwnaniach dynamicznych na
skali czasowej [42-43]. Zdefiniowano catke Henstocka-Kurzweila-Pettisa na ogdlniejszych
przestrzeniach, a nie tylko na przedziale [25-27]. Prowadzone s3a badania nad ich zbieznosciami oraz
przestrzeniami funkcji catkowalnych w tym wtasnie sensie [41, 65, 67, 94-97]. Zdefiniowano takze catki
typu Henstocka-Kurzweila-Pettisa z multifunkcji [52-53, 94].

Z drugiej strony majg one bardzo szerokie zastosowania w teorii kwantowej oraz analizie nieliniowe;.
W pracach (np. [116, 117, 119]) autorzy wykorzystuja te catki oraz wyniki uzyskane przeze mnie, w
rozwazaniach dotyczacych uktadéw hybrydowych. Sa to uktady dynamiczne, ktére wykazuja zaréwno
ciagle (opisane réwnaniami rézniczkowymi) jak i dyskretne (opisane réwnaniami réznicowymi)
wtasno$ci dynamiczne. Klasycznym przyktadem uktadu hybrydowego jest odbijajaca sie pitka, czyli
uktad fizyczny z ,,uderzeniem”. Pitka, rozumiana jako punkt masy, upuszczana jest z poczatkowej
wysokos$ci 1 odbija si¢ od podloza, rozpraszajac energi¢ przy kazdym odbiciu. Odbijajaca si¢ pitka
stanowi szczegodlnie interesujacy uktad hybrydowy, gdyz wykazuje zachowanie Zenona. Jest to uktad
wykonujacy nieskonczong ilos¢ skokéw w skonczonym czasie. W przytoczonym przykltadzie za
kazdym razem gdy pitka odbija si¢ traci energi¢, przez co kolejne odbicia maja miejsce po coraz
krétszym czasie. W celu rozwazenia najbardziej ogdlnej klasy systeméw hybrydowych autorzy
wykorzystali najogélniejsza ze znanych catek, catk¢ Henstocka-Kurzweila-Pettisa [116, 117, 119].

Wsrdd narzedzi dowodowych, ktére wykorzystuje wymieni¢ nalezy najnowsze wyniki z teorii
punktu stalego oraz silnych miar niezwartosci. Jak wiadomo, w przestrzeniach nieskonczenie
wymiarowych jest bardzo duzo odwzorowan ciagtych. J. P. Schauder pokazat, ze jezeli ograniczy¢ si¢

do odwzorowan zwartych, to istnieje punkt staly. Zwarto$¢ jest jednak zbyt silnym zalozeniem. Dlatego
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K. Kuratowski wprowadzit miary niewarto$ci, aby bada¢ odwzorowania nierozszerzajace, ktére nie sa
odwzorowaniami zwartymi, a zachodzi dla nich twierdzenie o punkcie statym.

Przyktady bardzo wielu funkcji, ktére spelniaja zalozenia zwarto§ciowe umieszczone w tym
autoreferacie i publikacjach, mozna zbudowaé wg nastepujacej idei: bierzemy dowolny operator
niezwarty na przestrzeni Banacha, domykamy obraz kuli jednostkowej i sktadamy np. z
odwzorowaniem, ktore przeksztatca dowolny ograniczony i wypukly zbiér w dowolnej nieskonczenie
wymiarowej przestrzeni Banacha na ten sam zbidr. Bedzie to co wigcej odwzorowanie Lipschitza.
Nastepnie mnozymy t¢ funkcje przez funkcje ciagla dwoch zmiennych i ponownie sktadamy z
odwzorowaniem, ktére bedzie przeprowadzalo kule jednostkowa w kule jednostkowa i bedzie
odwzorowaniem Lipschitza. Jesli w Srodek wstawimy operator zwarty, to otrzymamy odwzorowanie,
ktére bedzie przeprowadzato kule jednostkowa w zbidr zwarty i bedzie odwzorowaniem Lipschitza. W
ten sposéb wyprodukujemy cata klase zwartych nieliniowych operatoréw spetniajacych zatozenia
przedstawionych twierdzen.

Cze$¢ wynikow uzyskatam na skalach czasowych, czyli na szeroko rozumianych modelach czasu.
Skala czasowa T to dowolny niepusty podzbidr domkniety zbioru liczb rzeczywistych. Pojgcie to zostato
wprowadzone przez S. Hilgera [71] w 1988 r. i od samego poczatku spotkalo si¢ z ogromnym
zainteresowaniem naukowcéw z réznych dyscyplin naukowych, w tym z matematyki czystej i
stosowanej, a takze biologii, ekonomii, inzynierii i fizyki. Ma zastosowanie w kazdej dziedzinie, ktéra
wymaga jednoczesnego modelowania dyskretnych i ciagtych danych.

Standardowe modele ekonomiczne to modele ciagle (opisane réwnaniami rézniczkowymi) i
dyskretne (opisane rownaniami réznicowymi). Te dwa rodzaje modeli wymagaja réznych technik
dowodzenia. Przyktadem moze by¢ model Ramseya - makroekonomiczny model wzrostu, ktéry bada
zalezno$¢ miedzy konsumpcja a kapitalem. W modelu dyskretnym, konsument otrzymuje jaki$§ doch6d
(np. raz na miesigc) i decyduje ile wydaje i oszczgdza w danym okresie (np. miesigca). Zaktada sie, ze

wszystkie decyzje sa dokonywane w réwnych odstgpach czasu. Model dyskretny ma postac:

T4 +p)tu(c,) - max, C, =W, — Yer

1+1r’

gdzie C; - konsumpcja, p — stopa dyskontowa, r — stopa procentowa, W; - funkcja produkcji, U -
chwilowa funkcja produkcji.

Odpowiadajacy model ciggly mozemy zapisa¢ w postaci:

[ e7Pru(C()dt > max,  C(£) = rW(t) — W'(t).

Bywaja jednak takie sytuacje ekonomiczne, ktérych te modele nie obejmuja. Na przyktad, jezeli
dochody nie sg regularne (konsument otrzymuje dochdd czasami raz w miesigcu, czasami raz na kwartat
lub na tydzien). Wprowadzenie skali czasowej T umozliwia opisanie tych trzech sytuacji jednym

modelem [17].



Przyktadami skali czasowej sa:

T =R
T=1Z7
T = R o
T=Py
T — —_ —_ —_ —_ — — — —_

Skala czasowa zostala wprowadzona w celu ujednolicenia badan nad réwnaniami
r6zniczkowymi (opisujagcymi modele ciagle) i réznicowymi (opisujacymi modele dyskretne).
Najwicksza zaleta wprowadzenia skali czasowej jest mozliwos$¢ rozpatrywania kombinacji ciagtych i
dyskretnych modeli matematycznych. Dlatego pojecie skali czasowej moze by¢ uwazane za most
taczacy analize ciagla i dyskretng. Okazalo si¢, ze jedne wyniki dotyczace réwnan réznicowych
przenosza si¢ dos¢ tatwo na odpowiednie wyniki dla réwnan rézniczkowych, inne natomiast, dotyczace
réwnan réznicowych, wydaja si¢ by¢ catkowicie odmienne dla ich ciagtych odpowiednikéw.
Rozwazmy np. réwnanie rézniczkowe: y"' + y(x) = 0. Rozwigzanie ogdlne tego réwnania ma postac:
y(x) = ¢q cosx + ¢, sin x. Kazde z rozwigzan szczegdlnych jest ciggta funkcjg okresowa, a wiec
jest ograniczone.

Formalny odpowiednik dyskretny tego réwnania ma posta¢: A%y, + 7y, = 0. Jego rozwigzaniem
og6lnym jest klasa ciggéw y, = c;22 cos (T%I + Cz).

Przyjmujac ¢; = —11i ¢, = 7 otrzymujemy rozwigzanie szczegdlne y,, = 2™/? cos(nm/4).
Dlan =8k + 1 otrzymujemy ygj 41 = 2% - o0, gdy k — o0. Rozwigzanie to nie jest ani okresowe,
ani ograniczone.

W badaniach nad réwnaniami dynamicznymi na skali czasowej ujawnia si¢ takie rozbieznosci i
pozwala unikngé¢ dowodzenia pewnych wynikéw dwa razy: raz dla réwnan réznicowych i osobno dla
r6zniczkowych. Ogélng ideg jest udowodnienie wynikéw dla réwnania dynamicznego, gdzie dziedzina
nieznanej funkcji jest tzw. skala czasowa T.

Réwnania dynamiczne na skali czasowej znajduja zastosowania w wielu dziedzinach nauki takich
jak: mechanika, elektrotechnika, sieci neuronowe, ciepto i kombinatoryka [45, 73]. Obliczenia na

skalach czasowych stosuje si¢ w teorii sterowania i ekonomii [17].

1.1.R6wnania rézniczkowe typu x(™ = f(t, x) oraz funkcyjne réwnania rézniczkowe z

opo6znieniem.

W pracy [38] T.S. Chew, W. van Brunt oraz G. C. Wake zastosowali rzeczywista catke typu

Henstocka-Kurzweila do rozwigzania zagadnienia typu:



x' () = f(txt)
2.1 x:(0) = x(t + 0), fe[—r, 0]

x(0) = ¢(6)
dla skonczonej, dodatniej wartosci r oraz funkcji ¢ catkowalnej w sensie Henstocka-Kurzweila na
przedziale [—r, 0].

W teorii réwnan rézniczkowych z odchylonym argumentem przez dtugi czas zaktadano, ze funkcje
@ 1 f muszg by¢ ciagte, zatem catkowalne w sensie Riemanna. W pracy [64] Hale zauwazyt, ze wynik
pozostaje prawdziwy przy zatozeniu, ze funkcja f spetnia warunki Carathéodory’ego.

M. C. Deflour oraz S. K. Mitter w [48] uogdlniaja otrzymane wcze$niej wyniki zastepujac zalozenia
ciagtosci funkcji ¢ i f catkowalnosdcig w sensie Lebesgue’a. Dalsze uogdlnienia znajdziemy w pracy
[39], gdzie w 1999 r. T.L. Toh oraz T.S. Chew udowodnili twierdzenie o istnieniu rozwigzania
zagadnienia (2.1) dla funkcji z odchyleniem nieograniczonym.

W pracy (4) udowadniam istnienie rozwigzania zagadnienia (2.1) w przestrzeniach Banacha.
Zastosowanie przeze mnie uogOlnionej catki typu Henstocka-Kurzweila pozwala rozpatrywad
zagadnienie (2.1) dla istotnie szerszej klasy funkcji niz robiono to dotychczas. Moje wyniki obejmuja
miedzy innymi funkcje wysoko oscylujace (patrz przyktad str. 5). Oscylacja to cykliczna zmiana pewnej
wielko$ci, wzgledem innej zmiennej, zwykle czasowej lub przestrzennej. W fizyce na przyklad,
oscylacje oznaczaja drgania. Typowym przyktadem oscylacji jest zachowanie wahadla po wytraceniu
go z potozenia réwnowagi. Oscylacje wystepuja oczywiscie nie tylko w modelowych uktadach
fizycznych, ale takze w uktadach biologicznych, czy zjawiskach spotecznych.

WprowadZzmy oznaczenia obowigzujgce w catym rozdziale.

Niech I, = [0, a] oznacza zwarty przedzial na R, E przestrzen Banacha, E; o$rodkowa przestrzen
Banacha, E* przestrzen dualng do przestrzeni Banacha oraz (C(I,, E), w) przestrzen funkcji ciagtych z
przedziatu I, do przestrzeni Banacha E ze slabg topologia jednostajnej zbieznosci
0(C(y,E),C(I4,E)"). Przez H[a,b] oznaczmy przestrzen klas réwnowazno$ci funkcji, ktére sa
catkowalne w sensie silnej catki Henstocka-Kurzweila (HL) na przedziale [a, b].

Dla PeH[a, b] zdefiniujmy norme ||| 4: |P|lz = suptefapn|P(OIl, gdzie ®(t) = f;d)(s)ds dla
kazdego eP. Niech ¢ bedzie pewna ustalong funkcja o warto$ciach w przestrzeni H[—7, 0], > 0.
Zdefiniujmy zbiory:

Qp = {xeH[-1,0]:|lx —@|ly < b}, Rypp =1.%XQp, ¢, b>0.
Zat6zmy, ze x jest pewng funkcjg zdefiniowang na przedziale [—r, a],r,a > 0. Dla dowolnego t € I,
zdefiniujmy funkcje x;: x:(0) = x(t +6), —r <6 < 0.
Wprowadzmy funkcj¢ pomocnicza X:
x(t), tel0,d],

20 = {(p(t), te[—r, 0],
dla funkcji x spetniajacej warunek x(0) = ¢(0).
Niech zbiér B = {x € C(I,, E): x(0) = ¢(0), |lx|| < b + |l@0)||, X:€Qp}.
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Definicja 2.1. Rodzing & funkcji F nazywamy jednostajnie absolutnie ciggtq na zbiorze A (krotko:
Jjednostajnie AC,(A)), jezeli dla dowolnego € > 0 istnieje n > 0 taka, ze dla kazdej funkcji F z rodziny
& oraz dla kazdego ciggu rozltgcznych przedziatow {[a;, b;]} takich, ze a;, b; € A oraz Y;|b; — a;| <,
mamy Y; w(F,[a;, b;]) < &, gdzie w oznacza oscylacje funkcji F na [a;, b;].

Rodzing & funkcji F nazywamy jednostajnie absolutnie ciggtq na przedziale [a, b] w uogdélnionym
sensie (krétko: jednostajnie ACG.([a,b])), jezeli przedziat [a,b] jest sumq ciggu domknigtych
podzbiorow A; takich, ze na kazdym zbiorze A; funkcja F jest jednostajnie AC,(4;).

Gléwnym wynikiem pracy (4) jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.2 (4). Niech ¢ bedzie pewng ustalong funkcjg catkowalng w sensie HL i okreslong na
przedziale [—1,0]. Zatézmy, ze dla kazdej cigglej funkcji x:1, — E funkcja f(t,x;) jest funkcjg
Carathéodory’ego, catkowalng w sensie HL, zdefiniowang na Ry, dla a,b > 0 oraz

a(f(t, X)) < h(t, a(X))
dla kazdego ograniczonego zbioru X C E, gdzie h jest funkcjg Kamkego oraz a oznacza miare

niezwartosci Haussdorffa. Niech ponadto zbiér F = {F (x): x € B}, gdzie

FGO(©) = 9(0) + [ £(s,25)ds, tel,
bedzie zbiorem jednakowo ciggtym i jednostajnie ACG, na przedziale 1,. Wtedy istnieje co najmniej
Jedno rozwigzanie problemu (2.1) na przedziale 14, dla pewnego 0 < d < a, 7 funkcjg poczgtkowg .
Bardzo istotnym narzedziem dowodowym powyzszego twierdzenia, oprécz witasnosci calki
Henstocka-Kurzweila, wlasnosci silnych miar niezwartosci oraz twierdzenia Moncha o punkcie statym,
jest udowodniony przeze mnie w pracy (4) nastepujacy lemat, ktéry podaje warunki wystarczajace do
»wejscia” z miarg niezwarto$ci Haussdorffa pod znak catki Henstocka-Kurzweila.

Lemat 2.3 (4). Zatozmy, ze V jest przeliczalnym zbiorem funkcji catkowalnych w sensie HL. Niech
F = { fot x(s)ds, x €V, t e Ia} bedzie zbiorem jednakowo ciggtym, wspdlnie ograniczonym oraz
Jjednostajnie ACG, na I,. Wtedy

a (fOtV(s)ds) < fotoc(V(s))ds, tel,
jezeli tylko a(V(s)) < @(s) dla prawie wszystkich s € 1,, gdzie @ jest funkcjg catkowalng w sensie
Lebesgue’a oraz a znacza miare niezwartosci Haussdorffa.

Lemat ten okazat si¢ bardzo przydatny w dalszych badaniach. Zostal wykorzystany w wielu pracach
przez innych matematykéw. Ze wzgledu na wciaz rozwijajacg si¢ tematyke, zwigzang z réwnaniami
rézniczkowymi z odchylonym argumentem, wyzej omdéwione przeze mnie wyniki s3g modyfikowane i
wykorzystywane w dalszych badaniach. Zostaly wykorzystane w dwdéch monografiach [34, 90] oraz
wielu publikacjach (np. [1, 50, 65-69, 91-95]). Omawiana praca jest cytowana wg bazy MathSciNet 9
razy, wg Gogle Scholar 29 razy.

W dalszej cze$ci tego rozdzialu oméwi¢ wyniki uzyskane w pracy (8), dotyczace zagadnienia

Cauchy’ego rzedu meN postaci:
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xM(t) = f(t,x(t)), tel,, aeR,
(2.2) x(0) = x,
x'(0) =g, 0, xMV(0) = N1, M4y, —1€E (lub Ey)

Dowody ponizszych twierdzen opieraja si¢ gtdwnie na Lemacie 2.3 oraz wtasno$ciach catki HL.
Dzigki zastosowaniu Lematu 2.3 dowody gléwnych twierdzen tej pracy sa analogiczne do dowodéw
twierdzen, w ktérych funkcja jest catkowalna w sensie Bochnera. Ze wzgledu na metody dowodowe i
wykorzystanie r6znych warunkéw zwartosciowych, wyniki sformutowatam w postaci dwéch twierdzen.

Pierwsze z nich zostalo udowodnione w osrodkowej przestrzeni Banacha E;, drugie w dowolnej
przestrzeni Banacha E.
Niech B = {x: |xl| < b, b = z§”=—11||nj||‘]#f+ M, M>0,d<alB={x€C(,E):x€B}.

0, m=1

1t im-1 . _ .
i ¢~ (5 x@)ds, wdie pO) = gy 0y

F(x)(®) = p(t) +

Twierdzenie 2.4 (8). Niech h:R, — R, bedzie cigglq, niemalejgcq funkcjq spetniajgcqg warunki

__ar
+ " frm=1h(r)
f(, x(%)) bedzie catkowalna w sensie HL oraz a(f (t,X)) < h(a(X)),t €l,, X € B.

h(0) =0 oraz fo = 0. Niech ponadto dla kazdej cigglej funkcji x:1 - E, funkcja

Zatéimy, ze [ jest funkcjg Carathéodory’ego oraz zbior H = {F(x):x € B} jest jednakowo ciggty,
wspolnie ograniczony oraz jednostajnie ACG, na 1,. Wtedy istnieje przynajmniej jedno rozwigzanie
zagadnienia (2.2) na przedziale 14, dla pewnego d takiego, ze 0 < d < a.

Twierdzenie 2.5 (8). Niech dla kazdej ciggtej funkcji x:1, — E, funkcja f (-, x(*)) bedzie catkowalna
w sensie HL oraz a(f(I,X)) < ¢ a(X) dla kazdego ograniczonego zbioru X C E, kazdego pod-

ca(a—s)™ 1

TR 1, sel. Zatoimy, ze f jest funkcjq

przedziatu 1 C 1, oraz statej c takiej, zZe 0 <

Carathéodory’ego oraz zbior F = {F(x):xeB} jest jednakowo ciggly, wspdlnie ograniczony oraz
Jjednostajnie ACG, na l,. Wtedy istnieje przynajmniej jedno rozwiqzanie zagadnienia (2.2) na przedziale
1y, dla pewnej wartosci d takiej, ze 0 < d < a.

Badania prowadzone przeze mnie dotycza takze stabych rozwigzan réznych typéw réwnan.
Zauwazmy, ze jesli funkcja f:1, X E — E spelnia w topologii stabej warunki Carathéodory’ego, to na
0g6t nie mozna znalez¢ ani rozwigzan Carathéodory’ego, ani stabych rozwigzan, za to mozna badaé
istnienie pseudo-rozwigzan, tzn. funkcji absolutnie ciagtych spetniajacych warunek poczatkowy i
takich, ze ich zlozenia z cigglymi i liniowymi funkcjonatami na przestrzeni Banacha E sa prawie
wszedzie rézniczkowalne i spetniaja warunek: (x*x)'(t) = x*(f (¢, x(t))).

W pracy (7), wspdlnej z I. Kubiaczykiem udalo nam si¢ w istotny sposéb rozszerzy¢ wyniki
uzyskane wczes$niej przez Cramera, Laksmikanthama i Mitchella [46], Cichonia [40], Cichonia i
Kubiaczyka [44], Szufle [103], Szufle i Szukate [106], Szukate [107], uzyskujac twierdzenie méwiace
o istnieniu pseudo-rozwigzania zagadnienia (2.2) i co wigcej, mOwiace o wlasnoSciach zbioru pseudo-

rozwigzan omawianego zagadnienia.
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Zatozenia naktadane na prawa stron¢ réwnania sg istotnie stabsze niz dotychczas znane. Zaktadamy
staba-stabg ciggowa cigglos¢ funkcji f zamiast cigglosci, stabg catkowalno$¢ funkcji w sensie Pettisa.
Przyjmujemy takze stabszy warunek na zmniejszanie miary niezwarto$ci. Poniewaz istnieja funkcje
stabo-stabo ciggowo ciagle, ktére nie sa ciagte, ani stabo ciagle [20], uzasadnionym jest rozpatrywanie
odwzorowan stabo-stabo ciggowo ciagtych.

Zanim podam definicj¢ pseudo-rozwigzania rozwazanego zagadnienia, przypomn¢ definicje
odwzorowania stabo-stabo ciggowo ciagtego.

Definicja 2.6. Funkcje g: E = E, nazywamy stabo-stabo ciggowo cigglq, jezeli dla kazdego ciggu x,,
stabo zbieznego do x, w przestrzeni Banacha E, cigg g(x;,) jest stabo zbiezny w przestrzeni Banacha
E.

Definicja 2.7. Funkcje x: 1, = E nazywamy pseudo — rozwigzaniem zagadnienia (2.2), jezeli spetnia

ponizsze warunki:

@) x jest silnie absolutnie ciggtq funkcjg, (m-1)- razy stabo rozniczkowalng,
(ii) Vx*eE* 3 A(x*) x*x:l; = E jest m razy rézniczkowalne,
mesA(x*)=0
A(x*)clg,

(iii) (c*x MDY () = x*F(t, x(t)) dla kazdego t & A(x*) oraz spetnione sq warunki
x(0) = 0,%'(0) = 7, .., x"H(0) = g,
Niech B = {x € E:||x|| < b,b > 0},
FGO(®) = p®) + R) [y(R) [, (R) [;™72(P) [ f (tmy X (t) )iy ... Aty dity,
gdzie symbole (R) [ Ot f(s)ds, (P) [ Ot f(s)ds oznaczaja odpowiednio stabg catke Riemanna oraz catke

Pettisa. Ponadto
0, m=1
p(t) = ;_11:—1177]_%’ m> 1.
Wybierzmy dodatnig warto$¢ d < a taka, ze
Z}’L‘ll||nj||”]l.—{+M% <b, d"<1, m>1,

gdzie M = sup{||f(¢t, x)||: tel,, xeB}. Niech B oznacza stabg miar¢ niezwarto$ci.
Gtéwny wynik pracy (7) stanowi nastepujace twierdzenie:
Twierdzenie 2.8 (7). Zatézmy, ze dla kazdej silnie absolutnie ciggtej funkcji x: 153 = E funkcja f (-, x(*))
Jjest catkowalna w sensie Pettisa, f(t,") jest stabo-stabo ciggowo ciggta oraz spetnia warunek

B(f(Ug x X)) <h(B(X)) dlakazdego X C B,
gdzie h jest funkcjq takg, ze h(u) < udlau € R,. Wtedy istnieje pseudo-rozwigzanie zagadnienia (2.2)
na przedziale 1y C 1,. Zbior S wszystkich pseudo-rozwigzan zagadnienia (2.2) na przedziale I; C I,

Jjest zwarty i spojny w przestrzeni (C(14, E), w).
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2.2. Rownania rozniczkowo-catkowe.

Niech
B={x€E:|x|l <|lxgll + b,b >0}, B ={x€(C(yE),w):x(0) =xg, ||Ix|l < lIxoll +b,b > 0}
W pracy (15) wspdlnej z R. Agarwalem i D. O’Reganem udowodniliSmy twierdzenie egzystencjalne
dla ogblnego zagadnienia rézniczkowo-catkowego postaci:

x'(t) = f(t,x(t),fotk(t, s,x(s))ds), tel,, aeR,, x,€E,
x(0) = x,,

(2.3)

gdzie f,k,x sa funkcjami o wartosciach w przestrzeni Banacha E oraz calka jest catka Henstocka—
Kurzweila-Pettisa.

Wyniki przedstawione w tej pracy pochtaniaja wczes$niejsze wyniki zawarte m.in. w pracach: [8, 10-
12, 36, 40, 44, 46, 86, 87, 114,115] dotyczace zagadnien rézniczkowych i catkowych.

Ponizej podaje definicje catki Henstocka-Kurzweila-Pettisa (HKP) wprowadzona w pracy (6), ktora
bede wykorzystywac w dalszej cze$ci autoreferatu.
Definicja 2.9. (6) Funkcja f:1, = E jest catkowalna w sensie Henstocka-Kurzweila-Pettisa (HKP
catkowalna), jesli istnieje funkcja g:1, = E taka, ze:

(i) Vx* € E* x*f jest catkowalna w sensie Henstocka-Kurzweila na I, oraz

(i) vt €1, Vx* €E* x*(g(®)) = (HK) [, x*(f(s))ds.
Funkcja g jest nazywana catkq Henstocka-Kurzweila-Pettisa z funkcji f na przedziale 1.

Rozwazmy problem istnienia rozwigzania zagadnienia (2.3) w przestrzeni (C (I, E), w) funkcji
ciaglych ze staba topologia jednostajnej zbiezno$ci. Dzieki zastosowaniu wlasnosci catki Henstocka-
Kurzweila-Pettisa do rozpatrywanego zagadnienia, uzyskaliSmy pierwszy wynik méwiacy o istnieniu
pseudo-rozwigzania zagadnienia (2.3) dla najszerszej rozpatrywanej do tej pory klasy funkcji.
PokazaliSmy ponadto, ze zbiér wszystkich pseudo-rozwigzan zagadnienia (2.3) jest zwarty i spojny w
przestrzeni (C(I4,E), w),dla0 < d < a.

Niech

F(x)(t) = xo + fotf(z,x(z), fozk(z, s,x(s))ds)dz, t€l,,
K={F(x):x€B}, K, = {fozk(z, s,x(s))ds: z€[0,t],t € [0,a],x € B}.

Definicja 2.10. Niech F: [a,b] — E oraz A € [a, b]. Funkcje f: A = E nazywamy pseudo — pochodng
Sfunkcji F, jezeli dla kazdego funkcjonatu x* € E* rzeczywista funkcja x*F jest rozniczkowalna prawie
wszedzie na A.
Definicja 2.11. Funkcje x:1, = E nazywamy pseudo-rozwigzaniem zagadnienia (2.3) jezeli

(i) x() jest funkcjq ACG,,

(i) x(0) = xo,

13



(iii) dla kazdego x* € E™ istnieje zbior A(x™) o mierze Lebesgue’a rownej zero taki, ze dla kazdego
tg A(x), (x*x)'(t) =x* (f (t,x(t), fotk(t, s,x(s))ds)), gdzie pochodna jest rozumiana

Jjako pseudo-pochodna.

Twierdzenie 2.12 (15). Zatoimy, ze dla kazdej jednostajnie ACG, funkcji x:1, = E, funkcje
k(-, s,x(s)), fG,x(), fo(.) k(-, s,x(s))ds), sq catkowalne w sensie HKP oraz funkcje k(t,s,), f(t, )
sq stabo-stabo ciggowo ciggte. Zatozmy, ze istniejq stale cq,c,,c3 > 0 takie, ze dla dowolnych
ograniczonych zbiorow A,C € B, I € 1, zachodzi ﬁ(f(], A, C)) <c;-B(A) +c, - B(C).
Ponadto B(k(I,1,X) < c3-B(X), X € B, I c I, gdzie
fLAC) ={f(t,x1,x2): (t, x1,x3) EIXAXCYLk(I,1,X) ={k(t,s,x):(t,s,x) €I X X X}.

Zatozmy, ze zbiory K oraz Ky sq jednakowo ciggte i jednostajnie ACG, na przedziale 1,. Wtedy
istnieje pseudo-rozwiqzanie problemu (2.3) na przedziale 1; dla d takiego, ze 0 < d < a oraz
0<d-cy+d?cy-cg3 < 1. ZbiorS wszystkich pseudo-rozwigzan problemu (2.3) na przedziale I; jest
stabo zwarty i spojny w przestrzeni C(Iy, E), o).
W pracy (15) podano takze prawdziwo$¢ powyzszego twierdzenia przy innych warunkach na
zmniejszanie miary niezwartosci S.

Wyzej omdéwione wyniki zostaty juz uogdlnione w pracy [13], dotyczacej rozwigzan funkcjonalnych

réwnan catkowych.
2.3. Réwnania dynamiczne na skali czasowej.

W ostatnich latach przeprowadzono wiele badah naukowych w zakresie rownan dynamicznych w
celu ujednolicenia wynikéw dotyczacych réwnan réznicowych i rézniczkowych [3-5, 8, 14, 18, 28-30,
42-43, 54, 63, 77, 98-99, 101, 108-109, 112-113]. Jednak dynamiczne réwnania w przestrzeniach
Banacha, ktérymi si¢ zajmuje, stanowig zupetnie nowy obszar badan, a wyniki uzyskane przeze mnie
sa pierwszymi tego typu.

Réwnania dynamiczne na skalach czasowych, ktérych szczegélnymi przypadkami sa réwnania
r6zniczkowe (jesli T = R) i odpowiadajace im réwnania réznicowe (jesli T = N) pozwalajag nam na
ujednolicenie badan zagadnien brzegowych na przedziatach dyskretnych, rzeczywistych, a takze ich
kombinacjach.

Zagadnieniu rézniczkowemu Cauchy’ego x'(t) = f(t,x(t)) oraz zagadnieniu réznicowemu
Cauchy’ego poswigcono duzo miejsca w literaturze. Istnienie i wlasnosci rozwigzan zostaty
zaprezentowane z réznego rodzaju warunkami.

Badanie stabych rozwiazan zagadnienia Cauchy'ego w przestrzeniach Banacha zostato zainicjowane
przez Szépa w pracy [102]. Twierdzenia o istnieniu stabych rozwigzan tego problemu zostaty

udowodnione mi¢dzy innymi w pracach [40, 43, 44]. Podobne metody rozwigzywania probleméw
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istnienia rozwigzania réwnan réznicowych w przestrzeniach Banacha wyposazonych w stabg topologie
badano na przyktad w [6, 7, 59].

Gtéwnym celem pracy (16) jest zbudowanie teorii, ktéra aczy istnienie stabych rozwigzan
zagadnienia Cauchy'ego dla przypadku ciaglego i dyskretnego. Uzyskany wynik laczy zagadnienia
istnienia stabych rozwigzan dla przypadku dyskretnego, nie tylko dla statego odst¢pu czasu (Hz), ale
rowniez dla zmiennych odstepow czasu (KQ).

Zaktadamy, ze funkcja f jest stabo - stabo ciggowo ciggla o warto$ciach w przestrzeni Banacha i
spetnia pewne warunki wyrazone w jezyku stabej miary niezwartosci DeBlasi’ego [47].

Wprowadzmy podstawowe oznaczenia i definicje.
Niech T oznacza skale czasowq tzn. niepusty domkniety podzbidr zbioru liczb rzeczywistych R ze
standardowg topologia przestrzeni rzeczywistej [71-72].

Najpopularniejszymi przyktadami obliczen na skali czasowej sa: rachunek rézniczkowy, jesli
T = R, rachunek réznicowy jesli T = N oraz rachunek kwantowy dla T = qNo = {g%:t € Ny}, q > 1.
Przez I, oznaczam, w tym rozdziale, przedzial na skali czasowej tzn.

I,=[0,alnT={teT:0<t<a}=10,a].

Zdefiniujmy operator skoku w przéd :T = T jako o(t) = inf{s € T:s > t} i skoku w tyt p:T > T
jako p(t) = sup{s € T:s < t}. Operatory te klasyfikuja punkty na skali czasowej w nastepujacy
sposéb:  jezeli a(t) =t, to t nazywamy prawostronnie gestym, jezeli a(t) > t, to t nazywamy
prawostronnie rozproszonym. Analogicznie operator p daje nam punkty lewostronnie geste (gdy
p(t) = t) oraz lewostronnie rozproszone (gdy p(t) < t). Jezeli p(t) =t = a(t), to t jest punktem
gestosci. Jesli natomiast p(t) < t < a(t), to t jest punktem izolowanym.
Definicja 2.13. Mowimy, ze funkcja k: T — E jest rd- ciggta jezeli k jest ciggta w kazdym punkcie teT

prawostronnie gestym oraz granica lirgl k(s) istnieje i jest skonczona w kazdym lewostronnie gestym
Nd

punkcie teT.
Zdefiniujmy teraz pojecie A (V) - pochodnej. punkcie teT
Definicja 2.14. Niech teT oraz niech f: 1, = E.Wtedy przez A - pochodng funkcji f rozumiemy granice

s—ot o(t)-s
Funkcje f nazywamy A -rézniczkowalng na T, jesli dla kazdego teT istnieje f2(t).
Analogicznie

£Y(0) = lim f(p’fzg_g@’
Funkcje f nazywamy V-rézniczkowalng na T, jesli dla kazdego teT istnieje £ (t).
Zauwazmy, ze
(1) f4=fV=f" wprzypadku gdy T = R,

() f2=Af, f” =Vf wprzypadku gdy T = N,
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A _ _f)-r@® cv _ _ FO-ft/q)

Q) fE=8f == - =Vaf =72 W przypadku gdy
T =qMo ={q*:t € Ny},q > 1.

W pracy (16) rozwazamy réwnanie dynamiczne postaci:

xA() = f(t,x(®)),
x(0) = xy, tej,

2.4)

gdzie ] = {teT:0 < t < oo}.
Uogo6lniamy pewne definicje i pojecia znane dla funkcji f: T — R na przypadek funkcji f:T X E = E.
Definicja 2.15. Niech u:T — E. Mowimy, ze funkcja u jest stabo A-rozniczkowalna w punkcie teT,
Jjezeli istnieje element Y (t)€E taki, ze dla kazdego x*€E™ funkcja x*u jest A - rozniczkowalna w punkcie
t oraz (x*w)2(t) = (x*Y)(t). Funkcje Y nazywamy stabg A-pochodng funkcji u oraz oznaczamy u®" .
Definicja 2.16. Funkcje x:] = E nazywamy stabym A-rozwigzaniem problemu (2.4) jezeli x posiada

stabg A- pochodng oraz spetnia rownanie (2.4) dla wszystkich tej.

W przypadku stabo—stabo ciggowo ciagtej funkcji f rozwigzanie rownania (2.4) jest rbwnowazne z
rozwigzaniem réwnania postaci x(t) = x, + wC fot f(s,x(s))As, te], gdzie catka jest rozumiana jako
staba A-catka Cauchy’ego (tzn. jezeli UW(t) = u(t) dla kazdego t, to stabg A-catkag Cauchy’ego
nazywamy catke postaci wC fatu(s)As =U(t)—U(a)).

Niech B, = {x€E: ||x|| < r}, r > 0 bedzie kula w przestrzeni Banacha E. Rozpatrzmy przestrzen
funkcji ciagtych C (I, E) z topologia staba tzn. przestrzen

(CUqE),w) = (CUg E),0(CIa, E), C* (g, E))).

Niech f:J] X E = E spelnia warunek ||f(t,x(t))|| < b1 (t) + b, ()||x(¢t)|| dla kazdej pary
(t,x)e] X E, gdzie by, b, sa ograniczonymi i calkowalnymi funkcjami z przestrzeni C,4(J, R) funkcji
rd-ciagtych. Ponadto niech M (t) bedzie rozwigzaniem zagadnienia

MA(t) = by (t) + b, (H)M(t), M(0) = x,.

Zat6zmy, ze by i b, sa funkcjami takimi, ze My = sup M(t) < co. Niech
tej

By, = {x € (CraU, ED, 0): llx(O)Il < Mo, () — x($)I < byl + b1l - Mo)It — 51,
t,seJ, xeBy,}.
W pracy (16) udowodnione zostato twierdzenie o wartosci $redniej dla funkcji o wartosciach w
przestrzeni Banacha, zdefiniowanej na skali czasowej oraz lemat typu Ambrossetti’ego [15] dla takiej
funkcji, co pozwolito udowodni¢ nastepnie gtéwny wynik pracy (twierdzenie 2.19).

Twierdzenie 2.17 (16). Jezeli funkcja u:] — E jest stabo A-catkowalna wtedy

fld u(t)At eup(1y) - convu(ly),
gdzie 1; jest dowolnym podprzedziatem przedziatu | oraz ppa(ly) oznacza miare A-Lebesgue’a

przedziatu 1.
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Twierdzenie 2.18 (16). Niech H c C(J,E) bedzie rodzing funkcji silnie jednakowo ciggtych. Niech
H(t) = {h(t)eE: heH}, dla te]. Wredy B(H(J)) = sup B(H(t)) orazfunkcjat — B(H(t)) jest ciggla
tej

na J.
Twierdzenie 2.19 (16). Zalozmy, ze funkcja f:] X By, — E spetnia nastgpujqce warunki:
(i) Ilf (& x@®Il < b1 () + by (Olx ()], dla kazdej pary (t, x)€] X E,
(ii) f(t,) jest stabo — stabo ciggowo ciggta dla kazdego te],
(iii)  dla kazdej silnie absolutnie ciggtej funkcji x: ] = E, funkcja f (-, x(*)) jest stabo ciggta,
(iv) dla dowolnej niemalejgcej funkcji Kamkego h zachodzi B(f(Iz X X)) < h(B(X)), dla
kazdego zbioru ograniczonego X C E, oraz 1; C J.
Wtedy istnieje przynajmniej jedno A-stabe rozwigzanie problemu (2.4) na pewnym przedziale I; C J.
Warunek (iv) w twierdzeniu 2.19 moze zostac¢ zastgpiony og6lniejszym warunkiem np. Sadovskiego,
Szufli [104] oraz miara niezwartosci § aksjomatyczng miarg stabej niezwartoSci.
Kolejne wyniki uzyskatam w pracy (29), w ktérej wspdlnie z S. A. Sakerem rozpatrujemy
nastgpujace zagadnienie:
xm (@) = f(t,x(t)), teT,
(2.5) x(0) =0,

x2(0) = g, o, xBM=D)(0) =9 1) N4, o mr€E -
gdzie x@™) oznacza stabg A - pochodna rzedu m, T jest nieograniczong skalg czasowa (tzn. niepustym,
domknig¢tym podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych takim, ze istnieje ciag (a,)eT taki, ze a,, = ).
Niech L1 (T) oznacza przestrzen funkcji catkowalnych w sensie A - Lebesgue’a na skali czasowe;j T.
Zatézmy, ze istnieje funkcja MeLl(T) taka, ze M(t) =0, teT oraz ||f(t,x)|| < M(t), dla prawie

wszystkich teT oraz dla kazdego x€eE .

Ponadto niech b, = Z}’L—Ol”nj” j—], + fot fotl ...fotm_l M(t,,)At,, ... Aty,

0, m=1

t)

j’

By ={x € (CU,E), w): Ix()II < by, Nlx(@) —x()l < llp(@) —p)l + K(z,9),
t,7,5€T,0<s<t<t} I, ={seT:0<s <t}

K@ s) = [0 e [ M(t) Aty o Aty p() = {cume

j=11 ul N, oy Nm—1€E, m>1

Zdefiniujmy operator F: B, —» B, w postaci

t ot tm-
F)(@) =p@) + [y ;" o Jy" 7 f (tm X () ) Aty ... Aty
W celu udowodnienia gléwnego wyniku pracy (29), w pierwszej kolejnosci pokazano lemat
dotyczacy ,,wchodzenia” ze stabg miarg niezwartosci pod znak A-stabej catki.

Lemat. 2.20 (29). Niech X bedzie zbiorem jednakowo ciggtym i ograniczonym w przestrzeni funkcji
cigglych C(T, E) oraz [, X(s)As = {f; x(s)As : xeX}. Weedy B([ X(s)As) < [, B(X(s))As.

Gtéwny wynik pracy stanowi ponizsze twierdzenie.
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Twierdzenie 2.21 (29). Zatozmy, ze funkcja f:T X E = E oraz istnieje funkcja MeL*(T) taka, Ze
M(t) = 0, teT oraz ||f(t,x)|| < M(t) dla prawie wszystkich teT i dla kazdego x€E. Ponadto zatézmy,
Ze spetnione sq ponizsze warunki:
@) f(t,) jest stabo — stabo ciggowo ciggta dla kazdego te],
(ii) dla kazdej silnie absolutnie ciggtej funkcji x:] = E, f(-,x(*)) jest stabo ciggta,
(iii) istnieje funkcja L:T X [0,0) taka, ze dla kazdej cigglej funkcji u:[0,00) — [0, c0)
odwzorowanie t — L(t,u(t)) jest ciggte oraz L(t,0) = 0, dla teT,

(iv) fooo fotl fotm_l L(ty,, T)Aty, ... At; < 1, dla wszystkichr > 0 oraz

) B(f x A)) < Sup{L(t, B (A)): tel} dla zwartego podprzedziatu I € T oraz dla kazdego
niepustego, ograniczonego zbioru A C E.
Wtedy istnieje przynajmniej jedno A-stabe rozwigzanie problemu (2.5) na przedziale I, € J.
W pracy (21) rozpatruje dynamiczne réwnanie rézniczkowo-catkowe postaci
(2.6) x2t)=f (t,x(t),fotk(t, s,x(s))As), tel,, aeR,,
x(0) = x,

gdzie f:I, X EXE - E, k:l, xI, XE - E, x:1; > E , x® oznacza pseudo A- pochodng funkcji x
oraz calka jest rozumiana jako catka A - Henstocka—Kurzweila—Pettisa.

Réwnania rézniczkowo — catkowe bedace szczegdlnymi przypadkami réwnan rézniczkowo —
catkowych rozpatrywanych na skali czasowej (np. [54, 60-62, 112-113]) maja szerokie zastosowanie
w wielu zagadnieniach naukowych, zaczynajac od matematyki, fizyki, chemii az po ekonomi¢ i
medycyne [45].

Uogo6lnienia w stosunku do wczesniej uzyskanych wynikéw dotyczacych réwnanh rézniczkowo —
catkowych (np. [112, 113]) uzyskanych w omawianej pracy, polegaja na rozpatrzeniu szerszej klasy
funkcji niz dotychczas rozpatrywane dzigki zastosowaniu wlasnosci nowej catki na skali czasowej typu
Henstocka — Kurzweila - Pettisa. Oznacza¢ ja bede przez catke A-HKP.

Pojecie tej catki uogdlnia pojecie catki typu A-HK, ktére byto wprowadzone przez A. Petersona i B.
Thompsona w pracy [88] oraz catki typu Pettisa, ktdra jest istotna w przypadku rozpatrywania stabe;j
topologii w przestrzeniach Banacha.

Wprowadzenie catki typu A-HK pozwolilo rozpatrywaé ogdlniejsze niz dotychczas réwnania
dynamiczne, w tym dynamiczne réwnania rézniczkowo-catkowe. W pracy [88] pokazano, Ze istnieja
funkcje wysoko oscylujace, ktére nie sa catkowalne w sensie A-catek, ale sa catkowalne w sensie A -
HK. Dalszych uogdélnien dokonat np. M. Cichon w pracy [42] definiujac catki typu A -HK, A -HL, A -
HKP 7 funkcji o wartoSciach w przestrzeniach Banacha.

Z drugiej strony uogélniona zostata takze dziedzina rozpatrywanych rozwigzan poprzez rozpatrzenie

zagadnienia na skali czasowej.
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Zauwazmy, ze rOwnanie (2.6) w swej ogdlnej postaci obejmuje kilka réznych typéw réwnan
rézniczkowo-catkowych i réznicowo-catkowych w zaleznoSci od wyboru skali czasowej T. Na
przyktad:

(1) dlaT = R mamy o(t) = t, u(t) = 0,x"(t) = x/(t) i problem (2.6) opisuje zagadnienie
Cauchy’ego dla réwnania rézniczkowo-catkowego postaci:
X)) =f (t,x(t), fotk(t, s,x(s))As), teR,
x(0) = xo,
(2)dlaT = N mamy c(n) =n+1, u(n) = 1,x*(n) = Ax(n) = x(n + 1) — x(n), wtedy

rownanie (2.6) opisuje problem Cauchy’ego dla réwnan

Ax(t) =f (t,x(t),fotk(t, S,x(s))As), teN,
x(0) = x,.
W pracy (21) wprowadzam nowe pojecie rozwigzania zagadnienia (2.6) w sensie A - pseudo-
rozwiqzania. Przez takie rozwigzanie rozumiem funkcje x: 1, — E spetniajqcg ponizsze warunki:
(1) x(*) jest funkcja typu ACG,,
(i) x(0) = xo,
(iii) dla kazdego funkcjonatu x*€E™ istnieje zbior A(x*) o mierze Lebesque’a u, réwnej

zero taki, ze dla kazdego t € A(x™) zachodzi

(x*x)2(t) = x* (f (t,x(t), fotk(t, s,x(s))As)).
Niech B = {xeE: |lx|l < lIxoll + p,p > 0}, B = {xe(C (g, E), w): x(0) = xq, x|l < llxoll +p,p > 0}
F(x)(t) = xo + fotf(z,x(z),fozk(z, s, x(s)As) Az, tely,
K = {F(x):xeB}, K, = {fozk(z, s,x(s))As: zel, = [0,¢6] N T, tel,, xeB} .
Gtéwny wynik pracy formutuje w postaci ponizszego twierdzenia.
Twierdzenie 2.22 (21). Zatozimy, ze dla kazdej jednostajnie ACG, funkcji x:1, = E, funkcje
k(,s,x(s)), f (-,x(-), fo(.) k(-, s,x(s))As) sq catkowalne w sensie A-HKP oraz funkcje k, f sq stabo-
stabo ciggowo ciggte. Zalozmy, Ze istniejq stale cq,c,,c3 > 0 takie, Ze
B(fUAC)) < ey BA) + ¢y B(O)
dla dowolnych ograniczonych zbioréw A,C € B oraz I € I,. Ponadto B(k(1,1,X)) < c38(X), X € B,
I c 1, gdzie
fU,AC) ={f(t,x1,x3): (t,x1,x)el X AX C}, k(I,1,X) = {k(t,s,x):(t,s,x)el X I X X}.

Zatozmy dodatkowo, Ze zbiory K oraz Ky sq jednakowo ciggte i jednostajnie ACG, na przedziale 1,
Wtedy istnieje A-pseudo-rozwigzanie problemu (2.6) na przedziale 1, dla pewnego d takiego, Ze
0<d<aoraz 0<d-c;+d? c, c3<1.

W pracy (21) udowodnitam takze twierdzenie z innymi warunkami na zmniejszenie miary niezwartosci
p.
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Wynik uzyskany w pracy (30) dotyczy istnienia rozwigzania typu Carathéodory’ego nieliniowego

zagadnienia Sturma — Liouville’a:

.7) (p(t)xA(t))V +f (t,x(t),xA(t),xV(t)) =0, tef =[0,0)NT
(2.8) a,x(0) — B, liI(’;lJr p(®x2(t) =0, a, }im x(t) + B2 }im p(®x2() =0
t—o —00 —C0

w przestrzeni Banacha.

W pracy [108] Topal, Yantir oraz Cetin udowodnili istnienie rozwigzania réwnania

(p(t)xA(t))V +xp@Of(Lx@®) =0, 0<t<o
na nieograniczonej skali czasowej. W omawianej pracy uzyskujemy rozwigzanie typu Carathéodory’ego
dla nieco szerszego zagadnienia (2.7) — (2.8).
Przypomnijmy, ze funkcje f: T X E3 - E nazywamy funkcjg Carathéodory’ego jesli:

@) f(t, x, x4, x3) jest funkcja ograniczona,

(i1) f(t, x,xq,%5) jest mierzalna ze wzgledu na teT dla wszystkich (x, xq,x,)€E3,

(i)  f(t, x,xq,x;) jest ciagta ze wzgledu na x, xq, x, dla pu, prawie wszystkich teT, gdzie pp
oznacza miar¢ Lebesgue’a przedziatu rozpatrywanego na skali czasowe;j.

Funkcje x: T — E nazywamy rozwigzaniem Carathéodory’ego zagadnienia (2.7)-(2.8) jesli:

1) x jest A - rézniczkowalna na Tk,

(i1) x%:T - E jest V-rézniczkowalnana T* = T* N Ty,

(ii1) x2V:T* - E jest ciaggla i x(-) spelnia u, prawie wszedzie na T* réwnanie (2.7) wraz z
warunkami poczatkowymi (2.8), gdzie T*, T} oznaczaja odpowiednio skale czasowe, na
ktérych funkcja x jest odpowiednio A oraz V rézniczkowalna.

Zaktadamy, ze
(A1) p:T = R jest funkcja V - r6zniczkowalng na przedziale T, = [0, ), p(t) # 0,V teT
oraz p¥: Ty = R jest ciagla i zachodzi, fooo As/p(s) < oo,
(A2) f:T X E3 > E jest funkcjg Carathéodory’ego,

o As

(A3) @y, @z, B1, B2€R, |as| + |By| # 0, |az| + 82| # 0, azfy + a1, + aya; [ 6

W pracy wykorzystujemy réwnowazne zagadnieniu (2.7)-(2.8) réwnanie catkowe

x(t) = fooG(t, S)f(s,x(s),x2(s),x" (s))Vs,
0

1 {ul(t)uz(s) 0<t<s<oo

. A A
gdrie G(t5) =51 JE D) 02set oo D= OU0 —u@uWl©),

D

t As o As .
ui(t) = By +a | ) 0Tz Uz () =P +az |, " gdzie
pr=x(0), ay=lim (), f;=limx(). —a; = limx1(0)
t—>0 —00 —00
sa rozwigzaniami zagadnien odpowiednio (2.9)-(2.10), (2.9)-(2.11) podanych ponize;j.
A v
2.9) - (pxt®) =0
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z warunkami poczatkowymi odpowiednio

(2.10) x(0) = By, lim x[l(t) = ay,
t—)OJr
(2.11) lim x(t) = f,, limx(t) = -

W pracy pokazali$my, Ze operator catkowy F(x)(t) = |, Ooo G(t,s)f(s,x(s),x2(s),x"(s))Vs
posiada punkt staty, ktory jest rozwigzaniem zagadnienia (2.7)-(2.8).

W dowodzie gtéwnego twierdzenia omawianej pracy wykorzystana zostala uogdlniona postaé
lematu Ambrossetti’ego dla przestrzeni C2V(T,E) udowodniona w pracy (28) oraz twierdzenie o
wartos$ci Sredniej dla V (A) — calek:

Lemat 2.23. (28) Niech AeCLV (T, E) bedzie rodzing funkcji wspélnie ograniczonych i silnie jednakowo
cigglych. Niech ponadto A* = {g": geA} oraz AY = {g": geA} bedq ograniczone i jednakowo ciggte.
Wtedy
a(A) = max{sup a(A(t)),sup a(4(t)),sup a(4"())}.
teT teT teT

Twierdzenie 2.24. (28) Jezeliu:] = E jest funkcjq V- catkowalng, to

J, u@®Vteuy (1) - convu(l),
gdzie I jest dowolnym podprzedziatem przedziatu | oraz uy oznacza V miare przedziatu 1.

Zdefiniujmy

2%(ﬁ1+ ! ompA(;) (ﬁz fo p(s)) M, = Sup|p(t)| Ms =

1
o) P |p<p(t>) ’

My =M, fooo m(s)V(s), G(t,7) = fooo |G(t,s) — G(z,s)|m(s)Vs.
Niech ponadto

B = {xeC(,E): lIx|l < My, lIx(¢) — x(D)|l < G(t,7)

[[x2@® — x2(@)| < |f m(s)Vs +| = )|f m(s)Vs,

p(r) 0)

|f m(s)Vs + |

\ Y
7@ = x"@|| < |p<p<r)) p(p(t)) I m(s)vs}

Gtéwne twierdzenie pracy (30) ma postac:

p(p()

Twierdzenie 2.25 (30). Zatozmy, ze funkcja f:T X E X E X E = E jest funkcjq Carathéodory’ego oraz

istniejq funkcje m, k: [0,0) = R* catkowalne w sensie V - Lebesgue’a, takie, ze

(2.12) Lf (&, x, x1, x) |l < m(t), dla te], x,%q, x2€E
(2.13) a(fUxAx B xC()) < k(t)max{a(A),a(B), a(C)}
(2.14) 0 < M; f0°° k(s)Vs<1, M; >0, i=1,23

dla 1 c ] oraz dla dowolnych ograniczonych podzbioréw A, B, C przestrzeni E. Wtedy zagadnienie

(2.7) - (2.8) posiada przynajmniej jedno rozwigzanie.
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Ponizszy przyktad ilustruje zastosowanie udowodnionego twierdzenia.
Przykiad (30).

Rozwazmy zagadnienie postaci

1 v 1+sin(x(t)x2(£)) _ _(n,
(;.XA(II)) + - 3 - 0, teT = {E TlENO},

22O =3 lim p@x*()) =0, Jlim x(1) + 5 lim p(©)x*(©) = 0.

Zauwazmy, ze warunki (A1) — (A3) sg spetnione oraz mozemy obliczy¢
—1,1,1.1,11 085 542
=223 213 2f0 25 8

~ 0,8 # 0.
Latwo tez znalez¢é My =~ 1,376, M, =~ 0,5 oraz M5 ~ 0,5. Je$li przyjmiemy m(t) = 2/3¢, to warunek
||£ (&, x(£), x2(D)|| < m(t) jest speniony. Ponadto My = My [" m(t)At ~ 1,376 -1,366 ~ 1,879.

Jesli natomiast k(t) = 47, to poniewaz [ 000 k(s)Vs = 0,5, wiec zatozenie (2.14) jest réwniez spetnione.

i A
Funkcja f (t, x(t), XA(t)) = w spelnia takze warunek (2.13). Stad, na mocy twierdzenia

2.25. rozpatrywane przez nas zagadnienie posiada rozwigzanie.
W pracy (25), wspdlnie z M. Cichoniem i B. Satco rozwazamy impulsowe nielokalne zagadnienie

Cauchy’ego w przestrzeni Banacha E postaci:

(2.15) y(t) = f(t,y(t)), dla prawie kazdego te[0, b]\{ty, ..., t;n}
(2.16) Ay(t;) = L;(y(ty)), dla kazdego ie{1, ..., m}
(2.17) y(0) =g +y°

gdzie [0,b] € R, 0 < ty,...,t,;, < b oznaczajg momenty impulsu, Ay(t) = y(t*) — y(t~) oznacza
,,skok” funkcji y w punkcie ¢. Funkcja I;: E = E opisuje nieciaglo$¢ funkcji y w punkcie t;.

Od ponad wieku, réwnania r6zniczkowe sg wykorzystywane do opisu dynamicznie zmieniajacych si¢
zjawisk fizycznych. Zastgpienie klasycznego warunku poczatkowego y(0) =y, warunkiem
nielokalnym y(0) + g(y) = y, daje mozliwos$¢ doktadniejszego opisu tych zjawisk. Dynamika wielu
procesOw ulega gwattownym zmianom, takim jak wstrzasy, wyladowania atmosferyczne, kleski
zywiotowe itp. Zjawiska te obejmuja krétkie perturbacje, a do ich modelowania wykorzystuje si¢
wlasnie réwnania rézniczkowe z impulsem (np. [19, 51, 81]).

W przeciwienstwie do wczesniejszych prac, w ktérych rozwazano zagadnienia z impulsem na skali
czasowe]j (np. [82-83]), my proponujemy niestandardowe podejscie do tego zagadnienia. Zauwazmy, ze
mozemy potraktowac rownania rézniczkowe z impulsami jako zwykle réwnania dynamiczne na skali
czasowej, co pozwala na ujednolicenie tych teorii. Przy takim podejSciu mozemy jednocze$nie
rozpatrywa¢ dwa zagadnienia: dynamiczne nielokalne zagadnienie Cauchy’ego w przestrzeni Banacha
na skali czasowej oraz nielokalne zagadnienie z impulsem rozpatrywane na,,zwyktym” przedziale, jako
szczegllny przypadek pierwszego zagadnienia.

Rozwazajac zagadnienia z impulsami, rozwigzan szukamy zwykle w przestrzeni funkcyjnej

PC([0, b], E) wyposazonej w norme ||*]|¢.
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Definicja 2.26. PC([0, b], E) jest zbiorem funkcji y: [0, b] — E spetniajacych ponizsze warunki:
(1) y jest ciagta w kazdym punkcie te[0, b]\{ty, ..., t;n },
(i1) y jest lewostronnie ciggta w kazdym punkcie te{ty, ..., t,,} oraz istnieja prawostronne
granice y(t*).

W pracy wykorzystano pojecie catki A-Henstocka.

Niech § = (6;, 6g) bedzie parg funkcji dodatnich. Méwimy, ze podziat przedziatu [a, b]; taki, ze
X <& <x £& <. <&, < xy jest §- skorczony, co zapisujemy

D = {[u,v]r, &} = {[xi—1, xi]7; &1 1 =1,2,...,m},
jezeli §ie[xi—q,x;] © (§ — 6,.(§1), & + 6r(§D} . (x; # 0 (x;-1))
Definicja 2.27. Funkcje f:[a,b]lr = E nazywamy catkowalng w sensie A-Henstocka na przedziale
[a, b]r, jezeli istnieje funkcja F:|a,blr = E taka, Ze dla dowolnego € > 0 istnieje para funkcji
dodamich § = (8,(*), 6g (")) na [a, b]r taka, ze jezeli D = {{u, v]r, &} jest § - skoriczonym podziatem
przedziatu [a, b]r, to
IS51f ©pallie, v1) = F) = F))||| < e.
W tym przypadku, dla kazdego te[a, b]r, F(t) = (H) f; f(s)As jest catkg A - Henstocka z funkcji f na
[a, b]7.
Definicja 2.28. Funkcje f:[a, bly = E nazywamy catkowalng w sensie A - Henstocka — Lebesgue’a
na przedziale [a, by, jezeli istnieje funkcja F: [a, by = E taka, ze dla dowolnego € > 0 istnieje para
funkcji dodatnich 6 = (6,(+), 6x(*)) na [a, b]r taka, ze jezeli D = {[u, vy, &} jest § - skorczonym
podziatem przedziatu [a, b]t, to
Lollf Oualfw,vlr) = (F(v) - F)ll <e.

W tym przypadku, dla kazdego te[a, b]r, F(t) = (HL) f; f(s)As jest catkq A-Henstocka—Lebesgue’a
Z funkcji f na [a, b]r.

Oznaczmy przez HL([a, b]r, E) przestrzen wszystkich funkcji catkowalnych w sensie A-HL z norma
Alexiewicza ||f]l4 = sup ”(HL) ftf(s)As”.
te[ab], a

Zauwazmy, ze funkcja catkowalna w sensie A-HL jest takze catkowalna w sensie A-H. Odwrotnie
by¢ nie musi. Dla funkcji o warto$ciach rzeczywistych obie calki sa réwnowazne.

Z punktu widzenia zastosowan, catka Henstocka — Lebesgu’a jest bardzo interesujaca. Nawet w
przypadku, gdy T = R, funkcja pierwotna funkcji catkowalnej w sensie Henstocka jest absolutnie
ciagla, ale niekoniecznie r6zniczkowalna prawie wszedzie, co jest z kolei wlasnoscia catki Henstocka —
Lebesgue’a. Oznacza to, ze w rozwazaniach dotyczacych istnienia i wlasnosci zbioru rozwigzan typu
Carathéodory’ego réwnan rézniczkowych, stosujac catke typu HL otrzymujemy réwnowazno$¢
zagadnienia r6zniczkowego z odpowiednim zagadnieniem catkowym. W pracy (25) wykorzystujemy tg
catke w przypadku réwnan dynamicznych na skali czasowej, udowadniajac podstawowe, potrzebne w

naszych rozwazaniach, wlasnosci tej catki.
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Twierdzenie 2.29 (25) (o wartosci Sredniej). Dla kazdego podprzedziatu [c, d]r € [a, b]r, jezeli

istnieje catka (HL) fcd y(s)As, to

(HL) [} y()As epa(Te, dlpyeomvy(lc, d]p).
Przedstawie teraz krétko konstrukcje funkcji ciggtej na skali czasowe;.
Dla wybranego h > 0 rozwazmy zbiér T = [0,t;] U [t; + h,t, + h] U ...U [t,,, + mh, b + mh],
(ktory jest skalg czasowa) uzyskany poprzez zwigkszenie przedzialu poczatkowego.

Zdefiniujmy funkcje x: T — E w nastepujacy sposob:

( }’(t); tE[O, tl];

| y-nt, t=t, +h,
x@={ YE-h), teltyithty+h]

| y(t — mh)*, t =ty +mh,

y(t —mh), te(t,, + mh,b + mh]
lub w innej postaci
) = {y(ﬂ(t))+, te{t; + h, .tz + 2h, ..., t;y + mh}
y(B@®), w przeciwnym przypadku,
gdzie funkcja 8: T — [0, b] jest okreslona w nastgpujacy sposob

t; te[ol tl]r
pey={ t—h telty+ht,+h],

t —mh, te[t,, + mh,b+ mh].
W ten sposdb otrzymali§my ciagla funkcje okreslona na skali czasowej T
W celu unikni¢cia dowodzenia twierdzenia dwa razy, raz dla zagadnienia r6zniczkowego, a nast¢pnie
dla réwnania réznicowego, nasze zagadnienie impulsowe zapisujemy w postaci zagadnienia
dynamicznego na skali czasowej w nastgpujacy sposéb:
f(B(®),x(t)), prawie wszedziena T\{t;,t; +h,t; + 2h, ..., ty, + mh}
x2() = I#Hx(t)
h )
Iep (x(£))
xV(t) = —t——— dla te{t; + hty + 2h, ...ty + mh}

te{ty, t, +h, ...ty + (m— 1)h}

x(0) = g(x) +y°,
gdzie funkcja §(x):C(T,E) » E ma posta¢ §(x) = g(y), yePC([0,b],E) jest funkcja opisang
powyzsza metod3.

Tak jest, poniewaz dla prawostronnie izolowanego punktu, na przyktad t;, mamy

A _ x(a(t)=x(t)) _ L1 (¥(t1))
X (tl) - o(t1)—t; - h :

Podobnie dla lewostronnie izolowanego punktu, na przyktad t; + h, mamy

v _ X(ptath)-x(ts+h) _ L(y(t:)
) = e n
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Je$li przez Q oznaczymy podzbiér zbioru [0, b]\{ty, ..., t,;,}, miary zero, gdzie y nie jest funkcja
r6zniczkowalna, to impulsowe zagadnienie rézniczkowe staje si¢ zagadnieniem rézniczkowym na skali
czasowej postaci:
F(B@®),x(®), t&@QU{ty,ty+hty,+ht,+2h, .., t,+mh})
xA(t) = I#Hx(t)
h
x(0) = g(x) +y°.

Powyzej opisana konstrukcja pozwala rozpatrywa¢ impulsowe zagadnienia rézniczkowe na

te{ty, t; +h, ...ty + (m— 1)h}

»ZWyklym” przedziale z wykorzystaniem metod uzywanych na skali czasowe;.
Niech B, (x°) oznacza domknieta kule w przestrzeni Banacha E, o promieniu 7 > 0 i $rodku w
x®€E.
Rozwazmy nastepujace réwnanie rézniczkowe z nielokalnym warunkiem poczatkowym na
ograniczonej skali czasowej T
(2.18) x2(t) = F(t,x(t)) dla prawie wszystkich teT,
x(0) = G(x) + x°.
(zal6zmy, ze minimum skali czasowej wynosi 0, a jej maksimum oznaczmy przez A).
W pracy (25) udowodnione zostato nastgpujace twierdzenie.
Twierdzenie 2.30 (25). Niech T bedzie ograniczong skalg czasowq i niech F:T XE — E oraz
G:C(T,E) - E spetnia warunki:
@) dla kazdej ciggtej funkcji x: T — E, funkcja teT » F(t,x(t)) jest catkowalna w sensie A-
HL,
(ii) A-HL pochodne funkcji F (-, x(+)) sq jednostajnie ciggle na skali czasowej T ze wzgledu na
funkcje x w dowolnej kuli 7z przestrzeni funkcji ciggtych tzn. dla kazdego v > 0 oraz dla

kazdego € > 0, istnieje 0 < 8., < 1 taka, zZe
”(HL) ftt, F(s,x(s))As” <eg V|t'—t"| <8 VxeB.(x°),
(iii)  odwzorowanie F: C(T,E) = HL(T,E) takie, ze x = F (-, x(*)), jest ||*|| 4-ciggte,

@iv) istnieje dodatnia, A-catkowalna funkcja LeL (T, R) taka, ze

lirrol a(f(Jer X D)) < L(t)a(D), V teT, dla kazdego ograniczonego zbioru D C E, gdzie
T

]t,T - [t - T, t] N T,
(v) funkcja G: C(T,E) = E spetnia nastgpujqgce warunki:

® (G odwzorowuje zbior ograniczony w zbior ograniczony,

e lim sup%(?+ max ||G(x)||> <1
1,r

r—00 x€B(x%)
® ( jest ciggla,
® istnieje stata c < 1 taka, ze a(G(K)) < ca(K), dla kazdego ograniczonego

K c C(T,E).
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Wtedy zagadnienie (2.18) posiada przynajmniej jedno globalne ciggle rozwigzanie.

Zauwazmy, ze warunki dotyczace funkcji G sa spetnione w szczegdlnosci, gdy funkcja G jest funkcja
Lipschitza. Jesli bowiem G:C(T,E) - E  spelnia, dla pewnej stalej 0 <c <1 nieréwnosé¢
1G(x) — G| < cllx — yll, dla kazdego x, yeC(T,E), to spetia takze warunek a(G(K)) < ca(K)
dla kazdego ograniczonego K c C(T,E).

Nie zawsze jest prawda, ze lir’% a (F ( Jex X D)) < a(F(t, D)), dlatego warunek (iv) jest interesujacy
d

oraz moze by¢ uogdlniony na warunek z funkcja Kamkego po prawej stronie.

Uzyskane Twierdzenie 2.30 zostato zastosowane do udowodnienia nastgpujacego, nowego wyniku
egzystencjonalnego dla nielokalnego zagadnienia rézniczkowego z impulsem (2.15)-(2.17) na prostej.
Twierdzenie 2.31 (25). Niech f:[0,b] X E = E, I;: E - E oraz funkcja g: PC([0,b],E) = E spetnia
nastepujgce warunki:

(i) dla kazdego yePC ([0, b],E), funkcja te[0,b] » f(t,y(t)) jest catkowalna w sensie HL oraz
(HL) - pochodne funkcji f (-, y(*)) sq jednostajnie ciggte na przedziale [0,b]r ze wzgledu na
funkcje y w dowolnej kuli przestrzeni PC([0, b],E) tzn. dla kazdego r > 0 oraz dla kazdego

€ > 0, istnieje 0 < 8, < 1 takie, ze

|y [ £ ysnas|| < e wit =71 < 8,y Vily = yOllc <7,
(ii) odwzorowanie f:PC([0,b],E) - HL([0,b],E) takie, ze y = f(-,y(*)), jest ||I'|| 4-ciggte oraz
dla kazdego ie{1, ...,m}, y = I;(y(t;)) jest ciggte,
(iii) istnieje dodatnia, catkowalna funkcja LeL* ([0, b], R) taka, Ze
Li_r)l(”)n a(f(Jer X D)) < L(t)a(D), Vte[0, b], dla kazdego ograniczonego zbioru D C E, gdzie

Jer =t —7,t]n[0,b],
(iv)  funkcja g: PC([0,b],E) — E spetnia nastgpujgce warunki:

® g odwzorowuje zbior ograniczony w zbidr ograniczony,

. 1(b+1
o limsupt(324 max gl + 38, max_IGEI) <1

r—>00 T \é1r  lly=y°lic<r el
® g jestciggla,
® istnieje stata ¢ < 1 taka, ze a(g(K)) < ca(K), dla kazdego ograniczonego
K c PC([0,b],E).
Wrtedy zagadnienie (2.15)-(2.17) posiada przynajmniej jedno rozwigzanie w przestrzeni PC([0, b], E).
Praca (25) i metoda w niej opisana zostala wykorzystana w kolejnych pracach dotyczacych réwnan

impulsowych np. [98, 99, 120, 121].

3. Omowienie wynikéw niewchodzacych w sklad rozprawy habilitacyjne;j.

Tematyka moich prac, poza wcze$niej omdéwionymi, skupia si¢ wokét badania problemu

rozwiazalno$ci réwnan rézniczkowych, catkowych, rézniczkowo-catkowych, a w ostatnim czasie takze
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réwnan dynamicznych na skali czasowej. Jestem ponadto wspétautorka 3 prac z teorii aproksymaciji.

Uzyskane przeze mnie wyniki dziel¢ na trzy czesci.

3.1 Zastosowanie calek nieabsolutnych do réwnan rézniczkowych, calkowych i rézniczkowo -

catkowych.

Pierwsza grupa prac jest poswigcona zastosowaniom catek nieabsolutnych do réwnan
rézniczkowych, catkowych i rézniczkowo catkowych. Do tej grupy wynikéw zaliczam prace (1-3,5-6,
9-12, 14, 20).

Prace (1) 1 (2) zostaty opublikowane jeszcze przed doktoratem.

W pracy (1), wsp6lnej z 1. Kubiaczykiem, rozwazamy zagadnienie Cauchy’ego x'(t) = f(t, x(t)),
x(0) = x, z zastosowaniem uogdlnionej catki Henstocka-Kurzweila z funkcji o warto$ciach w
przestrzeni Banacha. Otrzymany przez nas wynik, ogdlniejszy od wcze$niej uzyskanych wynikéw tego
typu, wykorzystujemy do uzyskania rozwigzania inkluzji r6zniczkowe;j: x' (t)eF (t, x(t)), x(0) = xo W

przestrzeni Banacha.

Niech F: I, X E — 2F bedzie multifunkcjg. Zbiér

{foaf(s, x(s))ds: f(-, x(-))eF(-, x(-)), f jest catkowalna w sensie HL}
nazywamy catkq HL z multifunkcji F na przedziale 1.
Niech G (x)(t) = xo + [, F(s,x(s))ds, dla tel,.
Twierdzenie (1). Niech multifunkcja F (-, x(-)) posiada selektor f (-, x(-)) catkowalny w sensie HL dla
kazdego xeC(xq,a) = {xeC(I,, E):x(0) = xo, l|x|| < llxoll + b, a,b > 0} taki, ze f jest funkcjg
Carathéodory’ego spetniajgcg warunek a(F(t, X)) < h(t, a(X)), gdzie h oznacza funkcje Kamkego, a
miare niezwartosci Kuratowskiego. Niech ponadto zbior G = {G(x): xeC(xy, @)} bedzie jednakowo
ciggty i jednostajnie ACG, na przedziale 1,. Wtedy istnieje rozwigzanie zagadnienia Cauchy’ego
x'(t)eF (t,x(t)), x(0) = xq na przedziale 1;, dla pewnego d takiego, ze 0 < d < a.

W pracy (2) zdefiniowana zostata po raz pierwszy nowa catka Henstocka-Kurzweila-Pettisa, ktéra
pozwala uzyskiwa¢ ogdlniejsze wyniki dla rdwnan, przy istotnie stabszych zatozeniach niz dotychczas.
Wprowadzong catke stosujemy do dowodu twierdzenia o istnieniu pseudo-rozwigzania zagadnienia
Cauchy’ego x'(t) = f(t,x(t)), x(0) = x,. Ciaglos¢ funkcji f zastepujemy stabg — staba ciagowsg
ciagloscia funkcji, catkowalno$¢ staba catkowalno$cia w sensie Henstocka-Kurzweila-Pettisa.

Wyniki uzyskane w tej pracy =zostaly zaprezentowane na migdzynarodowej konferencji
,International Scientific Conference on Mathematics” w Koszycach na Stowacji w 1999 r. i spotkaty
si¢ z duzym zainteresowaniem ze strony stuchaczy. Z tego tez wzgledu rozszerzenie wynikow, o ktérych
,poinformowali§my” w materiatach konferencyjnych zostato opublikowane w pracy (6).

Praca (3) stanowi wstep do rozwazan o problemie istnienia rozwigzania réwnania rézniczkowo-

catkowego postaci:
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x'(t) = f(t,x(t),fotk(t, s,x(s))ds), tel,, aeR,, x,€E,

x(0) = x,.
Praca jest podzielona na dwie czesci. W czesci pierwszej, o funkcjach f, k, x zaktadam, Ze sa funkcjami
o warto$ciach w przestrzeni Banacha, catkowalnymi w sensie Bochnera i udowadniam twierdzenie o
istnieniu rozwigzania typu Carathéodory’ego powyzszego rownania. W czesci drugiej omawianej pracy,
udowadniam twierdzenie egzystencjalne dla powyzszego zagadnienia przy zatozeniu, ze funkcje f, k, x
sa catkowalne w sensie Pettisa. Wykorzystujac wtasnos$ci stabej catki Pettisa, stabych miar niezwarto$ci
oraz twierdzenie o punkcie stalym dla odwzorowan stabo — stabo ciggowo ciagtych uzyskuje istnienie
stabego rozwigzania tego problemu .

To samo zagadnienie rozpatruj¢ takze w pracy (12) udowadniajgc istnienie silnego rozwigzania, z
catka typu HL po prawej stronie rOwnania. Stosujac ten typ calki rozszerzam klas¢ funkcji objeta tym
réwnaniem.

Innemu zagadnieniu rézniczkowo-catkowemu poswiecona jest praca (11). Rozpatruje¢ tu réwnanie

postaci:

x't)=f (t,x(t),fot ky(t, S)g(s,x(s))ds,foa k,(t, s)h(s,x(s))ds), tel,, aeR,, xo€E

x(0) = xo,
gdzie fi1I, X EXEXE—->E, g:l;,XE—>E h:l, XE - E.

W pierwszej cze$ci pracy, wspdlnej z G. Nowakiem, udowadniamy istnienie rozwigzania
powyzszego zagadnienia z calka typu Henstocka-Kurzweila dla szerszej klasy funkcji niz dotychczas,
uwzgledniajac funkcje wysoko oscylujagce. W czesci drugiej, oslabiajac zatozenia ciaglosci i
catkowalnosci funkcji f pokazujemy istnienie pseudo-rozwigzania tego zagadnienia.

W pracy (10) rozpatruje zagadnienie catkowe postaci:

x(t) =f() + foa kq(t,s)x(s)ds + foa ko(t,s)g(s,x(s))ds, tel,, aeR,,
gdzie g: 1, X E —» E jest funkcjg taka, ze
g(t,x(t)) = £2x(t) + h(t)xo, xo€E, [t] < 1, [lx]l < 1, h(t) = {% G Soi“t_z)' tt ¢g
Ponadto zaktadam, ze funkcje x, f: I, = E oraz funkcje kq, k,: 1, X I, = R, sa mierzalnymi funkcjami
takimi, ze kq(t,"), ko (t,") sa ciagte.

Poniewaz funkcje k4 (t, s)x(s) oraz k,(t, s)g(s, x(s)) nie sa catkowalne w sensie Bochnera, istnieje
koniecznos$¢ wykorzystania szerszej klasy catek niz catki Bochnera. Opierajac si¢ na wlasno$ciach catek
typu Henstocka-Kurzweila, wtasno$ciach silnych miar niezwarto$ci oraz twierdzeniu Moncha o punkcie
stalym, udowadniam istnienie rozwigzania rozpatrywanego zagadnienia.

Duza grupe prac stanowia te méwigce o nieliniowych réwnaniach catkowych Volterry, Urysohna i

Fredholma.
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W literaturze znajdziemy bardzo duzo prac dotyczacych réwnan catkowych, wykorzystujacych
wtasnosci catki Bochnera czy Pettisa. W ostatnich dwoch dekadach, badajac réwnania catkowe (i nie
tylko) uwzgledniono takze funkcje wysoko oscylujace. Uzyskano nowe wyniki dla funkcji na prostej
przy uzyciu catki Henstocka-Kurzweila.

W pracy (5) rozwazam réwnania catkowe Volterry i Urysohna w ogélnym przypadku przestrzeni
Banacha. Stosujac wilasnosci catki Henstocka-Kurzweila, uzyskuje rozwiazanie odpowiednich
zagadnien dla funkcji wysoko oscylujacych, rozszerzajac wczesniej uzyskane wyniki w pracach [31, 56,
60, 73, 81, 82]. Dowody tych wynikéw sg znacznie trudniejsze technicznie niz w przypadku réwnan
okreslonych przy pomocy catki Bochnera. Wynika to w szczeg6lnosci z faktu, ze catki nieabsolutne
zbiezne, w szczegdlnosci catka Henstocka-Kurzweila nie posiadaja pewnych wlasnosci
charakteryzujacych catke Bochnera. Dla przyktadu, modutl funkcji catkowalnej w sensie Henstocka-
Kurzweila nie musi by¢ catkowalny.

Niech B = {xeC(I,, E): ||x|| < [l¢()|l + Ap, A, p > 0} oraz niech r(K) oznacza promien spektralny
operatora catkowego K (u)(t) = foa k(t,s)u(s)ds, ueB, tel,.

Rozwazmy nieliniowe réwnania catkowe Urysohna

x(t) = o(t) + Afoaf(t, s,x(s))ds, 2> 0, tel,,
gdzie f i ¢ sa funkcjami o warto$ciach w przestrzeni Banacha oraz catki sa rozumiane jako catki typu
HL.

Zdefiniujmy operator catkowy F(x)(t) = ¢(x) + 4 foa f(t,s,x(s))ds, 1> 0, tel,, xeB.
Twierdzenie (5). Zatozmy, ze dla kazdej ciggtej funkcji x: 1, = E; i kazdego s€l,, funkcja f (-, s,x(s))
Jjest catkowalna w sensie HL, f jest funkcjg Carathéodory’ego spetniajgcq warunek

a(f(t, s,X)) < h(t,s,a(X)), 0<s<t<a,
dla dowolnego ograniczonego zbioru X C E;, gdzie h oznacza funkcje Kamkego.
Zatéimy, ze zbior H = {F(x): xeB} jest jednakowo ciggly, wspdlnie ograniczony oraz jednostajnie
ACG, na l,. Wtedy istnieje przynajmniej jedno rozwiqzanie zagadnienia na przedziale 1,4, dla pewnego
d takiego, ze 0 < d < a z funkcjg poczgtkowq @.

Rozpatrzmy teraz catkowe réwnanie Volterry:
x(t) = (t) + fotf(t, s,x(s))ds, tel,.
Zdefiniujmy operator catkowy G (x)(t) = ¢ (x) + fot f(t,s,x(s))ds, dla tel,, xeBy, gdzie
By = {xeC g, E): llxll < oIl + 1, 1> 0}.
Twierdzenie (5). Zatozmy, ze dla kazdej ciggtej funkcji x: 1, = E; i kazdego sel,, funkcja f (-, s, x(s))
Jjest catkowalna w sensie HL, f jest funkcjg Carathéodory’ego spetniajgcq warunek
a(f(t, s,X)) < h(t,s,a(X)), 0<s<t<a,

dla kazdego ograniczonego zbioru X C E;, gdzie h oznacza funkcje Kamkego.
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Zatéimy, ze zbior G = {G(x): xeB,} jest jednakowo ciggty, wspélnie ograniczony oraz jednostajnie
ACG, na l,. Wtedy istnieje przynajmniej jedno rozwigzanie zagadnienia na przedziale I;, 0 < d < a z
funkcjg poczgtkowqg ¢.

Wykorzystujac dla operatoréw F i G twierdzenie o punkcie stalym dla odwzorowan stabo — stabo
ciaggowo ciggtych, wiasnosci stabych miar niezwarto$ci oraz catki HKP pokazalam, zZe istnieje
przynajmniej jedno pseudo — rozwigzanie tych zagadnien przy najstabszych, znanych dotychczas,
zatozeniach o funkcji f. Ciaglos¢ funkcji zastepuje staba-staba ciggowa ciagtoscig, catkowalnosé stabg
catkowalnos$cig w sensie Henstocka-Kurzweila-Pettisa.

Gléwnymi wynikami pracy (20) sa nastepujace twierdzenia:

Twierdzenie (20). Zaldzmy, ze dla kazdej ACG, funkcjix:1, = E i kazdego tel,, funkcja f(t,,x(*))
Jjest catkowalna w sensie HKP, f(t, s,") jest stabo-stabo ciggowo ciggta oraz istnieje mierzalna funkcja
k:l, X1, = R, taka, ze k(t,”) jest funkcjq cigglq oraz

B(f(t,],X) < sup k(t, s)B(X),

dla kazdego ograniczonego zbioru X € E oraz | € J,. Zatéimy, ze zbior G = {G(x):xeB} jest
Jednakowo ciqgly oraz jednostajnie ACG, na 1,. Ponadto niech Ar(K) < 1, gdzie AeR, oraz r(K)
oznacza promieh spektralny operatora catkowego K(u)(t) = foak(t, s)u(s)ds, ueB, tel,. Wtedy
istnieje przynajmniej jedno rozwigzanie zagadnienia na przedziale 1, dla pewnego d takiego, ze
0 < d < a z funkcjq poczgtkowq .

Obok problemu istnienia rozwigzania rownania catkowego zajmowatam si¢ takze wtasnoSciami
zbioru rozwigzan réwnan catkowych. Problematyka ta wywodzi si¢ ze znanego twierdzenia H. Knesera
z 1923 roku dotyczacego zagadnienia Cauchy’ego x'(t) = f(¢t,x), x(ty) = xq, gdzie f jest funkcja
cigglta na zbiorze P = {(t,x)eR™1:0 <t < a, ||x — xo|l < b}. M6wi ono, ze zbiér wszystkich
rozwigzan tego zagadnienia na pewnym przedziale zwartym ] jest niepusty, spdjny i zwarty w
przestrzeni funkcji ciggtych C(J, R™). W 1955 roku M. Hukuhara udowodnit twierdzenie Knesera dla

zbioréw ciaglych rozwigzan nieliniowego réwnania catkowego Volterry:

x() =) +1 fotf(t, s, x(s))ds, tel,.

W przypadku funkcji o wartosciach w nieskoficzenie wymiarowych przestrzeniach Banacha badanie
istnienia oraz wlasno$ci zbioru rozwigzah zagadnienia Cauchy’ego oraz réwnania Volterry, gdzie I,
jest przedzialem ograniczonym lub nieograniczonym zawartym w R, a catke rozumiemy w sensie
Bochnera, stwarza sytuacje zupelnie odmiennej natury anizeli w przypadku przestrzeni skonczenie
wymiarowych.

Juz bowiem w 1950 roku Dieudonné podat w przypadku przestrzeni ¢y przyktad funkcji ciaglej
takiej, ze zagadnienie Cauchy’ego nie posiada zadnego rozwigzania. Aby zagwarantowac wigc istnienie
rozwigzania zagadnienia Cauchy’ego oraz réwnania Volterry w tym przypadku, nalezy nalozy¢ na

funkcj¢ f dodatkowe warunki. Jedng z podstawowych grup takich warunkéw stanowig warunki
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sformutowane w terminach miar niezwarto$ci Kuratowskiego [21, 22]. Pierwsza praca wykorzystujaca
miar¢ niezwarto$ci Kuratowskiego do badania nieliniowego réwnania calkowego Volterry w
przestrzeniach Banacha jest praca S. Szufli [105] z 1974 roku.

Wiaczajac sie w nurt badan nad wlasnosciami zbioru rozwigzan réwnan catkowych pokazatam w
pracy (20), ze zbiér S wszystkich pseudo-rozwigzan réwnania Volterry jest zwarty i spojny w
przestrzeni (C(I4, E), ).

Twierdzenie (20). Zaldzmy, ze dla kazdej ACG, funkcji x:1, = E i kazdego tel,, funkcja f(t,,x(*))
Jjest catkowalna w sensie HKP, f(t,s,") jest stabo-stabo ciggowo ciggla oraz istnieje mierzalna funkcja
kil X1, = R, taka, ze k{(t,”) jestfunkcjg cigglg oraz

B (], X)) < sup k1(t, s)B(X),

dla kazdego ograniczonego zhioru X € E oraz ] € 1. Zatézmy, ze zbior G = {G(x):xeB;} jest
Jednakowo ciggly oraz jednostajnie ACG, na l,. Ponadto niechr(K) < 1, gdzie r(K) oznacza promien
spektralny operatora catkowego K(u)(t) = fot k,(t,s)u(s)ds, ueB,, tel,. Wtedy istnieje przynajmniej
Jjedno rozwigzanie rownania Volterry na przedziale 14, dla pewnego d takiego, ze 0 < d < a z funkcjg
poczgtkowqg @. Zbior S wszystkich rozwigzan réwnania na lg jest zwarty i spdjny w przestrzeni
(CUg E), w).

Wséréd réwnan catkowych rozpatruje takze nieliniowe réwnania Fredholma, ktére mogag by¢
rozwazane jako perturbacja rownan liniowych (14):

x(t) = f(t) + foa kqi(t,s)x(s)ds + foa ko(t,s)g(s,x(s))ds, tel,, aeR,.
Niech B, = {xeC(I,, E): x(0) = £(0), |lx|| < If (Il + M, M > 0}. Zdefiniujmy operator catkowy
F:C(I4, E) = C(I, E) w nastepujacy sposéb
F()() =f() + foa kq(t,s)x(s)ds + foa ko(t,s)g(s,x(s))ds, tel, aeR,,xeb,.
Ponadto niech r(K) oznacza promien spektralny operatora
K@)(t) = foa(kl (t,5) + ka(t,5))u(s)ds, tel,, aeR,, ueB,.
Twierdzenie (14). Zatézmy, ze dla kazdej ACG, funkcji x:1, — E, funkcja g(-,x(-)) Jest catkowalna w
sensie HKP, g(s,") jest stabo-stabo ciggowa ciggta oraz funkcje kq,ky: 1, X I, = R, sq mierzalne oraz
ki(t"), ky(t,) sq ciggte. Ponadto dla L > 0 spetniony jest warunek
Ba(,X)) SLBCO, I € 1y,

dla kazdego ograniczonego zhioru X € E. Zatézmy, ze zbior {F(x):xeB,} jest zhiorem jednakowo
ciggtym i jednostajnie ACG, na l,. Ponadto niech (1 + L)r(K) < 1. Wtedy istnieje przynajmniej jedno
rozwigzanie zagadnienia na przedziale 1;, dla pewnego d takiego, ze 0 < d < a z funkcjq poczgtkowq
f.

W pracy (31) oméwione zostalo istnienie dodatnich rozwigzan nieliniowego réwnania catkowego

Hammersteina
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u(t) = g(t,u(t)) + folk(t, s)f(s,u(s))ds, te[0,1].

W dowodzie wykorzystane zostato twierdzenie o punkcie statym Legetta-Wiliamsa.
3.2.Réwnania dynamiczne na skali czasowej.

W tym podrozdziale krétko oméwi¢ wyniki uzyskane w pracach (18, 23-24, 26-28).

W pracy (26) dowodzimy istnienia ciggltego rozwigzania oraz rozwigzania typu Carathéodory’ego
dynamicznego zagadnienia Cauchy’ego

x@® () = f(t,x(t)), tel, =[0,a]NT,

x(0) = xo,
w przestrzeni Banacha dla funkcji odpowiednio ciaglej lub spelniajacej warunki Carathéodory’ego,
zdefiniowanej na skali czasowej. Wyniki tej pracy sa szczeg6lnie przydatne do dyskretyzacji ciagltych
probleméw w przestrzeniach Banacha.

W pracy (18) rozpatrujemy powyzsze zagadnienie na nieograniczonej skali czasowej T.
Pokazujemy, ze dynamiczne zagadnienie Cauchy’ego posiada ciggte rozwigzanie oraz rozwigzanie typu
Carathéodory’ego. Otrzymane twierdzenia sa nowe nie tylko dla funkcji o warto$ciach w przestrzeni
Banacha, ale takze dla funkcji rzeczywistych. Dowdd opiera si¢ na twierdzeniu o punkcie statym
Sadovskiego oraz lemacie Ambrosetti’ego dla funkcji zdefiniowanej na skali czasowe;.

W pracy (23) rozwazam réwnanie rézniczkowe (2.5) z A-pochodng rzedu m funkcji x oznaczona
x(@&m) (t). Funkcja f o wartosciach w przestrzeni Banacha spetnia pewne warunki wyrazone w jezyku
miar niezwarto$ci. Dowdd twierdzenia opiera si¢ na twierdzeniu o punkcie stalym Sadovskiego oraz na
udowodnionych w pracy lemacie Ambrossetti’ego dla funkcji zdefiniowanej na skali czasowej oraz
lemacie o wejs$ciu z miara niezwartosci Kuratowskiego pod znak A-cafki.

Réwnania rézniczkowo-catkowe oraz dynamiczne réwnania rézniczkowo-catkowe na skali czasowej
sa badane przez wielu matematykéw i maja liczne zastosowania. O tych zastosowaniach mozna
przeczyta¢ miedzy innymi w ksigzce Corduneanu [45]. Problemy te s3 wciaz badane i rozwijane.
Y. Xing, W. Ding, M. Han w [112] udowodnili np. istnienie okresowych rozwigzan zagadnienia
brzegowego dla nieliniowych réwnan rézniczkowo-catkowych na skali czasowe;.

W pracy (24) rozpatruje dynamiczne réwnanie rézniczkowo-catkowe (2.6), stosujac po raz pierwszy
nowy typ A-calek, a mianowicie A-catke Henstocka-Kurzweila. Pozwolito mi to rozwazy¢ szersza klasg
funkcji niz dotychczas.

W pracy (27), wspélnej z I. Kubiaczykiem i S. H. Sakerem omawiamy nowe warunki oscylacyjnosci

dla réwnania dynamicznego

(r@m@y® + pOyEN*)’ +q@f (y(6)) =0

na skali czasowej nieograniczonej z gory, gdzie m,p,r, 1, § sa rzeczywistymi, dodatnimi, rd-ciggtymi

funkcjami zdefiniowanymi na skali czasowej. Otrzymane wyniki uzupetniaja i poprawiaja znane juz
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warunki oscylacyjnos$ci dla réwnan réznicowych i rézniczkowych z opdéznionym argumentem. W pracy
podajemy przyktady ilustrujace nasze wyniki.

Praca (28) poswigcona jest nieliniowemu zagadnieniu Sturma — Liouville’a postaci (2.7)-(2.8)
rozpatrywanemu w przestrzeni Banacha.

Przez rozwigzanie powyzszego zagadnienia rozumiemy funkcje x: T — E, A-rézniczkowalng na T,
x%:T - E jest funkcjg V-rézniczkowalng na T* =Tk N Ty, x®V:T* - E jest ciagta oraz speia
powyzsze rownanie wraz z warunkami brzegowymi dla kazdego teT™.

Gtéwny wynik pracy méwi o istnieniu rozwigzania omawianego zagadnienia.

W pracy (22), udowodnione zostaty twierdzenia o punkcie statym typu Leray’a-Schaudera i Furi-
Pera dla funkcji wielowarto$ciowych, slabo-stabo ciggowo ciaglych, przy uzyciu stabej catki
Henstocka-Kurzweila-Pettisa. Otrzymane przez nas wyniki sg wykorzystane do badania probleméw

brzegowych na przedzialach niezwartych. Wyniki tej pracy zostaty umieszczone w monografii [74].
3.3. Teoria aproksymacji.

Omowig tu wyniki uzyskane w pracach (13, 17, 19), ktdérych jestem wspotautorka.

W pracach (13) i (19) rozpatrywane sa operatory typu Favarda-Kantorovicha
x o0 (k+1)/
Fif() =n¥i wpni (1) [, 0 f(DL,
oraz operatory typu Favarda-Durrmeyera

EfO) =nEpoPni(y) [ o pur(&Y) (D)L, xeR,neN,

. 1 1 (k 2
gdzie p,  (x; ) = o SXP (— 57 (; - x) )

Operatory te sa catkowa modyfikacja dobrze znanych uogélnionych operatoréw Favarda [55]

Faf () = Xiemoo f (k/M)Pn ik (X;¥), x€R, mEN.
W przypadku, gdy y2 = v/(2n) (v > 0), operator F, staje si¢ operatorem Favarda wprowadzonym

przez J. Favarda [55], jako dyskretny analog catki Weierstrassa. Pewne wtasno$ci aproksymacyjne
klasycznych operatoréw F,, f mozna znalez¢ w pracach [23] i [24], a uogdlnionych operatorow Favarda
w pracach [57] 1 [89].

W pracach (13) 1 (19) podaliSmy oszacowania dla rzedu normowej zbieznosci tych operatoréow w
przestrzeni funkcji z wagg eksponencjalng: L, ,(R) = {f:|lwfll, < o}, dla 1 <p < oo, gdzie

w(x) = exp(—0x?),0 > 0,

© 1/p
lgl, = (7, 1g()Pdx) ™" dla 1<p<w,
llgll = essuplg(x)|.

xeR

Gawronski i Stadtmiiller w [57] otrzymali oszacowanie dla funkcji ograniczonych feC(R) postaci

w(Fy; t) < 140w(f; t) + 16mt]||f]].
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Z kolei dla funkcji ograniczonych z waga wielomianowa feCp(R) = {f:||Wnfllew < o0},
W (x) = (1 + x2™)~1, Pych-Taberska [89] udowodnita , ze

W2 (Fy; )m < K((1 + t§) w2 (f; O + 2|l
Wilaczajac sie¢ w nurt tych badan, otrzymaliSmy nierdwnos$¢ tego samego typu dla r- tego (reN)
wagowego modutu gtadkosci dla funkcji z wagg eksponencjalng feL, 5(R),

Wy (Ly; t)al,p <K+ t(%)wr(f; t)a,p + tT”WJf”p)’ (0 >0>0),

edzie @, (f; gp = SUPIW AR Flly , 85 f = ino () (“DIf (x + h(r/2 = D)) oraz Ly f oznacza
|n|<t

operator Favarda-Kantorovicha lub Favarda-Durrmeyera .

W pracy (17) rozpatrywane sa zmodyfikowane operatory Szasza-Mirakyana-Kantorovicha.

. o k+1)/bp
My f(O) = by T Puic (6 @) Sy " f(O)dE, xe[0,00),

(anx)k
k!

gdzie p, . (x; a,) = exp(—a,x) oraz (a,) i (by,) sa ciagami liczb dodatnich natomiast catka jest
rozumiana w sensie Denjoya-Perrona.
Omoéwione w pracy operatory sg catkowym uogdlnieniem operatoréw zdefiniowanych w pracy [110].

W pracy podany zostal rzad punktowej zbiezno$ci tych operatoréw przez wagowy modut ciagtosci.
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