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C) OMOWIENIE WYNIKOW ZAWARTYCH W PUBLIKACJACH WCHODZACYCH W
SKLAD OSIAGNIECIA NAUKOWEGO:

1 Wstep

Kolorowanie graféw jest jednym z bardziej znanych i intensywnie badanych prob-
leméw w teorii graféw. W literaturze zostalo opisane wiele réznych wersji i uogélnien
kolorowania graféw. Wiekszo$¢ z nich mozemy opisa¢ uzywajac pojecia wierzchotko-
wego podziatu grafu, tzn. podziatu wierzchotkow danego grafu na podzbiory, zwane
klasami kolorow, ktore spetniaja pewne okreslone wewnetrzne lub zewnetrzne warun-
ki. Przez warunki wewnetrzne rozumiemy ograniczenia narzucone na wierzchotki
nalezace do danej klasy kolorow, na przyktad mozemy wymagaé, aby klasy koloréw
byly zbiorami niezaleznymi, indukowaly grafy o ograniczonym maksymalnym stop-
niu lub grafy acykliczne itd.. Przez warunki zewnetrzne rozumiemy ograniczenia
jakie powinny spemia¢ zbiory krawedzi laczacych wierzchotki dwoéch réznych klas
koloréw, na przyktad mozemy wymagac, aby indukowaty one graf acykliczny lub las
gwiazd itd.. Inne znane wersje kolorowania graféw zwiazane sa z podzialem grafu z
dodatkowym ograniczeniem na sposéb w jaki dokonujemy podzialu wierzchotkow.
Na przyklad mozemy rozwazacé: on-line podzial, off-line podzial czy tez podzial
z niewspéipracujacym partnerem, czyli podzial grafu poprzez gre. W literaturze
badanych bylo wiele réznych probleméw zwiazanych z kolorowaniem (podzialem)
grafu wzgledem danych regut. Jednym z najbardziej znanych probleméw jest mini-
malizowanie liczby klas koloréw, na ktére dzielimy dany graf. Problem ten zwiazany
jest z wyznaczeniem liczby chromatycznej grafu i réznych jej uogdlnien. 7 drugiej
strony, dla ustalonej liczby klas kolorow, mozemy optymalizowa¢ wilasnosci klas
koloréw, na ktére chcemy podzieli¢ graf. Innym ciekawym problemem jest charak-
teryzacja graféw, ktore posiadaja dany podzial. Jednym z bardziej znanych prob-
lemow tego typu jest charakteryzacja graféw dwudzielnych, tzn. charakteryzacja
grafow, ktérych wierzchotki mozna podzieli¢ na dwa zbiory niezalezne. Wiadomo, ze
graf jest dwudzielny wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera cykli dlugosci nieparzys-
tej. Podobnie jak kolorowanie wierzchotkow graféw mozemy rozwazaé¢ kolorowanie
krawedzi grafu, odpowiada ono podzialowi krawedzi grafu na podzbiory nazywane
krawedziowymi klasami koloréw. Krawedziowy podzial grafu GG czesto nazywany jest
dekompozycja grafu GG. Problemy zwiazane z krawedziowym kolorowaniem grafu
odpowiadaja problemom zwiazanym z wierzchotkowym kolorowaniem grafu, gdyz
kolorowanie krawedzi grafu G zawsze mozemy postrzegaé¢ jako kolorowanie wierz-
chotkéw grafu krawedziowego L(G).
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Przedlozone osiagniecie naukowe sklada sie z wynikow dotyczacych kolorowania wierz-
chotkéw lub krawedzi grafu, stanowia one nie tylko kontynuacje, a takze rozsze-
rzenie dotychczasowych badan nad kolorowaniem graféw. W moich rozwazanich
skupitam si¢ na trzech typach kolorowania: acyklicznym kolorowaniu wierzchotkéow,
krawedziowym kolorowaniu grafu i rozgrywanym kolorowaniu. Dla tych kolorowan
rozwazam problemy, w ktorych minimalizowana jest liczba klas kolorow, optyma-
lizowane sa wlasnosci klas koloréw i charakteryzuje grafy, ktére posiadaja pewien
ustalony podzial na klasy kolorow.

2 Definicje i oznaczenia

W niniejszym opracowaniu zaktadamy, ze wszystkie rozwazane grafy sa skonczone,

bez petli i wielokrotnych krawedzi. Zbiér wierzchotkéw i krawedzi grafu G oznaczamy

odpowiednio przez V(G), E(G). Symbolem Z oznaczamy klase wszystkich wzajem-

nie nieizomorficznych graféw. Przez wlasnosé grafow (krétko wtasnosé) bedziemy

rozumieli dowolna podklase klasy Z. Bedziemy uzywaé pojecia wtasnosé grafow i

klasa grafow zamiennie. Méwimy, ze wlasnos$é P jest dziedziczna, jezeli jest zamknieta

ze wzgledu na bycie podgrafem, tzn. jezeli H C G i1 G € P, to H € P. Mowimy, ze

wlasnos¢ P jest addytwna, jezeli jest zamknieta na sume graféow, tzn. jezeli H € P

iG e P,to HUG € P. W niniejszym opracowaniu rozwazmy tylko takie podzialy

graféw, w ktérych klasy koloréw indukuja addytywne witasnosci dziedziczne.
Ponizej podamy przykiady i oznaczenia wiasnosci dziedzicznych wykorzystywane

w opracowaniu. Niech k bedzie liczba naturalna.

O={GeTI:EQG) =0}

Or = {G € 7 : kazda komponenta G ma co najwyzej k + 1 wierzchotkéw};

S ={GeT: AG) <k};

Dy ={G €T : G jest grafem k-zdegenerowanym, tzn., 6(H) < k dla H C G};

Ty = {G € T : G nie zawiera Ky o};

To ={G € T : G jest grafem zewnetrznie planarnym}.

Zauwazmy, ze D; jest klasa graféw acyklicznych. Ponadto oznaczmy przez LF =
D1 NSy, klase lasow liniowych.

Kazda nietrywialna wtasno$¢ dziedziczna P moze by¢ w sposéb jednoznaczny,
opisana przez zbior minimalnych podgrafow zabronionych, zdefiniowany nastepujaco:

F(P)={G €T :G ¢ P ale kazdy podgraf wlasciwy H grafu G nalezy do P}.

Zauwazmy, ze jezeli P jest addytywna wlasnoscia dziedziczna, to kazdy graf nalezacy
do F(P) jest spdjny. Niech F bedzie zbiorem graféw. Oznaczmy przez Forb(F) klase
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wszystkich grafow, ktére nie zawieraja podgrafu izomorficznego z zadnym grafem ze
zbioru F. Na przyktad Z;,_o = Forb({K}). Whasnosé Z;._, nazywamy klasa graféw
Ky-wolnych.

Wprowadzmy pojecia uogdlnionego kolorowania i wogédlnionego krawedziowego-
kolorowania graféw. Niech G bedzie grafem i (P, Ps,...,Px) uporzadkowanym
zbiorem addytywnych wiasnosci dziedzicznych.

(P1, ..., Pr)-podziatem (lub wogdlnionym kolorowaniem) grafu G nazywamy po-
dzial (Vi, ..., Vi) zbioru wierzchotkéw V' (G) taki, ze dla kazdego ¢ € {1,...,k} pod-
graf G[V;] indukowany przez V; ma wlasnosé P;. Klase graféw, ktére maja (P, ...,
Pr)-podzial oznaczamy przez Pj o -+ o Pr. Jezeli (Vi,..., Vi) jest (P1,...,Px)-
podzialem grafu G, to odpowiadajace mu kolorowanie ¢ definujemy nastepujaco
cv)y=didlaveV,ie{l, ... k}. Jezeli P, = O dla wszystkich i € {1,...,k}, to
(P1, ..., Pr)-podzial grafu G jest dobrze znanym wtasciwym k-kolorowaniem grafu
(. Ponadto najmniejsza liczba k, dla ktorej G ma wiasciwe k-kolorowanie, nazywana
jest liczba chromatyczna x(G) grafu G.

(Pi, ..., Pr)-dekompozycja (lub wogdlnionym krawedziowym-kolorowaniem) grafu
G nazywamy podzial (E,..., Ey) zbioru krawedzi E(G) taki, ze dla kazdego i €
{1,...,k} podgraf indukowany przez zbiér krawedzi FE; ma wilasnos¢ P;. Klase
graféw, ktére maja (Py, . .., Px)-dekompozycje oznaczamy przez Py @®- - - B Py. Jezeli
(E1, ..., Ey)jest (P, ..., Pr)-dekompozycja grafu G, to odpowiadajace mu kolorowa-
nie f definujemy nastepujaco f(e) =i dlae € E;, i € {1,...,k}. Jezeli P; = O; dla
ie{l,....k}, to (P1,...,Pr)-dekompozycja grafu G jest wlasciwym krawedziowym
k-kolorowaniem grafu G. Najmniejsza liczba k, dla ktorej G ma wiasciwe krawedzio-
we k-kolorowanie, nazywana jest indeksem chromatycznym x'(G) grafu G.

Pojecia podzial i kolorowanie, dekompozycja i krawedziowe kolorowanie bedziemy
uzywali zamienie.

3 Acykliczne kolorowanie graféw

W rozdziale tym zostana oméwione wyniki z prac [H1], [H2], [H3].

Niech (V4,..., Vi) bedzie (P, . .., Px)-podziatem grafu G. Krawed? taczaca wierz-
chotek ze zbioru V; z wierzcholkiem ze zbioru V, nazywamy (¢, j)-krawedzig.
(P1, ..., Pr)-podzial nazywamy acyklicznym, jezeli dla kazdej pary (i,7), i # 7,
podgraf indukowany przez wszystkie (i, j)-krawedzie nie zawiera cykli, tzn. podgraf
G[V; UVj] moze zawiera¢ cykl, ale kazdy taki cykl ma co najmniej dwa kolejne wierz-
chotki, ktére naleza do V; albo V;. Méwimy, ze graf G ma wlasnos¢ P ©- - -©OPy, jezeli
ma acykliczny (P, ..., Py)-podzial. Zauwazmy, ze jezeli wlasnosé P; jest dziedziczna
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dla kazdego i € {1,...,k}, to P1 ® -+ ® Py jest tez whasnoscia dziedziczna.

Acykliczny (Py, ..., Pr)-podzial grafu G nazywamy acyklicznym k-kolorowaniem,
jezeli P; = O dla kazdego i € {1,...,k}. Najmniejsza liczbe k, dla ktérej G ma
acykliczne k-kolorowanie, nazywamy acykliczng liczba chromatyczna grafu G i oz-
naczamy przez X.(G). Innym dobrze znanym acyklicznym (Py, ..., Py)-podziatem
jest acykliczne niewlasciwe kolorowanie. Acykliczny (P, ..., Pi)-podzial nazywamy
acyklicznym t-niewtasciwym k-kolorowaniem, jezeli klasa P; zawiera grafy o maksy-
malnym stopniu co najwyzej ¢t dla kazdego ¢ € {1,...,k}, tzn. G[Vi] € & dla
ie{l,...,k}.

Idee acyklicznego kolorowania graféw wprowadzit Griinbaum [40], od tej pory
ten typ kolorowania jest intensywnie badany, jednakze znalezienie wartosci x,(G)
w ogélnym przypadku jest problemem trudnym. Kostochka [44] udowodnil, ze pro-
blem sprawdzenia, czy dla dowolnego grafu G zachodzi x,(G) < 3, jest problemem
NP-zupelnym. W literaturze badane byly wartosci acyklicznej liczby chromatycznej
dla pewnych klas graféw, miedzy innymi dla graféw planarnych, czy graféw o matym
maksymalnym stopniu. Jednym z bardziej znanych twierdzen tego typu jest twierdze-
nie udowodnione przez Borodina [11], ktére méwi, ze acykliczna liczba chromaty-
czna grafu planarnego wynosi co najwyzej 5. Wérod wynikéw dla graféw o malym
maksymalnym stopniu znane sa ograniczenia acyklicznej liczby chromatycznej dla
graféw o maksymalnym stopniu 3, 4, 5 lub 6. Griinbaum w pracy [40] udowodnit,
ze Xo(G) < 4 dla dowolnego grafu o maksymalnym stopniu co najwyzej 3 (patrz tez
[51]). Burstein [18] udowodnil, ze x,(G) < 5 dla dowolnego grafu o maksymalnym
stopniu co najwyzej 4. Kostochka et al. [45] pokazali, ze x,(G) < 7 dla dowolnego
grafu o maksymalnym stopniu co najwyzej 5. Zhao et al. [59] udowodnili, ze dla
graféw o maksymalnym stopniu co najwyzej 6, wystarczy 10 koloréw, aby acyklicznie
pokolorowac taki graf.

W 1999 roku Boiron, Sopena i Vignal [10] rozpoczeli badanie acyklicznego
(P1, ..., Pr)-podzialu graféw o ograniczonym maksymalnym stopniu. Udowodnili
oni, ze dowolny graf G € S3 (0o maksymalnym stopniu co najwyzej 3) ma acyk-
liczny (Dy, S2)-podziat oraz acykliczny (S, Sy, S1)-podzial. W tej samej pracy au-
torzy postawili hipoteze, ze dowolny graf o maksymalnym stopniu co najwyzej 3, ma
acykliczny (Ss,Ss)-podzial. Najwazniejszym wynikiem jednotematycznego cyklu,
zwiazanym z acylicznym kolorowaniem, jest dowdd tej hipotezy. Mianowicie, w [H1]
udowodniono nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1 ([H1], Thm. 2) S3 C S © Ss.

Niezaleznie te hipoteze udowodnili Addario-Berry et al. w pracy [1].
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Ponadto w pracy [H1] podano algorytm, oparty na dowodzie twierdzenia 1, ktéry
dokonuje acyklicznego (Ss, Ss)-podziatu dowolnego grafu o maksymalnym stopniu co
najwyzej 3 w czasie wielomianowym. Powyzszego twierdzenia nie mozna uogolnié
na grafy o dowolnym maksymalnym stopniu.

Twierdzenie 2 ([H1], Thm. 1) Dia dowolnego d > 4 istnieje graf G o maksymalnym
stopniu d, ktory nie ma acyklicznego (Sq—1,Sq—1)-podziatu.

Yand et al. [57] rozwazali (O, D;)-podzialy graféw o ograniczonym maksymalnym
stopniu. Udowodnili oni, ze kazdy graf o maksymalnym stopniu co najwyzej 3, z
wyjatkiem Ky, ma (O, D;)-podzial, tzn. S3\{K,;} C OoD;. Wyniku tego nie mozna
przenie$¢ na kolorowanie acykliczne. Poniewaz istnieje nieskonczenie wiele graféw o
maksymalnym stopniu 3 z acykliczna liczba chromatyczna réwna 4, wiec istnieje tez
nieskoniczenie wiele grafow o maksymalnym stopniu 3, ktére nie maja acyklicznego
(O, Dy)-podziatu. Boiron et al. [10] udowodnili, ze S; \ {Ky, K33} € Dy © Dy.
Ponadto w tej samej pracy zostalo pokazane, ze S3 C D; ® S;. W pracy [H2]
pierwszy z wynikéw wzmocniono w nastepujacy sposéb:

Twierdzenie 3 ([H2], Thm. 4) S3\ {K4, K33} C D, © LF.

W pracy [H3| kontynuowane sa poprzednie badania, rozwazano grafy o maksy-
malnym stopniu co najwyzej 4. Udowodniono, ze kazdy graf o maksymalnym stopniu
co najwyzej 4 ma acykliczny (Ss, Sz, S3)-podzial.

Twierdzenie 4 ([H3], Thm. 3.1) S4 CS3080S; .

Z twierdzenia 2 wynika, ze istnieje graf nalezacy do Sy, ktory nie ma acyklicznego
3-niewlasciwego 2-kolorowania. Zatem poprzedniego twierdzenia nie mozna wzmo-
cnié¢ przez ograniczenie liczby koloréw. W dalszej czesci pracy [H3] rozwazano
acykliczne kolorowanie, w ktorym klasy koloréw indukuja lasy. Zauwazmy, ze aby
pokolorowaé w taki sposéb graf K1 (n > 2) musimy uzy¢ co najmniej n koloréw.
W [H3] udowodniono, ze kazdy graf G € S, ma acykliczny (D, Dy, D1, D;)-podzial.

Twierdzenie 5 ([H?)], Thm. 4]_) 84 Q Dl ® Dl ® Dl ® Dl.

Z zaobserwowanej wlasnosci dla grafu K, wynika, ze twierdzenia 5 nie mozna
wzmocnié¢ przez ograniczenie liczby kolorow. Mozna podacé silniejsza wersje twierdze-
nia ”poprawiajac” wlasnosci, na ktére dzielimy graf. W [H3] udowodniono, ze kazdy
graf G € §; mozna acyklicznie pokolorowaé¢ za pomoca 4 koloréw w taki sposéb, ze
kazda klasa koloréw indukuje las o maksymalnym stopniu 3.

Twierdzenie 6 ([H3], Thm. 4.3) S; CP1 ® Py ® P3® Py, gdzie P; = D1 NS; dla
ie{l,...,4}.
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4 Krawedziowe kolorowanie graféow

Zauwazmy, ze jezeli Py, Pa, ..., Py sa wlasnosciami dziedzicznymi, to P; & - - - @ Py
jest réwniez wilasnoscia dziedziczna. Zatem wlasnosé P; @ --- @ Pr moze by w
sposéb jednoznaczny opisana za pomoca zbioru minimalnych graféw zabronionych.
W pracach [H4] i [H5], poprzez zbiér minimalnych graféw zabronionych, scharak-
teryzowano grafy, ktére maja (P, Ps)-dekompozycje (dla ustalonych wlasnosci dzie-
dzicznych Py, Ps).

Zbiér minimalnych graféw zabronionych dla wtasnosci dziedzicznej Py @ Po jest
Scisle zwiazany ze zbiorem graféw minimalnych Ramseya. Piszemy, ze G — (F, H)
jezeli w kazdym czerwono-niebieskim dwukolorowaniu krawedzi grafu G, czerwony
podgraf zawiera F' lub niebieski podgraf zawiera H. W przeciwnym razie piszemy
G 4 (F,H). Méwimy, ze graf G jest (F, H)-minimalny (minimalnym grafem Ram-
seya), jezeli G — (F,H) i1 G’ 4 (F, H) dla dowolnego podgrafu wlasciwego G’ C G.
Zbiér wszystkich (F, H)-minimalnych graféw oznaczamy przez R(F, H).

Niech Py, P, beda wlasnosciami dziedzicznymi z jednym minimalnym podgrafem
zabronionym, tzn. Py = Forb({F'}) 1 Po = Forb({H}). (P1, P2)-dekompozycja jest
takim podzialem (Ei, Ey) krawedzi E(G), ze G[E;| nie zawiera grafu F' 1 G[E,] nie
zawiera grafu H. Zatem G nie ma (Py, Ps)-dekompozycji wtedy i tylko wtedy, gdy
zachodzi G — (F, H). Z tego wynika, ze zbiér minimalnych podgraféw zabronionych
dla wtasnosci Py @P; jest dokladnie zbiorem graféw (F, H )-minimalnych, wiec F'(P;®
P2) = R(F, H) lub réwnowaznie mozemy zapisa¢ F(Forb({F}) ® Forb({H})) =
R(F,H).

W literaturze mozna znalez¢ wiele prac, w ktérych rozwaza sie zbiér R(F, H). W
czescl z nich bada sie, czy zbiér R(F, H) jest skoriczony czy nieskoniczony. W innych
charakteryzuje sie grafy nalezace do zbioru R(F, H), tzn. charakteryzuje sie zbior
minimalnych podgraféw zabronionych dla wlasnosci Forb({F'})@® Forb({H}). Wsréd
nich sa prace zwiazane z grafami minimalnymi Ramseya dla gwiazd i K3. Na przyktad
Mengersen et al. [47] scharakteryzowali grafy nalezace do zbioru R(2Ks, K1 ,). W
pracy [16] Burr et al. opisali zbiér R(2K5, K3). Burr et al. w pracy [15] pokazali, ze
jezeli m, n sa nieparzyste, to R(K1m, K1) = {Kmin+1}. Burr et al. [17] udowodnili,
ze R(Ki2,K12) = {Ki3} U{Cs41 : n € N}. Natomiast problem scharakteryzowa-
nia graféw nalezacych do R(Kjm, K1,), gdy jedna z liczb m,n jest parzysta dla
pozostatych m,n, jest otwarty. Z twierdzenia udowodnionego przez Luczaka [49]
wynika, ze zbidr ten jest nieskoriczony. W pracy [H5] podano czeSciowe rozwiazanie
tego problemu, badano zbiér R(K 2, K1 ,,) dla m > 3. Podano twierdzenia charak-
teryzujace grafy nalezace do tego zbioru, wyniki te podamy w podrozdziale 4.2.
Ponadto w pracy [H5] podano warunek wystarczajacy na to, aby graf nalezal do
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R(K1m, K1)

W pracy [H4| opisano wszystkie grafy nalezace do R(K 2, K3). Idea konstrukeji,
ktéra uzyto w tej pracy, zostala péiniej zastosowana i uogdlniona w pracach |7,
8, 12, 41]. Baskoro et al. w pracach [7, 8] za pomoca tej konstrukcji otrzymali
nieskonczong rodzine graféw nalezacych do R(K 2, Cy), Haluszczak w pracy [41]
wygenerowal nieskoniczona rodzine graféw z R(K o, K,,), natomiast w pracy [12]
Borowiecka-Olszewska et al. wygenerowali nieskoniczona rodzine graféw nalezacych
do R(K12,G), gdzie G jest klasa graféw dwuspdjnych.

Wiasno$¢ dziedziczna S ma dokladnie jeden minimalny podgraf zabroniony
K1 k+1, podobnie jedynym minimalnym podgrafem zabronionym dla wiasnosci Z,
jest graf Kj3. Jezeli graf G ma (S;,S,,_1)-dekompozycje (G € & @ S,-1), to
G 4 (Ki2,Kim). Jezeli graf G ma (S1,7;)-dekompozycje (G € S & 7,), to
G 4 (Ki2,K3). Zatem problem scharakteryzowaniania graféw nalezacych do
R(K12, K1), ktéry badano w pracy [H5], mozemy w sposéb réwnowazny wyrazi¢
jako problem scharakteryzowania zbioru minimalnych graféw zabronionych dla wia-
snosci 81 @ Sy—1. Podobnie problem wyznaczenia graféw nalezacych do R(K 2, K3),
ktéry badano w pracy [H4|, jest réwnowazny problemowi wyznaczenia zbioru mi-
nimalnych graféw zabronionych dla wlasnosci §; @ Z;. Mozemy wiec powiedziec,
ze w obu przypadkach zbiory graféw, ktore maja pewna ustalona dekompozycje
(kolorowanie krawedziowe) zostaly opisane przez minimalne podgrafy zabronione.
Gléwne wyniki z prac [H4] i [H5] zostana przedstawione odpowiednio w podrozdzia-
tach 4.11 4.2.

4.1 R(Ki2, K3)

Oméwienie gléwnego twierdzenia zawartego w pracy [H4] rozpoczniemy od wprowa-
dzenia potrzebnych definicji i oznaczen.

Ks-droga nazywamy graf G o zbiorze wierzchotkéw V(G) = {vy,ve,..., v,
Wi, Wy, . .., Wg_1 1 zbiorze krawedzi E(G) = {vjvi1 1i=1,2,... k=1 U{vw; : i =
L2, . k=1 U{wwis i i=1,2,..., k= 1}, dla k > 2. Kj-cyklem nazywamy graf
G o zbiorze wierzchotkéw V(G) = {vy,vq, ..., U, w1, Wy, ..., wi} i zbiorze krawedzi
EG)={vv;:i=1,2,... .k, j=i+1 (mod k)} U{ww;, :i=1,2,...,k} U{ww, :
i=1,2,....,kj=1i+1 (mod k)}, dla k > 4. Ditugosciq Ks-drogi (K3-cyklu) nazy-
wamy liczbe tréojkatow w niej zawartych. 7 definicji wynika, ze kazdy Kjs-cykl ma
dlugosé co najmniej 4.

Nieparzystq K2-drogq nazywamy graf otrzymany z K3-drogi przez dodanie do niej
krawedzi w;w;y1 (i = 1,...,k —2). Dlugoscig K2-drogi nazywamy liczbe trojkatéw
w niej zawartych. Zauwazmy, ze dhugosé K2-drogi jest zawsze liczba nieparzysta.
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Przez R oznaczamy graf z korzeniem r przedstawiony na rysunku 1.

<

Rysunek 1. Graf R.

F1 F2 F3

Rysunek 2. Grafy: F, Fy, F3.

Niech T bedzie klasa zlozona z nastepujacych graféw:
1. grafy I}, Fy, F5 przedstawione na rysunku 2;

2. Fy(k), k > 0 — dwie wierzchotkowo roztaczne kopie grafu R, ktérych korzenie
sa polaczone Kj3-droga dlugosci k (rysunek 3), dla k& = 0 mamy dwie kopie
grafu R sklejone korzeniami;

3. F5(ty,ta, k), t1 > 4, to > 4, k > 0 — dwa wierzchotkowo roztaczne Kj-cykle,
dhugosci ¢ 1 tg, polaczone K3-droga dhugosci k (rysunek 3), dla £ = 0 mamy
dwa K3-cykle sklejone wierzchotkiem;

4. Fg(t, k), t >4,k > 0— graf Ri K3-cykl dlugosci t razem z K3-droga dtugosci k,
ktora taczy korzen R z dowolnym wierzchotkiem Ks-cyklu (rysunek 3), dla k =

0 mamy graf R i K3-cykl sklejone korzeniem grafu R i dowolnym wierzchotkiem
K3-cyklu;
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5. Fr(t,k), t > 4,k > 1 — Ks-cykl H dhlugosci t i K3-droga dlugosci k, ktéra
taczy dwa wierzcholki z,y € V(H) takie, ze k + dy(x,y) > 4 (symbol dy(z,y)
oznacza odleglo$¢ miedzy wierzchotkami x i y w grafie H) (rysunek 3);

6. Fs(t), Fo(t),..., Fi5(t), t > 4 — grafy otrzymane z Ks-cyklu dlugosci ¢t przez
dodanie nowych tréjkatow tak, jak na rysunku 4;

7. Fig(t), t > 5 — graf otrzymany z nieparzystej Kz-drogi P dhugosci t w
nastepujacy sposéb: do P dodajemy nowe krawedzie zy',yz’ i 22/, gdzie z, 2
sa wierzchotkami stopnia 2 w P, y, 4/’ sa wierzchotkami stopnia 3 w P (rysunek
3).

Fy(3) F5(4,4,3)

Fs(4,3)

F7(6,3) Fi6(9)

Rysunek 3. Przyklady graféw Fy(k), F5(t1,to, k), Fe(t, k), F7(t, k), Fig(t).
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Fs(t) Fy(t) Fio(t)
Fiq(t) Fia(t)
Fi3(t) Fiu(t) Fi5(t)

Rysunek 4. Grafy: Fy(t), Fo(t),. .., Fi5(t).
Twierdzenie 7 ([H4], Thm. 1) G € R(K1 2, K3) wtedy i tylko wtedy, gdy G € T .

4.2 R(Ki2 Kim)

W pracy [H5] scharakteryzowano grafy nalezace do R(K 2, K1,,,) dla m > 3. Naj-
pierw zauwazmy, ze Kj 41 € R(Ki2, Ki,,). Zatem wszystkie pozostale grafy G
nalezace do R(K 2, K1,,) nie zawieraja podgrafu K ,,+1, stad A(G) < m. Jezeli
A(G) < m — 1, to kazda krawedZ grafu G mozemy pokolorowaé na niebiesko i



Autoreferat 14

otrzymamy (81, Sy,—1)-dekompozycje grafu G (tzn. G 4 (Ki2, Ki.m)), wowczas
G ¢ R(Ki2,K1m). Z tego wynika, ze A(G) = m. k-faktorem grafu nazywamy k-
regularny podgraf rozpinajacy. Zauwazmy, ze jezeli graf G, o maksymalnym stopniu
rownym m, ma 1-faktor, to kolorujac krawedzie 1-faktora na czerwono, a pozostate
krawedzie grafu na niebiesko, otrzymamy (Si, S,,—1)-dekompozycje grafu G. Zatem
(81, Sm—1)-dekompozycja grafu jest zwiazana z istnieniem 1-faktora w grafie. W
charakteryzacji zbioru R(K 2, K1 ,,,) wykorzystano dwa znane twierdzenia opisujace
grafy, ktore posiadaja 1-faktor.

Graf rzedu co najmniej 3 nazywamy faktor-krytycznym, jezeli G — v ma 1-faktor
dla kazdego v € V(G). Zauwazmy, ze jezeli graf G jest faktor-krytyczny, to G nie ma
1-faktora, bo jest nieparzystego rzedu. Oznaczmy przez Cg zbiér komponent grafu
G 1 przez q(G) liczbe komponent nieparzystego rzedu grafu G. Niech S C V(G).
Przez GGg oznaczmy graf otrzymany z GG przez $ciagniecie komponent C' € Cgo_g
do pojedynczych wierzchotkéw i usuniecie krawedzi miedzy wierzchotkami zbioru S,
tzn. Gg jest grafem dwudzielnym o zbiorze wierzchotkow SUCq_g i zbiorze krawedzi
{sC : s € Siistnieje ¢ € C taki, ze sc € E'}. Zbiér krawedzi niezaleznych M grafu
G nazywamy skojarzeniem. Moéwimy, ze zbior wierzchotkow S jest skojarzony z
G — S, jezeli istneje skojarzenie M w grafie G g takie, ze kazdy wierzcholek zbioru S
jest incydentny z krawedzia M.

Pierwsze twierdzenie, opisujace grafy, ktore posiadaja 1-faktor, jest konsekwencja
twierdzenia Gallai-Edmondsa [27, 38, 39]. Przedstawimy je w postaci podanej w [24].

Twierdzenie 8 ([24]) Kazdy graf G ma zbior wierzcholtkéw S o nastepujacych wta-
snosciach:

(i) S jest skojarzony z G — S;
(i1) kazda komponenta G — S jest faktor-krytyczna.

Niech S bedzie dowolnym zbiorem, ktory ma obie powyzisze wtasnosci. Graf G ma
1-faktor wtedy i tylko wtedy, gdy |S| = |Ca—s|.

W drugim twierdzeniu podamy warunek Tutte na istnienie 1-faktora w grafie.

Twierdzenie 9 ([52]) Graf G ma 1-faktor wtedy i tylko wtedy, gdy q(G — S) < |S]|
dla kazdego S C V(G).

Méwimy, ze zbiér S C V(G) ma wlasnosé¢ S (lub krétko jest S-zbiorem), jezeli
spelia (i) and (ii) twierdzenia 8. Jezeli S C V(G) jest zbiorem, dla ktérego zachodzi
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¢(G—=S) > |S|, to méwimy, ze S ma wtasnosé T (lub krétko jest T-zbiorem). T-zbidr
S jest T-maksymalny, jezeli S nie jest podzbiorem wlasciwym zadnego T-zbioru.

W pierwszej charakteryzacji graféw nalezacych do R(Kj 2, K1,,) wykorzystano
pojecie S-zbioru.

Twierdzenie 10 ([H5], Thm. 3) Niech m > 3. G € R(K12, K1) wtedy i tylko
wtedy, gdy G = K1 ;41 lub graf G ma nastepujace wtasnosci:

1. G jest spajny,
2. A(G) =m,
3. w grafie G istnieje S-zbior S, dla ktorego zachodzi:

(a) d(v) =m dla kazdego v € V(G — S),

(b) S| =q(G—=5) -1,

(c) jezeli C' jest komponenta grafu G — S, to S jest skojarzony z (G—C)—S,
(d) G[S] jest grafem bezkrawedziowym.

Ponadto w pracy [H5] udowodniono nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 11 ([H5], Cor. 1) Niech m > 3. Jezeli G € R(K12, K1) @ G #
Ky 1, to dla kazdego S-zbioru S grafu G zachodzi:

(a) d(v) =m dla kazdego v € V(G — S),

(b) |S] = q(G=5) -1,

(c) jezieli C jest komponentq grafu G — S, to S jest skojarzony z (G — C) — S,
(d) G[S] jest grafem bezkrawedziowym.

W drugiej charakteryzacji graféw nalezacych do R(K 2, K1,,) wykorzystano pojecie
T-zbioru.

Twierdzenie 12 ([H5], Thm. 4) Niech m > 3. G € R(K12, K1,,) wtedy i tylko
wtedy, gdy G = Ky 41 lub G ma nastepujgce wlasnosci:

1. G jest spajny,
2. A(G) =m,
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3. istnieje T -maksymalny zbior S, dla ktorego zachodzi:

(a) d(v) =m dla kazdego v € V(G — S),

(b) dla kazdego S" C S, ktory ma wtasnosé T w G, zbior Co_g zawiera tylko
komponenty nieparzystego rzedu,

(¢) [S]=q(G—=5) -1,
(d) G[S] jest grafem bezkrawedziowym.

W pracy [H5] pokazano, ze kazdy T-maksymalny zbiér grafu G € R(Ki2, Kim),
podobnie jak kazdy S-zbior grafu G, spelnia zalozenia twierdzenia 10.

Twierdzenie 13 ([H5], Cor. 3) Niech m > 3. Jezeli G € R(K12,Kim) @ G #
Ky imt1, to dla kazdego T -maksymalnego zbioru S grafu G zachodzi:

(a) d(v) =m dla kazdego v € V(G — S),

(b) |S] =q(G—5)—1,

(c) jezeli C jest komponentq grafu G — S, to S jest skojarzony z (G — C) — S,
(d) G[S] jest grafem bezkrawedziowym.

Ponadto udowodniono nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 14 ([H5], Cor. 2) Niech G € R(K 2, K1m). Zbior S ma wltasnosé S i
spetnia warunki (a)-(d) twierdzenia 10 wtedy i tylko wtedy, gdy S jest T -maksymal-
nym zbiorem i spelnia warunki (a)-(d) twierdzenia 12.

W pracy [H5] podano warunek wystarczajacy na to, aby graf nalezal do zbioru
R(Kl,mu Kl,n)-

Twierdzenie 15 ([H5], Thm 6) Niech m bedzie liczba nieparzysta, n liczbq parzysta
oraz m,n > 2. Jezeli G — (Kim, K1) oraz G € R(Ki2, Kimin—2), to G €
R(Kl,ma Kl,n)-
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5 Rozgrywane kolorowanie graféw

W tym rozdziale oméwimy wyniki z prac: [H6], [H7], [H8], [H9], dotyczace kolorowa-
nia wierzchotkéw grafu z ograniczeniem na sposob, w jaki wierzcholtki sa wybierane do
pokolorowania. Zdefiniujemy podzial grafu z niewspdipracujacym partnerem przez
dwuosobowa gre. Niech dany bedzie graf G i uporzadkowany zbiér addytywnych
wiasnosci dziedzicznych (Py, ..., P,). Dwéch graczy Alice i Bob naprzemian koloruja
wierzchotki grafu G. Alice rozpoczyna gre. Kazdy gracz koloruje jeden wierzcholek
grafu G kolorem ze zbioru {1,...,r} w taki sposéb, ze po jego ruchu podgraf in-
dukowany przez G[V;] ma wlasnosé¢ P; dla i € {1,2,...,r} (Vi jest zbiorem wierz-
chotkéw pokolorowanych kolorem ). Jezeli po |V (G)| ruchach graczy otrzymalismy
(Py, ..., P)-podzial grafu G, to gre wygrywa Alice. Méwimy wéwczas, ze graf G ma
wtasnos¢ P - - - JP,.. Bob wygrywa gre, gdy po ruchu gracza pojawi sie wierzchotek,

ktérego nie mozna pokolorowaé zadnym kolorem ze zbioru {1,...,r}. Powyzsza gre
nazywamy (P1,...,P.)-gra. Idee powyzszej gry wprowadzono w pracy [H6]. Jezeli
P =Py =---="P. =P, to powyzsza gre nazywamy P-grq z r kolorami. Dla danego

grafu GG najmniejsza liczbe r, dla ktérej Alice ma strategie wygrywajaca w P-gre z r
kolorami, nazywamy P-rozgrywanq liczbg chromatycznag i oznaczamy XZJ)(G). Niech
predme klasa g;;afow: Jezeli zbior {x](G) : G € R} jest skoniczony, to zdefiniujmy
Xy (R) = max{x, (G) : G € R}.

Gdy P jest klasa grafow bezkrawedziowych i gracze uzywaja r koloréw, to otrzy-
mamy dobrze znana wersje P-gry — gre r-kolorujacq. Wowczas gracz moze pokoloro-
wacé wierzcholek v kolorem ¢, i € {1,...,7} tylko, gdy v nie ma sasiada pokolorowane-
go kolorem 7. Najmniejsza liczbe r, dla ktérej Alice ma strategie wygrywajaca w
gre r-kolorujaca na grafie GG, nazywamy rozgrywana liczba chromatyczng grafu G i
oznaczamy x,(G). Pojecie rozgrywanej liczby chromatycznej zostalo wprowadzone
przez Bodlaendera w pracy [9], ktéry badal takze jej zlozonos$¢ obliczeniowa. Do
tej pory zostaly wyznaczone wartosci rozgrywanej liczby chromatycznej dla réznych
klas grafow. Wersja P-gry, w ktorej P jest klasa graféw o maksymalnym stopniu co
najwyzej d, zostala wprowadzona przez Chou et al. [23] i nazywana jest gra (r,d)-
niewtasciwie kolorujacq. Najmniejsza liczbe r, dla ktérej Alice ma strategie wygry-
wajaca w gre (r,d)-niewlasciwie kolorujaca na grafie G, nazywamy d-niewtasciwg
rozgrywana liczbq chromatyczna grafu G i oznaczamy Xéd)(G).

Dla klasy graféw R, podobie jak X;D(R), zdefinujmy:
\,(R) = max{x,(G) : G € R},
Xéd)(R) = max{xéd)(G) :G €R}.
Pierwszy rezultat otrzymany w pracy [H6] zwiazany jest z (O, O)-gra. Scharak-
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teryzowano wszystkie grafy, dla ktorych Alice ma strategie wygrywajaca w te gre,
tzn. scharakteryzowano wszystkie grafy nalezace do zbioru OUQO.

Niech B bedzie klasa graféw dwudzielnych G, ktére maja nastepujace wlasnosci:
(1) () = 3,
(2) Dla dowolnego wierzchotka v € V(@) istnieje wierzchotek v € V(G) (u # v) taki,
ze {v,u} jest zbiorem dominujacym w G.

Twierdzenie 16 ([H6], Thm. 2) G € OO O wtedy i tylko wtedy, gdy G jest lasem
gqwiazd lub G = Gy U --- UGy U H, gdzie H jest lasem gwiazd nieparzystego rzedu,
GieB(ie{l,...,t}) oraz jezelit > 2, to rzaqd kazdego grafu G; jest parzysty.

W pracy [60] Zhu postawil nastepujacy problem:

Problem 1 Zatoimy, Ze x4(G) = k. Czy dla dowolnej liczby k', k' > k, Alice ma
strategie wygrywajace w gre k'-kolorujaca na grafie G ¢

Twierdzenie 16 daje pozytywna odpowiedZ na pytanie postawione w problemie
1 dla £ = 2. Ponadto z twierdzenia 16 wynika, ze mozna w czasie wielomianowym
rozstrzygnaé, czy Alice ma strategie wygrywajaca w (O, O)-grze. Zlozonosé prob-
lemu gry r-kolorujacej zostata postawiona w pracy [9] jako problem otwarty.

Kolejne twierdzenie udowodnione w pracy [H6] dotyczy gry kolorujacej na lasach.
Chou et al. [23] udowodnili, ze kazde drzewo nalezy do O;00,;00;. W tej samej
pracy zostalo wskazane drzewo T', dla ktérego Bob ma strategie wygrywajaca w
(O1,01)-gre. 7 tego wynika, ze resultat otrzymany przez Chou et al. nie moze
by¢ wzmocniony przez ograniczenie liczby koloréw. W pracy [H6] wzmocniono ten
rezultat przez pokazanie, ze kazdy las nalezy do OLIOUQO;.

Twierdzenie 17 ([H6], Thm. 3) D, C 00000, .

Ponadto w pracy [H6] wskazano las T, dla ktérego Bob ma strategie wygrywajaca w
(O, SF)-gre.

Twierdzenie 18 ([H6], Thm. 4) D; € OOSF.

W literaturze rozwazana byla tez krawedziowa wersja gry kolorujacej. Rozgry-
wanym indeksem chromatycznym x;,(G) nazywamy najmniejsza liczbe r, dla ktére;
Alice ma strategie wygrywajaca w krawedziowa wersje gry r-kolorujacej na grafie G.
Cai i Zhu [19] wyznaczyli ograniczenie gérne, réwne A + 3k — 1, dla rozgrywanego
indeksu chromatycznego grafow k-zdegenerowanych o maksymalnym stopniu A. 7
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tego wyniku otrzymujemy, ze rozgrywany indeks chromatyczny dowolnego drzewa o
maksymalnym stopniu A, wynosi co najwyzej A + 2. W tej samej pracy autorzy
poprawili ograniczenie gorne dla drzew o maksymalnym stopniu 3. Udowodnili, ze
rozgrywany indeks chromatyczny drzewa o maksymalnym stopniu 3 z nieparzysta
liczba krawedzi, wynosi co najwyzej 4. Powyzsze wyniki zainspirowaly badania nad
nastepujacym problemem: czy rozgrywany indeks chromatyczny dowolnego drzewa o
maksymalnym stopniu A wynosi co najwyzej A+ 17 Latwo zauwazy¢, ze odpowiedz
na powyzsze pytanie jest pozytywna dla A = 2. Erdés et al. [28] dali pozytywna
odpowiedz dla A > 6. Andres [5] poprawil poprzedni rezultat, udowodnil, ze jezeli
A > 5, to x,(T) < A+ 1 dla drzewa T o maksymalnym stopniu A. Ten sam
autor w pracy [4] rozwiazal przypadek dla A = 3. Problem A = 4 pozostaje ot-
warty. Ostatnio Chan et al. [21] udowodnili, ze x;(T) < 5, jezeli A(T) = 4 i T
jest lasem, ktorego kazda komponenta jest gasienica lub T nie ma dwdéch sasiednich
wierzchotkéw stopnia 4.

Gre na krawedziach grafu G' mozemy zawsze postrzegac, jako gre na wierzchotkach
grafu krawedziowego L(G). Kaktusem nazywamy graf, w ktérym kazdy blok jest
cyklem lub K5 i dowolne dwa bloki maja co najwyzej jeden wspdlny wierzcholek. Graf
krawedziowy drzewa o maksymalnym stopniu 3 jest wiec kaktusem z cyklami diugosci
co najwyzej 3 taki, ze kazdy wierzcholek nalezy do co najwyzej dwoch blokéw. Wynik
Andes [4] implikuje, Ze rozgrywana liczba chromatyczna takich specjalnych kaktuséw
wynosi co najwyzej 4.

W pracy [H7] rozwazano gre na kaktusach. Z jednej strony wskazano kaktus,
dla ktéorego Bob ma strategie wygrywajaca w gre 4-kolorujaca. 7 drugiej strony
udowodniono twierdzenie méwiace, ze dla dowolnego kaktusa Alice ma strategie
wygrywajaca w gre b-kolorujaca. Dowdd tego twierdzenia oparty jest na badaniu
innego inwariantu grafu — rozgrywanej liczby kolorujacej, ktéra zostala wprowa-
dzona przez Zhu w [60]. Rozgrywana liczba kolorujaca zostata zdefiniowana poprzez
dwuosobowa gre — gre etykietujgcq. Alice i Bob naprzemian oznaczaja wierzchotki
grafu G. Alice rozpoczyna gre. Gra koniczy sie, gdy wszystkie wierzchotki sa zazna-
czone. Dla wierzchotka v oznaczmy symbolem s(v) liczbe jego sasiadéw, ktorzy byli
zaznaczeni przed nim. Wynikiem gry nazywamy liczbe s = 1 + max,cys(v). Celem
Alice jest minimalizowanie wyniku gry, natomiast celem Boba jest maksymalizowanie
wyniku gry. Rozgrywana liczbg kolorujacq col,(G) nazywamy najmniejsza liczbe s,
dla ktorej Alice ma strategie wygrywajaca w gre etykietujaca z wynikem co najwyzej
s. Latwo zauwazy¢, ze dla dowolnego grafu G zachodzi x,(G) < col,(G). Wiasnosé
powyzsza pozwala wykorzystywaé rozgrywana liczbe kolorujaca, jako narzedzie do
badania rozgrywanej liczby chromatycznej grafu.

Niech R bedzie klasa graféw, podobnie jak wczesniej, zdefiniujmy rozgrywana
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liczbe kolorujaca dla klasy graféw col,(R) = max{col,(G) : G € R}. W pracy [HT7]
udowodniono nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 19 ([H7], Thm. 1) Jezeli C jest klasq kaktusow, to x4(C) = coly(C) =
D.

W kolejnych dwéch pracach [H8| i [H9] rozwazano gry kolorujace na klasie graféw
oznaczonych symbolem H,:

Hy = {G : kazdy blok grafu G ma co najwyzej k wierzchotkéw}.

Klasa Hj jest interesujaca ze wzgledu na to, ze zawiera w sobie wiele znanych klas
grafow. Na przyktad Ho jest klasa lasow. Jezeli G € Hy i kazdy blok grafu jest
grafem pelnym, to G jest drzewem Husimi. Jezeli G € Hj i kazdy blok jest cyklem
lub Ky, to G jest kaktusem. H; zawiera takze w sobie grafy krawedziowe lasow.
Jezeli kazdy blok grafu G € Hy, jest grafem pelnym i kazdy wierzcholek grafu G jest
w co najwyzej dwoch blokach, to G jest grafem krawedziowym lasu o maksymal-
nym stopniu co najwyzej k. Zatem gra kolorujaca krawedzie lasu odpowiada grze
kolorujacej wierzchotki graféw nalezacych do Hy.

Pierwszy wynik z pracy [H8] méwi o rozgrywanej liczbie chromatycznej graféw
nalezacych do Hy. Przypomnijmy, ze Hs jest klasa laséw. Faigle et al. [31] udowod-
nili, ze rozgrywana liczba chromatyczna lasu wynosi co najwyzej 4, czyli dla T' € H,
zachodzi x,(T) < 4. W pracy [H8] pokazano, ze dla dowolnego k liczba k + 2 jest
ograniczeniem gornym rozgrywanej liczby chromatycznej grafu nalezacego H;.

Twierdzenie 20 ([H8], Thm. 8) Dia k > 2 zachodzi x,(Hi) < k + 2.

Zauwazmy, ze z powyzszego twierdzenia wynika, ze rozgrywany indeks chromaty-
czny lasu o maksymalnym stopniu & wynosi co najwyzej k+ 2. Wiadomo, ze istnieje
las T' 0 maksymalnym stopniu k, dla ktérego x;(7') = k + 1. Laczac to z twierdze-
niem 20 otrzymujemy dolne i gérne ograniczenie na rozgrywana liczbe chromatyczna
klasy graféow Hy, k +1 < x,(Hi) < k+ 2. W pracy [H8] udowodniono, ze dla
k > 6 ograniczenie dolne jest takze ograniczeniem gérnym dla rozgrywanej liczby
chromatycznej klasy Hy.

Twierdzenie 21 ([H8], Thm. 11) Jezeli k > 6, to x4(Hi) =k + 1.

Z powyzszego twierdzenia wynika twierdzenie Erdds et al. [28] méwiace, ze roz-
grywany indeks chromatyczny laséw o maksymalnym stopniu A, A > 6 wynosi
A+ 1. Zatem w pracy [H8| uogélniono, na szersza klase graféw, twierdzenie Erdés
et al. [28].
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Kolejne wyniki pracy [H8| dotycza (Pi,...,P.)-gry na grafach nalezacych do Hy.
W pracy [H7] zostal wskazany kaktus T, T € Hs, ktérego rozgrywana liczba chro-
matyczna wynosi 5. Kaktus ten nie zawiera cykli dlugosci wiekszej niz 3. Zatem
Xg(H3) > 5, a z tego wynika, ze H3 € OOOOOOO. W pracy [H8] udowodniono
natomiast nastepujaca wlasnosé klasy graféw Hs:

Twierdzenie 22 ([H8], Thm.17) H; C O,00,0000.

Przypomnijmy, ze problem czy rozgrywany indeks chromatyczny lasow o maksy-
malnym stopniu 4 jest ograniczony przez 5 czy 6, jest problemem otwartym. W
pracy [H8] zblizono sie do rozwiaznia tego problemu. Otrzmano wynik troche stabszy,
udowodniono, ze Alice ma strategie wygrywajaca w (O, 0,0, O, O)-gre na wierz-
chotkach grafu krawedziowego lasu o maksymalnym stopniu 4. Poniewaz gra na
wierzchotkach grafu krawedziowego L(G) odpowiada grze na krawedziach grafu G,
wiec w pracy [H8] pokazano strategie wygrywajaca dla Alice, w gre na krawedziach
lasu o maksymalnym stopniu 4, w ktérej gracze uzywaja 5 koloréw i koloruja krawe-
dzie tak, ze krawedzie w pierwszym kolorze indukuja las gwiazd o maksymalnym
stopni 2, a krawedzie w pozostatych kolorach indukuja skojarzenia. Wynik ten jest
wnioskiem z ogélniejszego twierdzenia udowodnionego w pracy:

Twierdzenie 23 ([H8], Thm. 19) Dia k > 4 zachodzi Hy C P1OPO- - - OPky,
gdzie Py = O, P; =0 (i:2,...,]€+1).

W pracy [H9] kontynuowano rozwazanie gier na grafach nalezacych do Hy, w
szczegolnosci gier niewlasciwie kolorujacych grafy. W literaturze gra niewlasciwie
kolorujaca byta intensywnie badana dla réznych klas graféw, miedzy innymi dla
cze$ciowych k-drzew, graféw planarnych, graféw zewnetrznie planarnych, drzew. He
et al. [42] zebrali udowodnione wyniki zwiazane z gra niewlasciwie kolorujaca na
drzewach w nastepujaca formute:

Twierdzenie 24 ([23, 31, 42]) Dla d € {0,1,2} zachodzi P (Hy) <4—d.

oraz postawili hipoteze, ze w podobny sposéb mozna opisa¢ wyniki dla gry na grafach
zewnetrznie planarnych. Hipoteza ta zostala udowodniona przez Wu et al. [56],
ktérzy uogdlnili znane dotychczas twierdzenia dla graféw zewnetrznie planarnych w
nastepujacy sposob:

Twierdzenie 25 ([56]) Dia 0 < d < 4 zachodzi X" (T3) < 7 — d.
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W pracy [H9] podano podobna formule dla graféw nalezacych do Hy dla k € {3,4}.
Najpierw zauwazmy, ze z twierdzenia 20 wynika XE,O)(G) <k+2dlaG e Hy Z
twierdzen 22 i 23 wynika v\)(G) < k+ 1 dla G € Hy, (k > 3). Z twierdzenia 5
udowodnionego w pracy [H9] wynika, ze X§2)<G) < 3dla G € Hs. Z twierdzenia 6
udowodnionego w pracy [H9] wynika, ze jezeli d € {2, 3}, to X(gd)(G) <k+2-ddla
G € H,4. Laczac, te wyniki otrzymujemy nastepujaca formule:

Twierdzenie 26 ([H9), Cor. 4) Dla k € {3,4} i 0 < d < k — 1 zachodzi x\" () <
k+2—d.

Pomimo, ze w literaturze jest wiele wynikéw dotyczacych rozgrywanej liczby
chromatycznej, to nie ma wielu strategii dla gry kolorujacej. Najbardziej znana
strategia jest strategia aktywujaca, ktéra zostala wprowadzona w pracy [31] dla
gry na drzewach. Pdézniej zostala ulepszona w pracy [46]. Od tej pory jest ona
bardzo czesto uzywana, Alice grajac zgodnie ze strategia aktywujaca moze wygraé
gre kolorujaca, jak rowniez opisane zostaly wersje tej strategii dla gry etykietujace;j.
W pracy [H8| podano nowa strategie, ktéra umozliwia Alice wygranie nie tylko gry
kolorujacej na danym grafie, ale takze dowolnej (Py,...,P,)-gry. W pracy [H9]
rozwinieto i ulepszono te strategie poprzez wprowadzenie gry pomocniczej, nazwanej
jednostronna gra kolorujaca oraz parametru zwiazanego z ta gra, nazwanego jed-
nostronnie rozgrywana liczba chromatyczna. Kluczowym punktem tej strategii jest
konstrukcja dla grafu G, na ktorym rozgrywana jest gra, specjalnej rodziny graféow
czesciowo pokolorowanych, nazywanej rodzina rozgrywanie domknieta, ktora zawiera
niepokolorowany graf G. Alice wygra gre na G, jezeli bedzie kolorowala wierzchotki
w taki sposdb, aby zawsze po jej ruchu, otrzymany czeSciowo pokolorowany graf
(G, nalezal do skonstruowanej wczesniej, rodziny rozgrywanie domknietej. Ponizej
podamy formalna definicje rodziny rozgrywanie domknietej oraz opiszemy strategie
gry. Ograniczymy sie do P-gry, tatwo widac, ze wszystkie pojecia mozna uogdolnié
na (Py,...,P,)-gre.

Czesciowym r-kolorowaniem grafu G nazywamy funkcje ¢, : S — {1,...,7},
gdzie S C V(G). Pare (G, ¢,) nazywamy czesciowo r-pokolorowanym grafem. Jezeli
zaden wierzchotek grafu nie jest pokolorowany lub wszystkie wierzchotki grafu sa
pokolorowane, to réwniez mowimy, ze graf jest czesciowo pokolorowany. Niech P
bedzie addytywna wlasnoscia dziedziczna. Méwimy, ze kolor i jest (P, r)-dopuszczal-
ny dla niepokolorowanego wierzchotka v, jezeli i € {1,...,r} i po pokolorowaniu
wierzchotka v kolorem 4, nie pojawi sie monochromatyczny podgraf zabroniony dla
whasnosci P, zawierajacy v. Niech 5(G) zawiera grafy izomorficzne z G, ktére zostaty
czesciowo pokolorowane.
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Definicja 1 Rodzine f(G) nazywamy (P,r)-rozgrywanie domknieta, jezeli dla kaz-
dego (G, ¢c,) € B(GQ) zachodzi:

(i) Jezeli w (G, c,) sq wierzcholki niepokolorowane, to istnieje wierzchotek, ktory
moze byc¢ pokolorowany przez Alice kolorem (P, r)-dopuszczalnym w taki sposdb,
Ze otrzymany graf bedzie nalezal do B(QG).

(ii) Jezeli Bob pokoloruje wierzchotek grafu (G, c,) dowolnym kolorem i, i € {1,...,
r} i po jego ruchu sq wierzchotki niepokolorowane, to istnieje wierzchotek, ktory
moze byc¢ pokolorowany przez Alice kolorem (P, r)-dopuszczalnym w taki sposdb,
Ze otrzymany graf bedzie nalezal do B(QG).

Definicja 2 (G, P, r)-strategia

(1) Alice konstruuje rodzine (P,r)-rozgrywanie domknieta B(G), ktdra zawiera nie-
pokolorwany graf G.

(2) Alice gra w taki sposdb, ze zawsze po jej ruchu otrzymany graf nalezy do 5(G).

Bezposrednio z definicji rodziny rozgrywanie domknietej wynika, ze grajac zgod-
nie z (G, P, r)-strategia, Alice wygra P-gre z r kolorami na grafie G. Ponadto za-
uwazmy tez, ze grajac zgodnie z ta strategia Alice wygra gre, jezeli pierwszy ruch
bedzie nalezal do Boba lub jezeli bedziemy rozwazali gre, w ktorej dopuszczamy, ze
Bob moze opusci¢ swdj ruch.

W pracy [H9] zdefiniowano gre, w ktérej Bob ma wiecej swobody w kolorowa-
niu niz Alice i moze opusci¢ swéj ruch. (G, P, r)-strategia umozliwia Alice wygranie
rowniez tej gry. Niech dany bedzie graf G, addytywna wlasnos$¢ dziedziczna P i zbior
koloréw {1,...,r}. Dwéch graczy, Alice i Bob, koloruja wierzcholki grafu G, Alice
rozpoczyna gre. Gracze graja naprzemian, ale Bob moze opusci¢ swdj ruch. Bob
moze pokolorowaé wierzchotek dowolnym kolorem ze zbioru {1,... 7}, Alice musi
pokolorowaé wierzchotek kolorem (P, r)-dopuszczalnym dla tego wierzchotka. Jezeli
wszystkie wierzchotki grafu sa pokolorowane, to gre wygrywa Alice, w przeciwnym
razie gre wygrywa Bob. Zatem Bob wygrywa gre, gdy pojawi sie niepokolorowany
wierzcholek, dla ktérego nie ma (P, r)-dopuszczalnego koloru. Powyzsza gre nazy-
wamy jednostronnag P-gra z r kolorami. Jednostronnie P-rozgrywana liczba chro-
matyczng, oznaczana przez ng(G), nazywamy najmniejsza liczbe kolorow r, dla
ktérej Alice ma strategie wygrywajaca w jednostronng gra P-kolorujaca.

Poniewaz w jednostronnej P-grze Bob ma wieksza swobode ruchu niz w P-
grze, jednostronnie P-rozgrywana liczba chromatyczna jest ograniczeniem goérnym
P-rozgrywanej liczby chromatycznej
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Twierdzenie 27 ([H9], Lem. 5) Dla dowolnego grafu G zachodzi X} (G) < x7 (G).

W dotychczasowej literaturze bardzo czesto do oszacowania rozgrywanej liczby
chromatycznej danego grafu wykorzystywano rozgrywana liczbe kolorujaca, poniewaz
Xy(G) < coly(G). Jednostronnie rozgrywana liczba chromatyczna jest lepszym ogra-
niczeniem dla rozgrywanej liczby chromatycznej niz rozgrywana liczba kolorujaca.
Przypomnijmy, ze x4(G) = x5 (G).

Twierdzenie 28 ([HI], Lem. 6) Dia dowolnego grafu G zachodzi x4(G) < x5,(G) <
col, (G).

Ponadto rozgrywanej liczby kolorujacej nie mozna wykorzysta¢ do ograniczenia
rozgrywanej liczby d-niewlasciwie chromatycznej, natomiast jednostronnie rozgry-
wana liczba chromatyczna moze by¢ tez narzedziem do badania tego parametru.

Twierdzenie 29 ([H9], Lem. 7) Dla dowolnego grafu G zachodzi x4(G) < x34(G).

Rozwazmy graf K33 i jego podgraf G = K33 — M, gdzie M jest 1-faktorem
grafu Kj3. Latwo sprawdzi¢, ze x,(K33) = 3, natomiast dla grafu G Bob ma
strategie wygrywajaca w gre 3-kolorujaca. Na tym przykladzie widzimy, ze rozgry-
wana liczba chromatyczna nie jest monotoniczna, co czesto utrudnia jej badanie.
W przeciwienstwie do rozgrywanej liczby chromatycznej, jednostronnie rozgrywana
liczba chromatyczna jest monotoniczna.

Twierdzenie 30 ([H9], Lem. 3) Jezeli G’ jest podgrafem G, to xJ (G') < x1,(G).

Ponadto odpowiedZ na pytanie postawione w problemie 1 dla jednostronnej gry
kolorujacej jest pozytywna.

Twierdzenie 31 ([H9], Lem. 4) Jezeli Alice ma strategie wygrywajaca dla jednos-
tronnej P-gry na grafie G zr kolorami, to ma strategie wygrywajaca dla jednostronnej
P-gry na G z t kolorami dlat > r.
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V. OMOWIENIE POZOSTALYCH OSIAGNIEC NAUKOWO-BADAWCZYCH

A) LISTA PUBLIKACJI NIEWCHODZACYCH W SKLAD OSIAGNIECIA NAUKOWEGO
(prezentacja zgodna z kolejnoscia omawiania):

[P1] E. Sidorowicz, Size of C3-saturated graphs, Zeszyty Naukowe Politechniki Rze-
szowskiej 118 (1993) 61-66.

[P2] K. Amin, J. Faudree, R.J. Gould, E. Sidorowicz, On the non-(p — 1)-partite
K,-free graphs, Discuss. Math. Graph Theory 33 (2013) 9-23.

[P3] M. Borowiecki, E. Sidorowicz, Weakly P-saturated graphs, Discuss. Math.
Graph Theory 22 (2002) 17-29.

[P4] E. Sidorowicz, Size of weakly saturated graphs, Discrete Math. 307 (2007) 1486
1492.

[P5] M. Borowiecki, E. Sidorowicz, Some extremal problems of graphs with local con-
straints, Discrete Math. 251 (2002) 19-32.

[P6] M. Borowiecki, P. Borowiecki, E. Sidorowicz, Z. Skupien, On Extremal Size of
Locally k-tree Graphs, Czech. Math. J. 60 (135) (2010) 571-587.

[P7] A. Hoffmann, E. Sidorowicz, L. Volkmann, Eztremal bipartite graphs with a
unique k-factor, Discuss. Math. Graph Theory 26 (2006) 181-192.

[P8] M. Borowiecki, D. Michalak, E. Sidorowicz, Generalized domination, indepen-
dance and irredundance in graphs, Discuss. Math. Graph Theory 17 (1997)
147-153.

[P9] K. Jesse-Jézefczyk, E. Sidorowicz, Secure sets and their expansion in cubic
graphs, Cent. Eur. J. Math. doi: 10.2478/s11533-014-0411-4 w druku.
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[P11] M. Borowiecki, E. Sidorowicz, Zs. Tuza, Game list colouring, Electron. J.
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[P12] P. Borowiecki, E. Sidorowicz, Dynamic coloring of graphs, Fundam. Inform.
114 (2012) 105-128.

[P13] E. Sidorowicz, The relaxed game chromatic number of graphs with cut-vertices,
submitted.

[P14] P. Dorbec, I. Schiermeyer, E. Sidorowicz, E. Sopena, Rainbow Connection in
Oriented Graphs, submitted.

B) OMOWIENIE WYNIKOW ZAWARTYCH W PUBLIKACJACH NIEWCHODZACYCH W
SKLAD OSIAGNIECIA NAUKOWEGO

Maksymalne grafy K,-wolne ([P1], [P2]) Graf G nazywamy K,-wolnym, jezeli
nie zawiera podgrafu izomorficznego z K,. Uzywajac terminologii wlasnosci dzie-
dzicznych, graf G jest K,-wolny, jezeli G € Z, 5. Graf G jest maksymalny K-
wolny (K ,-nasycony), jezeli dla dowolnej krawedzi e ¢ E(G) graf G + e zawiera
K,. Klasyczne Twierdzenie Turdna [53] méwi, ze jezeli n-wierzchotkowy graf K-
wolny ma najwiekszy rozmiar, to jest izomorficzny z grafem pelnym (p — 1)-dzielnym
Koy, .m,_, takim, ze [n; —n;| < 1dlad,j=1,....,p—1lin+---+ny_ =n. 7
drugiej strony Erdés et al. [29] udowodnili, ze kazdy n-wierzchotkowy (n > p — 1)
graf maksymalny K,-wolny ma co najmniej (p — 2)n — 2(p — 1)(p — 2) krawedzi. Z
udowodnionego w pracy [29] twierdzenia wynika réwniez, ze kazdy n-wierzchotkowy
graf maksymalny K,-wolny najmniejszego rozmiaru jest grafem (p — 1)-dzielnym
i ma wierzcholek stopnia n — 1. Problem znalezienia najmniejszego rozmiaru n-
wierzchotkowego grafu maksymalnego K ,-wolnego bez wierzchotka stopnia n — 1 byl
rozwazany w pracach Fiiredi et al. [37], Erdés et al [30] i Alon et al. [2]. Duffus
et al. [25] badali minimalny rozmiar maksymalnych graféw K,-wolnych z ustalonym
minimalnym stopniem.

W pracach [P1] i [P2] rozwazano grafy maksymalne K ,-wolne, ktére nie sa (p—1)-
dzielne. Prace [P1] i [P2] zawieraja wyniki rozprawy doktorskiej autorki niniejszego
opracowania. Najmniejszy i najwiekszy rozmiar n-wierzchotkowego grafu maksymal-
nego K,-wolnego, ktéry nie jest grafem (p — 1)-dzielnym, oznaczamy odpowiednio
przez s(n, K,) i e(n, K,). Wyznaczono wartosci s(n, K,) i e(n, K,) oraz badano
spektrum rozmiaru takich graféw. W pracy [P1] rozwiazano ten problem dla p = 3.
Pézniej te same wyniki otrzymali Barefoot et al. w [6]. Problem dla p = 4 byl badany
przez Amin et al. w [3]. W pracy [P2] rozstrzygnieto ten problem dla dowolnego
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p. Wyznaczono wartosci s(n, K,) 1 e(n, K,). Nastepnie rozwigzano problem typu
interpolacyjnego, ktory odpowiada na pytanie: dla jakich wartosci m i n istnieja n-
wierzchotkowe grafy maksymalne K,-wolne rozmiaru m? Oznaczmy przez sat(n, K,,)
i ex(n, K,,) odpowiednio najmniejszy i najwigkszy rozmiar n-wierzchotkowego grafu
maksymalnego K ,-wolnego. Udowodniono, ze jezeli n jest dostatecznie duze, to nie
istnieja n-wierzchotkowe grafy maksymalne K,-wolne rozmiaru m dla sat(n, K,) <
m < s(n,K,). Jezeli e(n, K,) < m < ex(n,K,), to kazdy n-wierzchotkowy graf
maksymalny K,-wolny rozmiaru m jest grafem (p—1)-dzielnym. Jezeli n > 3p+4, to
dla kazdego m, s(n, K,) < m < e(n, K,) istnieje n-wierzchotkowy graf maksymalny
K,-wolny rozmiaru m. W pracy [P2] opisano takze wszystkie n-wierzcholkowe grafy
maksymalne K,-wolne najwiekszego rozmiaru, ktére nie sa (p — 1)-dzielne i maja
rozmiar m.

Grafy slabo nasycone ([P3], [P4]) Niech F' bedzie ustalonym grafem. Méwimy,
ze graf G jest stabo F-nasycony, jezeli nie zawiera grafu F' (jest grafem F-wolnym)
i wszystkie krawedzie nalezace do E(G) mozna ustawi¢ w ciag w taki sposéb, aby
dodajac kolejno krawedzie z ciagu, za kazdym razem pojawial sie nowy podgraf
F. Najmniejszy rozmiar n-wierzchotkowego grafu stabo F-nasyconego oznaczamy
przez wsat(n, F'). W [P3] wyznaczono dokladne wartosci wsat(n, F), gdy F' jest
cyklem, droga, gwiazda, 2K5. Ostatnio, Faudree, Gould i Jacobson przygotowali
cykl prac [32, 33, 34], w ktérych wyzaczyli doktadna lub podali oszacowania wartosci
wsat(n, F'), gdy F jest pewnym szczegdlnym drzewem, grafem pelnym wielodzielnym,
grafem prawie pelnym lub roztaczna suma graféw spéjnych. Do wyznaczenia liczby
wsat(n, ) dla graféw niespdjnych ([34]) autorzy wykorzystali twierdzenia udowod-
nione w pracy [P3].

Kolejnym problemem, ktérym zajmowano sie w pracy [P3], jest rozmiar graféw
stabo P-nasyconych dla wlasnosci dziedzicznej P. Niech bedzie wlasnoscia dziedzi-
czna i F(P) zbiorem minimalnych graféw zabronionych. Méwimy, ze graf G jest stabo
P-nasycony, jezeli G € P i wszystkie krawedzie nalezace do E(G) mozna ustawié
w ciag w taki sposéb, aby dodajac kolejno krawedzie z ciagu, za kazdym razem po-
jawial sie nowy podgraf nalezacy do F(P). Najmniejszy rozmiar n-wierzchotkowego
grafu stabo P-nasyconego oznaczamy przez wsat(n,P). W [P3] podano wartosci
wsat(n, Ok ) i wsat(n, D) oraz wyznaczono ograniczenie gorne dla wsat(n, D). Praca
[P3] zawiera wyniki rozprawy doktorskiej autorki niniejszego opracowania.

W pracy [P4] kontynuowano badanie rozmiaru graféw stabo P-nasyconych. Po-
dano ogdlne ograniczenia na najmniejszy rozmiar graféw stabo P-nasyconych i poka-
zano wlasnosci i oszacowania wynikajace z zaleznosci zachodzacych w kracie wiasno-
Sci dziedzicznych.
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Wiasnosci lokalne ([P5], [P6]) Niech P bedzie klasa graféw (niekoniecznie dziedzi-
czna). Méwimy, ze graf G ma lokalnie wlasnosé P, jezeli G[N(v)] € P dla kazdego
v € V(G). Klase graféw, ktére maja lokalnie wlasnosé P oznaczamy przez L(P).
Jezeli P jest whasnoscia dziedziczna, to L(P) tez jest wlasnoscia dziedziczna. Zbiér
minimalnych graféw zabronionych dla wlasnosci L(P), gdy P jest wlasnoscia dzie-
dziczna zostal opisany przez Borowieckiego et al.  [13]. W pracy [P5], ktéra za-
wiera wyniki rozprawy doktorskiej autorki, badano problemy ekstremalne zwiazane
z wlasnosciami L(Oy) i L(Sg). Wyznaczono najwigkszy rozmiar n-wierzchotkowego
grafu nalezacego do L(Oy) oraz najwiekszy rozmiar n-wierzchotkowego grafu naleza-
cego do L(S). Dla k € {1,2} wyznaczono najmniejszy rozmiar n-wierzchotkowego
grafu maksymalnego nalezacego do L(Oy) i najmniejszy rozmiar n-wierzchotkowego
grafu maksymalnego nalezacego do L(Sy).

W literaturze badane byly takze problemy ekstremalne zwiazane z wlasnoscia
L(P), gdy P nie jest wlasnoscia dziedziczna. Ryjacek et al. [50] skonstruowali
lokalnie niespdjne grafy z duza liczba krawedzi. Fronc¢ek wyznaczyt dolne ogranicze-
nie rozmiaru graféw lokalnie liniowych (tzn. takich, ze dla kazdego wierzchotka v €
V(G), G[N(v)] jest skojarzeniem) [35] i graféw, ktére sa lokalnie droga [36]. Zelinka
[58] wyznaczyl najmniejszy rozmiar n-wierzchotkowych graféw lokalnie drzewiastych
i postawil problem wyznaczenia najwiekszego rozmiaru takich graféw. W pracy
[P6] rozwazano lokalne k-drzewa. Pokazano, ze kazde (k + 1)-drzewo jest lokalnym
k-drzewem i udowodniono, ze kazde spdjne lokalne k-drzewo zawiera rozpinajace
(k 4+ 1)-drzewo. Scharakteryzowano n-wierzchotkowe lokalne k-drzewa najmiejszego
rozmiaru. Podano konstrukcje maksymalnych lokalnych k-drzew duzego rozmiaru.
Wykorzystujac te konstrukeje, otrzymano dolne ograniczenie na najwiekszy rozmiar
n-wierzchotkowych lokalnych k-drzew.

Grafy dwudzielne z jednym k-faktorem ([P7]) Volkmann [55] badal grafy,
ktére maja doktadnie jeden k-faktor. Dla dowolnego n skonstruowal grafy n-wierz-
chotkowe, ktére maja jeden k-faktor oraz zasugerowal, ze otrzymane grafy sa grafami
najwiekszego rozmiaru o tej wltasnosci. Hoffman et al. [43] wykorzystali wyniki
z poprzedniej pracy dla graféw dwudzielnych i wyznaczyli gérne ograniczenie dla
rozmiaru graféw dwudzielnych z jednym k-faktorem dla k£ < 3 i w pewnych szczegdl-
nych przypadkach. W pracy [P7] uogdlniono to twierdzenie dla dowolnego k > 1.
Udowodniono, ze dla k > 1, p =t (mod k), 0 < ¢t < k graf dwudzielny 2p-
wierzchotkowy z jednym k-faktorem ma co najwyzej (p(p+k) —t(k—1t))/2 krawedzi.
Ponadto opisano strukture graféw ekstremalnych.

Uogdlnione dominowane, niezaleznosé i nienadmiernosé ([P8]) W pracy [P§]
wprowadzono pojecia P-dominowania, P-niezaleznosci i P-nienadmiernosci. Niech
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P bedzie wlasnoscia dziedziczna. Zdefiniujmy zbiér C(P)={H € Z: H ¢ Pi(H —
v) € Pdlawv e V(H)}. Méwimy, ze zbior D C V(G) jest P-dominujacy, jezeli
dla kazdego wierzchotka v € V'\ D istnieje podgraf H grafu G zawierajacy v taki,
ze V(HYND # 0 i H € C(P). Zbiér D C V(G) jest silnie P-dominujacy, jezeli
dla kazdego wierzchotka v € V'\ D istnieje podgraf H grafu G zawierajacy v taki,
ze V(H)\ {v} € DiH € C(P). Dwa wierzcholki u i v sa P-saqsiednie, jezeli
istnieje podgraf indukowany H grafu G zawierajacy u i v taki, ze H € C(P). Dla
danego wierzchotka v przez Np oznaczamy jego P-sasiedztwo, tzn. Np(v) = {u €
V(G) : u jest P-sasiedni z v}. Mowimy, ze zbiér R C V(G) jest P-nienadmierny,
jezeli dla kazdego wierzchotka v € R zachodzi Np[v] \ Np[R \ {v}] # 0. Zbiér
S C V(G) nazywamy P-niezaleznym, jezeli G[S] € P. Zbiér S C V(G) nazywamy
silnie P-niezaleznym, jezeli dla kazdego wierzchotka v € S zachodzi Np(v) NS =
(). W grafie G moc najmniejszego zbioru: P-dominujacego, silnie P-dominujacego,
‘P-nienadmiernego, P-niezaleznego, silnie P-niezaleznego oznaczamy odpowiednio:
vp(G),vp(G), irp(G),ip(G),i%(G). Natomiast moc najwiekszego zbioru: P-domi-
nujacego, silnie P-dominujacego, P-nienadmiernego, P-niezaleznego, silnie P-nie-
zaleznego oznaczamy odpowiednio: I'p(G),I'5(G), IRp(G), ap(G), afp(G). W pracy
[P8] udowodniono podstawowe wlasnosci zbioréw P-dominujacych, P-nienadmier-
nych i P-niezaleznych, ktore uogélniaja znane wlasnosci zbioréw dominujacych, nie-
nadmiernych i niezaleznych. Udowodniono takze prawdziwosé nastepujacych ciagdéw
nieréwnosci:

irp(G) < vp(G) < ih(G) < dp(G) < Tp(G) < IRp(G) oraz

irp(G) < 1p(G) < 75(G) < ip(G) < ap(G) < T(G).

Zbiory dominujace i bezpieczne ([P9], [P10]) Rozwazmy graf, ktérego wierz-
chotki reprezentuja cztonkéw pewnych przeciwnych grup. KrawedzZ miedzy dwoma
wierzchotkami moéwi, czy dane wierzchotki moga broni¢ lub atakowaé sie wzajem-
nie. Napastnik moze atakowaé tylko jeden wierzchotek. Podobnie, obronca moze
broni¢ siebie lub pomaga¢ w obronie jednemu swojemu sasiadowi. Jezeli mamy zbior
obroficéw (wierzchotk6w), ktéry moze obronié¢ kazdy atak, to méwimy, ze zbiér jest
bezpieczny. Definicja zbioru bezpiecznego zostata wprowadzona przez Brigham et al.
w [14]. Brigham et al. udowodnili, Ze zbidr S jest bezpieczny wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego X C S zachodzi |N [X]|N S| > |N[X]\ S|. W pracy [P9] wprowadzono
pojecie zbioru silnie bezpiecznego zdefiniowanego jako zbiér bezpieczny, ktory moze
obroni¢ kazdy atak z jednym dodatkowym napastnikiem. Z tego wynika, ze zbiér S
jest silnie bezpieczny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego niepustego zbioru X C §
zachodzi [N [X|N S| > |N [X]\ S|. Pokazano, ze prawie kazdy n-wierzchotkowy graf
kubiczny ma najmniejszy zbior silnie bezpieczny o mocy co najwyzej n/2 + 1. W
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pracy [P9] badano takze mozliwo$¢ rozszerzania zbioréw bezpiecznych i silnie bez-
piecznych. Moéwimy, ze zbidr (silnie) bezpieczny S grafu G jest rozszerzalny, jezeli
|S| < |V(G)| i istnieje wierzcholek v € V(G) \ S taki, ze S U {v} jest zbiorem (sil-
nie) bezpiecznym grafu G. Mdéwimy, ze graf G jest (S-rozszerzalny) s-rozszerzalny,
jezeli kazdy zbidr (silnie) bezpieczny grafu G, z wyjatkiem V(G), jest rozszerzalny.
Pokazano, ze kazdy graf spéjny G taki, ze A(G) < 3 jest s-rozszerzalny. Natomiast
prawie kazdy graf kubiczny nie jest $-rozszerzalny. Istnieje dokladnie 8 spéjnych
graféw kubicznych, ktore sa S-rozszerzalne.

Méwimy, ze zbiér D C V(G) jest dominujacy, jezeli N[D] = V(G). Zbidr,
ktory jest bezpieczny i dominujacy nazywamy globalnie bezpiecznym. Moc naj-
mniejszego zbioru dominujacego i najmniejszego zbioru globalnie bezpiecznego oz-
naczamy odpowiednio przez v(G) i 75(G). Dla dowolnego sp6jnego n-wierzchotkowe-
go grafu zachodzi ¥(G) < |n/2]. Natomiast, v,(G) > [2]. W pracy [P10] badano
globalne zbiory bezpieczne, ktore zawieraja doktadnie polowe wierzchotkéw danego
grafu. Pokazano, ze kazdy Hamiltonowski, K s-wolny (niezawierajacy podgrafu
indukowanego K 3) graf kubiczny ma taki globalny zbiér bezpieczny. Ponadto
pokazano, ze kazdy K s-wolny graf kubiczny ma globalny zbiér bezpieczny, ktéry
zawiera co najwyzej 5/9 wierzchotkéw danego grafu.

Gra kolorujaca z listy ([P11]) W pracy [P11] wprowadzono gre, ktéra jest potacze-
niem gry kolorujacej i kolorowania graféw z listy. W tej wersji gry kazdemu wierz-
cholowi v zostaje przyporzadkowana lista kolorow L(v), wierzchotek moze zostaé
pokolorowany tylko kolorem, ktéry jest na jego liscie. Funkcje L : V(G) — 2V
nazywamy przypisaniem list do grafu G. Jezeli |L(v)| = k dla kazdego v € V|, to
L nazywamy przypisaniem k-list do grafu G. Graf z przypisanymi listami L oz-
naczamy (G;L). Niech dany bedzie graf z przypisanymi listami (G;L). Dwdch
graczy Alice i Bob naprzemian koloruja wierzchotki grafu G, Alice rozpoczyna gre.
Niepokolorowany wierzchotek v moze zosta¢ pokolorowany kolorem ¢ tylko, gdy
i € L(v) oraz v nie ma sasiada pokolorowanego kolorem i. Alice wygrywa gre, gdy
wszystkie wierzcholtki grafu zostana pokolorowane, w przeciwnym razie gre wygrywa
Bob. Powyzsza gre nazywamy grq kolorujacq z listy. Najmniejsza liczbe k, dla ktérej
Alice ma strategie wygrywajaca na grafie G' z przypisanymi k-listami nazywamy roz-
grywang liczbg wybieralnosci grafu G i oznaczamy przez chy(G).

W pracy [P11] scharakteryzowano wszystkie grafy z rozgrywana liczba wybie-
ralnosci réwna 2. Pokazano, ze ch,(G) = 2 wtedy i tylko wtedy, gdy G = {kP, U
tCy U HY}, gdzie k > 0,t € {0,1} i H jest lasem gwiazd nieparzystego rzedu. Po-
nadto w pracy [P11] badano zaleznosci pomiedzy rozgrywana liczba wybieralnosci a
rozgrywana liczba chromatyczna i liczba wybieralnosci.
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Dynamiczne kolorowanie graféw ([P12]) Dynamiczne kolorowanie graféw moze-
my zdefiniowa¢ przez dwuosobowa gre. Dwodch graczy, nazywanych Prezenter i
Malarz, graja naprzemian. Prezenter stopniowo pokazuje strukture grafu, wskazujac
Malarzowi wierzchotek do pokolorowania. Prezenter moze takze odkolorowaé¢ pokolo-
rowany wierzchotek i wskaza¢ go ponownie do pokolorowania. Zadaniem Malarza,
ktéry nie zna struktury grafu ani kolejnosci w jakiej kolorowane beda wierzchotki,
jest minimalizowanie liczby koloréw. Celem Prezentera jest zmuszenie Malarza do
uzycia, jak najwiekszej liczby kolorow. Dynamiczne kolorowanie jest naturalnym
uogolnieniem kolorowania graféw on-line.

W pracy [P12] badano efektywno$é¢ dynamicznego kolorowania dla pewnych klas
grafow. Wprowadzono dynamiczna liczbe chromatyczna i zdefiniowano algorytm
Dynamic-Fit dynamicznego kolorowania graféw. Podano twierdzenie charakteryzu-
jace grafy, ktore wymuszaja kolorowanie drzew algorytmem Dynamic-Fit za pomoca
k-koloréw. Z tego twierdzenia wynika, ze mozna w czasie wielomianowym sprawdzi¢,
czy dane drzewo jest dynamicznie k-kolorowalne algorytmem Dynamic-Fit. Podano
konstrukcje i wlasnosci graféw, na ktérych mozna wymusi¢ aby algorytm Dynamic-
Fit uzyl na kazdym wierzchotku grafu innego koloru. Ponadto podano ograniczenia
i doktadne wartosci dynamicznej liczby chromatycznej dla algorytmu Dynamic-Fit
dla wybranych produktéw graféw.

Gry kolorujace ([P13]) W pracy [P13] kontynuowano badnia, rozpoczete w pra-
cach [H8, H9|, nad gra niewlasciwie kolorujaca i jednostronna gra kolorujaca na
grafach nalezacych do Hy dla k > 4. W pracy [P13] wykorzystano metody dowodzenia
i strategii gry wprowadzonej w pracach [H8, H9|. Laczac wyniki uzyskane w pra-
cach [H8, H9] z wynikami pracy [P13] uogdlniono twierdzenie 26 dla dowolnego
k, pokazano, ze XZ(”Hk) <k+2-ddlak >210<d < k—1. Ponadto
pokazano, ze ograniczenie to mozna poprawi¢ dla duzych k, x4(Hp) < k+1—d
dla k > 6, 0 <d <k — 2. Graf krawedziowy lasu o maksymalnym stopniu co naj-
wyzej k nalezy do klasy Hy, zatem z powyzszego twierdzenia otrzymano nowe wyniki
dla niewlasciwego rozgrywanego indeksu chromatycznego laséw. Niech (@) X’g(G) 0Z-
nacza d-niewtasciwy rozgrywany indeks chromatyczny grafu G. Udowodniono, ze
@Dy (T) < A(T) + 2 — d dla dowolnego lasu T' oraz pokazano, ze wynik ten mozna
poprawi¢ dla laséw z duzym maksymalnym stopniem. Otrzymane wyniki poprawiaja
gorne ograniczenia dla niewlasciwego indeksu chromatycznego lasow otrzymane przez
by Dunn [26]. Dunn w pracy [26] udowodnil nastepujace twierdzenia dla laséw.

Twierdzenie 32 ([26]) Niech T bedzie lasem. Jezelid > 1, to D (T) < A(T)+1.

Twierdzenie 33 ([26]) Niech T bedzie lasem. Jezeli d > 3, to Dy (T') < A(T).
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Powyzsze wyniki poprawiono w nastepujacy sposob:

Twierdzenie 34 ([P13], Thm. 10) Niech T bedzie lasem i A(T) # 3. Jezelid > 1,
to Wxy(T) < A(T).

Twierdzenie 35 ([P13], Thm. 11) Niech T bedzie lasem o maksymalnym stopniu
co najmmiej 5. Jezeli d > 2, to D! (T) < A(T) — 1.

Twierdzenie 36 ([P13], Thm. 12) Niech T bedzie lasem. Jezelid > 3, to D y! (T) <
A(T) - 1.

Teczowa spéjnosé w grafach zorientowanych ([P14]) Niech G bedzie grafem,
w ktorym pokolorowane sa krawedzie. Droge nazywamy teczowaq, jezeli droga nie
ma dwoéch krawedzi tego samego koloru. Mowimy, ze graf G jest teczowo spdjny,
jezeli dowolne dwa wierzchotki polaczone sa teczowa droga. Idea teczowej spéjnosci
w grafach wprowadzona zostala przez Chartrand et al. w [22]. Liczba teczowej
spdjnosci spéjnego grafu G, oznaczana przez rc(G), nazywamy najmniejsza liczbe
koloréw potrzebna do pokolorowania grafu tak, aby byl teczowo spdéjny. Zlozonosé
obliczeniowa teczowej spéjnosci badana byla przez Chakraborty et al. w [20], gdzie
udowodniono, ze problem wyznaczenia rc¢(G) jest NP-trudny. W literaturze badana
byta liczba teczowej spojnosci dla pewnych szczegdlnych klas graféw. Ponadto zostatly
tez wprowadzone parametry podobne do teczowej spojnosci takie, jak silna teczowa
spojnos¢, teczowa k-spdjnosé, wierzchotkowa teczowa spdjnosé. Zebrane wyniki doty-
czace tych parametréow mozna znalezé w pracy przegladowej Li et al. [48].

W pracy [P14] rozszerzono pojecie teczowej spdjnosci na grafy zorientowane.
Latwo zauwazy¢, ze liczba teczowej spdjnosci n-wierzchotkowego grafu G wynosi
co najwyzej n — 1 (kazda krawedZ drzewa rozpinajacego grafu G kolorujemy innym
kolorem), liczba teczowej spdjnosei grafu zorientowanego moze byé réwna liczbie
jej wierzchotkéw. W pracy [P14] podano charakteryzacje graféw zorientowanych z
liczba teczowej spojnosci rowna liczbie wierzchotkow grafu. Udowodniono, ze liczba
teczowej spojnosci turnieju 7' moze by¢ réwna dowolnej liczbie catkowitej nalezacej
do przedziatu [2, |V(T)| — 1]. Ponadto pokazano, ze jezeli $rednica turnieju wynosi
d, to liczba teczowej spéjnosci wynosi co najwyzej d + 2.
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