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Wyższa Szko la Inżynierska w Zielonej Górze
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C) Omówienie wyników zawartych w publikacjach wchodza֒cych w
sk lad osiagnie֒cia naukowego:

1 Wste֒p

Kolorowanie grafów jest jednym z bardziej znanych i intensywnie badanych prob-
lemów w teorii grafów. W literaturze zosta lo opisane wiele różnych wersji i uogólnień
kolorowania grafów. Wie֒kszość z nich możemy opisać używaja֒c poje֒cia wierzcho lko-
wego podzia lu grafu, tzn. podzia lu wierzcho lków danego grafu na podzbiory, zwane
klasami kolorów, które spe lniaja֒ pewne określone wewne֒trzne lub zewne֒trzne warun-
ki. Przez warunki wewne֒trzne rozumiemy ograniczenia narzucone na wierzcho lki
należa֒ce do danej klasy kolorów, na przyk lad możemy wymagać, aby klasy kolorów
by ly zbiorami niezależnymi, indukowa ly grafy o ograniczonym maksymalnym stop-
niu lub grafy acykliczne itd.. Przez warunki zewne֒trzne rozumiemy ograniczenia
jakie powinny spe lniać zbiory krawe֒dzi  la֒cza֒cych wierzcho lki dwóch różnych klas
kolorów, na przyk lad możemy wymagać, aby indukowa ly one graf acykliczny lub las
gwiazd itd.. Inne znane wersje kolorowania grafów zwia֒zane sa֒ z podzia lem grafu z
dodatkowym ograniczeniem na sposób w jaki dokonujemy podzia lu wierzcho lków.
Na przyk lad możemy rozważać: on-line podzia l, off-line podzia l czy też podzia l
z niewspó lpracuja֒cym partnerem, czyli podzia l grafu poprzez gre֒. W literaturze
badanych by lo wiele różnych problemów zwia֒zanych z kolorowaniem (podzia lem)
grafu wzgle֒dem danych regu l. Jednym z najbardziej znanych problemów jest mini-
malizowanie liczby klas kolorów, na które dzielimy dany graf. Problem ten zwia֒zany
jest z wyznaczeniem liczby chromatycznej grafu i różnych jej uogólnień. Z drugiej
strony, dla ustalonej liczby klas kolorów, możemy optymalizować w lasności klas
kolorów, na które chcemy podzielić graf. Innym ciekawym problemem jest charak-
teryzacja grafów, które posiadaja֒ dany podzia l. Jednym z bardziej znanych prob-
lemów tego typu jest charakteryzacja grafów dwudzielnych, tzn. charakteryzacja
grafów, których wierzcho lki można podzielić na dwa zbiory niezależne. Wiadomo, że
graf jest dwudzielny wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera cykli d lugości nieparzys-
tej. Podobnie jak kolorowanie wierzcho lków grafów możemy rozważać kolorowanie
krawe֒dzi grafu, odpowiada ono podzia lowi krawe֒dzi grafu na podzbiory nazywane
krawe֒dziowymi klasami kolorów. Krawe֒dziowy podzia l grafu G cze֒sto nazywany jest
dekompozycja֒ grafu G. Problemy zwia֒zane z krawe֒dziowym kolorowaniem grafu
odpowiadaja֒ problemom zwia֒zanym z wierzcho lkowym kolorowaniem grafu, gdyż
kolorowanie krawe֒dzi grafu G zawsze możemy postrzegać jako kolorowanie wierz-
cho lków grafu krawe֒dziowego L(G).
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Przed lożone osia֒gnie֒cie naukowe sk lada sie֒ z wyników dotycza֒cych kolorowania wierz-
cho lków lub krawe֒dzi grafu, stanowia֒ one nie tylko kontynuacje֒, a także rozsze-
rzenie dotychczasowych badań nad kolorowaniem grafów. W moich rozważanich
skupi lam sie֒ na trzech typach kolorowania: acyklicznym kolorowaniu wierzcho lków,
krawe֒dziowym kolorowaniu grafu i rozgrywanym kolorowaniu. Dla tych kolorowań
rozważam problemy, w których minimalizowana jest liczba klas kolorów, optyma-
lizowane sa֒ w lasności klas kolorów i charakteryzuje֒ grafy, które posiadaja֒ pewien
ustalony podzia l na klasy kolorów.

2 Definicje i oznaczenia

W niniejszym opracowaniu zak ladamy, że wszystkie rozważane grafy sa֒ skończone,
bez pe֒tli i wielokrotnych krawe֒dzi. Zbiór wierzcho lków i krawe֒dzi grafu G oznaczamy
odpowiednio przez V (G), E(G). Symbolem I oznaczamy klase֒ wszystkich wzajem-
nie nieizomorficznych grafów. Przez w lasność grafów (krótko w lasność) be֒dziemy
rozumieli dowolna֒ podklase֒ klasy I. Be֒dziemy używać poje֒cia w lasność grafów i
klasa grafów zamiennie. Mówimy, że w lasność P jest dziedziczna, jeżeli jest zamknie֒ta
ze wzgle֒du na bycie podgrafem, tzn. jeżeli H ⊆ G i G ∈ P , to H ∈ P . Mówimy, że
w lasność P jest addytwna, jeżeli jest zamknie֒ta na sume֒ grafów, tzn. jeżeli H ∈ P
i G ∈ P , to H ∪ G ∈ P . W niniejszym opracowaniu rozważmy tylko takie podzia ly
grafów, w których klasy kolorów indukuja֒ addytywne w lasności dziedziczne.

Poniżej podamy przyk lady i oznaczenia w lasności dziedzicznych wykorzystywane
w opracowaniu. Niech k be֒dzie liczba֒ naturalna֒.
O = {G ∈ I : E(G) = ∅};
Ok = {G ∈ I : każda komponenta G ma co najwyżej k + 1 wierzcho lków};
Sk = {G ∈ I : ∆(G) ≤ k};
Dk = {G ∈ I : G jest grafem k-zdegenerowanym, tzn., δ(H) ≤ k dla H ⊆ G};
Ik = {G ∈ I : G nie zawiera Kk+2};
T2 = {G ∈ I : G jest grafem zewne֒trznie planarnym}.

Zauważmy, że D1 jest klasa֒ grafów acyklicznych. Ponadto oznaczmy przez LF =
D1 ∩ S2, klase֒ lasów liniowych.

Każda nietrywialna w lasność dziedziczna P może być w sposób jednoznaczny,
opisana przez zbiór minimalnych podgrafów zabronionych, zdefiniowany naste֒puja֒co:

F (P) = {G ∈ I : G /∈ P ale każdy podgraf w laściwy H grafu G należy do P}.

Zauważmy, że jeżeli P jest addytywna֒ w lasnościa֒ dziedziczna֒, to każdy graf należa֒cy
do F (P) jest spójny. Niech F be֒dzie zbiorem grafów. Oznaczmy przez Forb(F) klase֒
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wszystkich grafów, które nie zawieraja֒ podgrafu izomorficznego z żadnym grafem ze
zbioru F . Na przyk lad Ik−2 = Forb({Kk}). W lasność Ik−2 nazywamy klasa֒ grafów
Kk-wolnych.

Wprowadźmy poje֒cia uogólnionego kolorowania i uogólnionego krawe֒dziowego-
kolorowania grafów. Niech G be֒dzie grafem i (P1,P2, . . . ,Pk) uporza֒dkowanym
zbiorem addytywnych w lasności dziedzicznych.

(P1, . . . ,Pk)-podzia lem (lub uogólnionym kolorowaniem) grafu G nazywamy po-
dzia l (V1, . . . , Vk) zbioru wierzcho lków V (G) taki, że dla każdego i ∈ {1, . . . , k} pod-
graf G[Vi] indukowany przez Vi ma w lasność Pi. Klase֒ grafów, które maja֒ (P1, . . . ,
Pk)-podzia l oznaczamy przez P1 ◦ · · · ◦ Pk. Jeżeli (V1, . . . , Vk) jest (P1, . . . ,Pk)-
podzia lem grafu G, to odpowiadaja֒ce mu kolorowanie c definujemy naste֒puja֒co
c(v) = i dla v ∈ Vi, i ∈ {1, . . . , k}. Jeżeli Pi = O dla wszystkich i ∈ {1, . . . , k}, to
(P1, . . . ,Pk)-podzia l grafu G jest dobrze znanym w laściwym k-kolorowaniem grafu
G. Ponadto najmniejsza liczba k, dla której G ma w laściwe k-kolorowanie, nazywana
jest liczba֒ chromatyczna֒ χ(G) grafu G.

(P1, . . . ,Pk)-dekompozycja֒ (lub uogólnionym krawe֒dziowym-kolorowaniem) grafu
G nazywamy podzia l (E1, . . . , Ek) zbioru krawe֒dzi E(G) taki, że dla każdego i ∈
{1, . . . , k} podgraf indukowany przez zbiór krawe֒dzi Ei ma w lasność Pi. Klase֒
grafów, które maja֒ (P1, . . . ,Pk)-dekompozycje֒ oznaczamy przez P1⊕· · ·⊕Pk. Jeżeli
(E1, . . . , Ek) jest (P1, . . . ,Pk)-dekompozycja֒ grafu G, to odpowiadaja֒ce mu kolorowa-
nie f definujemy naste֒puja֒co f(e) = i dla e ∈ Ei, i ∈ {1, . . . , k}. Jeżeli Pi = O1 dla
i ∈ {1, . . . , k}, to (P1, . . . ,Pk)-dekompozycja grafu G jest w laściwym krawe֒dziowym
k-kolorowaniem grafu G. Najmniejsza liczba k, dla której G ma w laściwe krawe֒dzio-
we k-kolorowanie, nazywana jest indeksem chromatycznym χ′(G) grafu G.

Poje֒cia podzia l i kolorowanie, dekompozycja i krawe֒dziowe kolorowanie be֒dziemy
używali zamienie.

3 Acykliczne kolorowanie grafów

W rozdziale tym zostana֒ omówione wyniki z prac [H1], [H2], [H3].
Niech (V1, . . . , Vk) be֒dzie (P1, . . . ,Pk)-podzia lem grafu G. Krawe֒dź  la֒cza֒ca֒ wierz-

cho lek ze zbioru Vi z wierzcho lkiem ze zbioru Vj nazywamy (i, j)-krawe֒dzia֒.
(P1, . . . ,Pk)-podzia l nazywamy acyklicznym, jeżeli dla każdej pary (i, j), i 6= j,
podgraf indukowany przez wszystkie (i, j)-krawe֒dzie nie zawiera cykli, tzn. podgraf
G[Vi∪Vj] może zawierać cykl, ale każdy taki cykl ma co najmniej dwa kolejne wierz-
cho lki, które należa֒ do Vi albo Vj. Mówimy, że graf G ma w lasność P1⊙· · ·⊙Pk, jeżeli
ma acykliczny (P1, . . . ,Pk)-podzia l. Zauważmy, że jeżeli w lasność Pi jest dziedziczna
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dla każdego i ∈ {1, . . . , k}, to P1 ⊙ · · · ⊙ Pk jest też w lasnościa֒ dziedziczna֒.

Acykliczny (P1, . . . , Pk)-podzia l grafu G nazywamy acyklicznym k-kolorowaniem,
jeżeli Pi = O dla każdego i ∈ {1, . . . , k}. Najmniejsza֒ liczbe֒ k, dla której G ma
acykliczne k-kolorowanie, nazywamy acykliczna֒ liczba֒ chromatyczna֒ grafu G i oz-
naczamy przez χa(G). Innym dobrze znanym acyklicznym (P1, . . . ,Pk)-podzia lem
jest acykliczne niew laściwe kolorowanie. Acykliczny (P1, . . . , Pk)-podzia l nazywamy
acyklicznym t-niew laściwym k-kolorowaniem, jeżeli klasa Pi zawiera grafy o maksy-
malnym stopniu co najwyżej t dla każdego i ∈ {1, . . . , k}, tzn. G[Vi] ∈ St dla
i ∈ {1, . . . , k}.

Idee֒ acyklicznego kolorowania grafów wprowadzi l Grűnbaum [40], od tej pory
ten typ kolorowania jest intensywnie badany, jednakże znalezienie wartości χa(G)
w ogólnym przypadku jest problemem trudnym. Kostochka [44] udowodni l, że pro-
blem sprawdzenia, czy dla dowolnego grafu G zachodzi χa(G) ≤ 3, jest problemem
NP-zupe lnym. W literaturze badane by ly wartości acyklicznej liczby chromatycznej
dla pewnych klas grafów, mie֒dzy innymi dla grafów planarnych, czy grafów o ma lym
maksymalnym stopniu. Jednym z bardziej znanych twierdzeń tego typu jest twierdze-
nie udowodnione przez Borodina [11], które mówi, że acykliczna liczba chromaty-
czna grafu planarnego wynosi co najwyżej 5. Wśród wyników dla grafów o ma lym
maksymalnym stopniu znane sa֒ ograniczenia acyklicznej liczby chromatycznej dla
grafów o maksymalnym stopniu 3, 4, 5 lub 6. Grűnbaum w pracy [40] udowodni l,
że χa(G) ≤ 4 dla dowolnego grafu o maksymalnym stopniu co najwyżej 3 (patrz też
[51]). Burstein [18] udowodni l, że χa(G) ≤ 5 dla dowolnego grafu o maksymalnym
stopniu co najwyżej 4. Kostochka et al. [45] pokazali, że χa(G) ≤ 7 dla dowolnego
grafu o maksymalnym stopniu co najwyżej 5. Zhao et al. [59] udowodnili, że dla
grafów o maksymalnym stopniu co najwyżej 6, wystarczy 10 kolorów, aby acyklicznie
pokolorować taki graf.

W 1999 roku Boiron, Sopena i Vignal [10] rozpocze֒li badanie acyklicznego
(P1, . . . ,Pk)-podzia lu grafów o ograniczonym maksymalnym stopniu. Udowodnili
oni, że dowolny graf G ∈ S3 (o maksymalnym stopniu co najwyżej 3) ma acyk-
liczny (D1,S2)-podzia l oraz acykliczny (S1,S1,S1)-podzia l. W tej samej pracy au-
torzy postawili hipoteze֒, że dowolny graf o maksymalnym stopniu co najwyżej 3, ma
acykliczny (S2,S2)-podzia l. Najważniejszym wynikiem jednotematycznego cyklu,
zwia֒zanym z acylicznym kolorowaniem, jest dowód tej hipotezy. Mianowicie, w [H1]
udowodniono naste֒puja֒ce twierdzenie:

Twierdzenie 1 ([H1], Thm. 2) S3 ⊆ S2 ⊙ S2.

Niezależnie te֒ hipoteze֒ udowodnili Addario-Berry et al. w pracy [1].
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Ponadto w pracy [H1] podano algorytm, oparty na dowodzie twierdzenia 1, który
dokonuje acyklicznego (S2,S2)-podzia lu dowolnego grafu o maksymalnym stopniu co
najwyżej 3 w czasie wielomianowym. Powyższego twierdzenia nie można uogólnić
na grafy o dowolnym maksymalnym stopniu.

Twierdzenie 2 ([H1], Thm. 1) Dla dowolnego d ≥ 4 istnieje graf G o maksymalnym
stopniu d, który nie ma acyklicznego (Sd−1,Sd−1)-podzia lu.

Yand et al. [57] rozważali (O,D1)-podzia ly grafów o ograniczonym maksymalnym
stopniu. Udowodnili oni, że każdy graf o maksymalnym stopniu co najwyżej 3, z
wyja֒tkiem K4, ma (O,D1)-podzia l, tzn. S3\{K4} ⊆ O◦D1. Wyniku tego nie można
przenieść na kolorowanie acykliczne. Ponieważ istnieje nieskończenie wiele grafów o
maksymalnym stopniu 3 z acykliczna֒ liczba֒ chromatyczna֒ równa֒ 4, wie֒c istnieje też
nieskończenie wiele grafów o maksymalnym stopniu 3, które nie maja֒ acyklicznego
(O,D1)-podzia lu. Boiron et al. [10] udowodnili, że S3 \ {K4, K3,3} ⊆ D1 ⊙ D1.
Ponadto w tej samej pracy zosta lo pokazane, że S3 ⊆ D1 ⊙ S2. W pracy [H2]
pierwszy z wyników wzmocniono w naste֒puja֒cy sposób:

Twierdzenie 3 ([H2], Thm. 4) S3 \ {K4, K3,3} ⊆ D1 ⊙ LF .

W pracy [H3] kontynuowane sa֒ poprzednie badania, rozważano grafy o maksy-
malnym stopniu co najwyżej 4. Udowodniono, że każdy graf o maksymalnym stopniu
co najwyżej 4 ma acykliczny (S3,S3,S3)-podzia l.

Twierdzenie 4 ([H3], Thm. 3.1) S4 ⊆ S3 ⊙ S3 ⊙ S3 .

Z twierdzenia 2 wynika, że istnieje graf należa֒cy do S4, który nie ma acyklicznego
3-niew laściwego 2-kolorowania. Zatem poprzedniego twierdzenia nie można wzmo-
cnić przez ograniczenie liczby kolorów. W dalszej cze֒ści pracy [H3] rozważano
acykliczne kolorowanie, w którym klasy kolorów indukuja֒ lasy. Zauważmy, że aby
pokolorować w taki sposób graf Kn+1 (n ≥ 2) musimy użyć co najmniej n kolorów.
W [H3] udowodniono, że każdy graf G ∈ S4 ma acykliczny (D1,D1,D1,D1)-podzia l.

Twierdzenie 5 ([H3], Thm. 4.1) S4 ⊆ D1 ⊙D1 ⊙D1 ⊙D1.

Z zaobserwowanej w lasności dla grafu Kn+1 wynika, że twierdzenia 5 nie można
wzmocnić przez ograniczenie liczby kolorów. Można podać silniejsza֒ wersje֒ twierdze-
nia ”poprawiaja֒c” w lasności, na które dzielimy graf. W [H3] udowodniono, że każdy
graf G ∈ S4 można acyklicznie pokolorować za pomoca֒ 4 kolorów w taki sposób, że
każda klasa kolorów indukuje las o maksymalnym stopniu 3.

Twierdzenie 6 ([H3], Thm. 4.3) S4 ⊆ P1 ⊙P2 ⊙P3 ⊙P4, gdzie Pi = D1 ∩ S3 dla
i ∈ {1, . . . , 4}.
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4 Krawe֒dziowe kolorowanie grafów

Zauważmy, że jeżeli P1,P2, . . . ,Pk sa֒ w lasnościami dziedzicznymi, to P1 ⊕ · · · ⊕ Pk

jest również w lasnościa֒ dziedziczna֒. Zatem w lasność P1 ⊕ · · · ⊕ Pk może być w
sposób jednoznaczny opisana za pomoca֒ zbioru minimalnych grafów zabronionych.
W pracach [H4] i [H5], poprzez zbiór minimalnych grafów zabronionych, scharak-
teryzowano grafy, które maja֒ (P1,P2)-dekompozycje֒ (dla ustalonych w lasności dzie-
dzicznych P1,P2).

Zbiór minimalnych grafów zabronionych dla w lasności dziedzicznej P1 ⊕ P2 jest
ścísle zwia֒zany ze zbiorem grafów minimalnych Ramseya. Piszemy, że G → (F,H)
jeżeli w każdym czerwono-niebieskim dwukolorowaniu krawe֒dzi grafu G, czerwony
podgraf zawiera F lub niebieski podgraf zawiera H. W przeciwnym razie piszemy
G 6→ (F,H). Mówimy, że graf G jest (F,H)-minimalny (minimalnym grafem Ram-
seya), jeżeli G → (F,H) i G′ 6→ (F,H) dla dowolnego podgrafu w laściwego G′ ⊆ G.
Zbiór wszystkich (F,H)-minimalnych grafów oznaczamy przez R(F,H).

Niech P1, P2 be֒da֒ w lasnościami dziedzicznymi z jednym minimalnym podgrafem
zabronionym, tzn. P1 = Forb({F}) i P2 = Forb({H}). (P1,P2)-dekompozycja jest
takim podzia lem (E1, E2) krawe֒dzi E(G), że G[E1] nie zawiera grafu F i G[E2] nie
zawiera grafu H. Zatem G nie ma (P1,P2)-dekompozycji wtedy i tylko wtedy, gdy
zachodzi G → (F,H). Z tego wynika, że zbiór minimalnych podgrafów zabronionych
dla w lasności P1⊕P2 jest dok ladnie zbiorem grafów (F,H)-minimalnych, wie֒c F (P1⊕
P2) = R(F,H) lub równoważnie możemy zapisać F (Forb({F}) ⊕ Forb({H})) =
R(F,H).

W literaturze można znaleźć wiele prac, w których rozważa sie֒ zbiór R(F,H). W
cze֒ści z nich bada sie֒, czy zbiór R(F,H) jest skończony czy nieskończony. W innych
charakteryzuje sie֒ grafy należa֒ce do zbioru R(F,H), tzn. charakteryzuje sie֒ zbior
minimalnych podgrafów zabronionych dla w lasności Forb({F})⊕Forb({H}). Wśród
nich sa֒ prace zwia֒zane z grafami minimalnymi Ramseya dla gwiazd i K3. Na przyk lad
Mengersen et al. [47] scharakteryzowali grafy należa֒ce do zbioru R(2K2, K1,n). W
pracy [16] Burr et al. opisali zbiór R(2K2, K3). Burr et al. w pracy [15] pokazali, że
jeżeli m,n sa֒ nieparzyste, to R(K1,m, K1,n) = {Km+n+1}. Burr et al. [17] udowodnili,
że R(K1,2, K1,2) = {K1,3} ∪ {C2n+1 : n ∈ N}. Natomiast problem scharakteryzowa-
nia grafów należa֒cych do R(K1,m, K1,n), gdy jedna z liczb m,n jest parzysta dla
pozosta lych m,n, jest otwarty. Z twierdzenia udowodnionego przez  Luczaka [49]
wynika, że zbiór ten jest nieskończony. W pracy [H5] podano cze֒ściowe rozwia֒zanie
tego problemu, badano zbiór R(K1,2, K1,m) dla m ≥ 3. Podano twierdzenia charak-
teryzuja֒ce grafy należa֒ce do tego zbioru, wyniki te podamy w podrozdziale 4.2.
Ponadto w pracy [H5] podano warunek wystarczaja֒cy na to, aby graf należa l do
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R(K1,m, K1,n).
W pracy [H4] opisano wszystkie grafy należa֒ce do R(K1,2, K3). Idea konstrukcji,

która֒ użyto w tej pracy, zosta la później zastosowana i uogólniona w pracach [7,
8, 12, 41]. Baskoro et al. w pracach [7, 8] za pomoca֒ tej konstrukcji otrzymali
nieskończona֒ rodzine֒ grafów należa֒cych do R(K1,2, C4), Ha luszczak w pracy [41]
wygenerowa l nieskończona֒ rodzine֒ grafów z R(K1,2, Kn), natomiast w pracy [12]
Borowiecka-Olszewska et al. wygenerowali nieskończona֒ rodzine֒ grafów należa֒cych
do R(K1,2,G), gdzie G jest klasa֒ grafów dwuspójnych.

W lasność dziedziczna Sk ma dok ladnie jeden minimalny podgraf zabroniony
K1,k+1, podobnie jedynym minimalnym podgrafem zabronionym dla w lasności I1

jest graf K3. Jeżeli graf G ma (S1,Sm−1)-dekompozycje֒ (G ∈ S1 ⊕ Sm−1), to
G 6→ (K1,2, K1,m). Jeżeli graf G ma (S1, I1)-dekompozycje֒ (G ∈ S1 ⊕ I1), to
G 6→ (K1,2, K3). Zatem problem scharakteryzowaniania grafów należa֒cych do
R(K1,2, K1,m), który badano w pracy [H5], możemy w sposób równoważny wyrazić
jako problem scharakteryzowania zbioru minimalnych grafów zabronionych dla w la-
sności S1⊕Sm−1. Podobnie problem wyznaczenia grafów należa֒cych do R(K1,2, K3),
który badano w pracy [H4], jest równoważny problemowi wyznaczenia zbioru mi-
nimalnych grafów zabronionych dla w lasności S1 ⊕ I1. Możemy wie֒c powiedzieć,
że w obu przypadkach zbiory grafów, które maja֒ pewna֒ ustalona֒ dekompozycje֒
(kolorowanie krawe֒dziowe) zosta ly opisane przez minimalne podgrafy zabronione.
G lówne wyniki z prac [H4] i [H5] zostana֒ przedstawione odpowiednio w podrozdzia-
 lach 4.1 i 4.2.

4.1 R(K1,2, K3)

Omówienie g lównego twierdzenia zawartego w pracy [H4] rozpoczniemy od wprowa-
dzenia potrzebnych definicji i oznaczeń.

K3-droga֒ nazywamy graf G o zbiorze wierzcho lków V (G) = {v1, v2, . . . , vk,
w1, w2, . . . , wk−1} i zbiorze krawe֒dzi E(G) = {vivi+1 : i = 1, 2, . . . , k−1}∪{viwi : i =
1, 2, . . . , k − 1} ∪ {wivi+1 : i = 1, 2, . . . , k − 1}, dla k ≥ 2. K3-cyklem nazywamy graf
G o zbiorze wierzcho lków V (G) = {v1, v2, . . . , vk, w1, w2, . . . , wk} i zbiorze krawe֒dzi
E(G) = {vivj : i = 1, 2, . . . , k, j ≡ i + 1 (mod k)} ∪ {wivi : i = 1, 2, . . . , k} ∪ {wivj :
i = 1, 2, . . . , k j ≡ i + 1 (mod k)}, dla k ≥ 4. D lugościa֒ K3-drogi (K3-cyklu) nazy-
wamy liczbe֒ trójka֒tów w niej zawartych. Z definicji wynika, że każdy K3-cykl ma
d lugość co najmniej 4.

Nieparzysta֒ K2
3 -droga֒ nazywamy graf otrzymany z K3-drogi przez dodanie do niej

krawe֒dzi wiwi+1 (i = 1, . . . , k − 2). D lugościa֒ K2
3 -drogi nazywamy liczbe֒ trójka֒tów

w niej zawartych. Zauważmy, że d lugość K2
3 -drogi jest zawsze liczba֒ nieparzysta֒.
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Przez R oznaczamy graf z korzeniem r przedstawiony na rysunku 1.
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Rysunek 1. Graf R.
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Rysunek 2. Grafy: F1, F2, F3.

Niech T be֒dzie klasa֒ z lożona֒ z naste֒puja֒cych grafów:

1. grafy F1, F2, F3 przedstawione na rysunku 2;

2. F4(k), k ≥ 0 — dwie wierzcho lkowo roz la֒czne kopie grafu R, których korzenie
sa֒ po la֒czone K3-droga֒ d lugości k (rysunek 3), dla k = 0 mamy dwie kopie
grafu R sklejone korzeniami;

3. F5(t1, t2, k), t1 ≥ 4, t2 ≥ 4, k ≥ 0 — dwa wierzcho lkowo roz la֒czne K3-cykle,
d lugości t1 i t2, po la֒czone K3-droga֒ d lugości k (rysunek 3), dla k = 0 mamy
dwa K3-cykle sklejone wierzcho lkiem;

4. F6(t, k), t ≥ 4, k ≥ 0 — graf R i K3-cykl d lugości t razem z K3-droga֒ d lugości k,
która  la֒czy korzeń R z dowolnym wierzcho lkiem K3-cyklu (rysunek 3), dla k =
0 mamy graf R i K3-cykl sklejone korzeniem grafu R i dowolnym wierzcho lkiem
K3-cyklu;



Autoreferat 12

5. F7(t, k), t ≥ 4, k ≥ 1 — K3-cykl H d lugości t i K3-droga d lugości k, która
 la֒czy dwa wierzcho lki x, y ∈ V (H) takie, że k + dH(x, y) ≥ 4 (symbol dH(x, y)
oznacza odleg lość mie֒dzy wierzcho lkami x i y w grafie H) (rysunek 3);

6. F8(t), F9(t),. . . , F15(t), t ≥ 4 — grafy otrzymane z K3-cyklu d lugości t przez
dodanie nowych trójka֒tów tak, jak na rysunku 4;

7. F16(t), t ≥ 5 — graf otrzymany z nieparzystej K2
3 -drogi P d lugości t w

naste֒puja֒cy sposób: do P dodajemy nowe krawe֒dzie zy′, yz′ i zz′, gdzie z, z′

sa֒ wierzcho lkami stopnia 2 w P , y, y′ sa֒ wierzcho lkami stopnia 3 w P (rysunek
3).

F4(3) F5(4, 4, 3)

F6(4, 3)

x

y

F7(6, 3)

zy z′ y′

F16(9)

Rysunek 3. Przyk lady grafów F4(k), F5(t1, t2, k), F6(t, k), F7(t, k), F16(t).
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Rysunek 4. Grafy: F8(t), F9(t), . . . , F15(t).

Twierdzenie 7 ([H4], Thm. 1) G ∈ R(K1,2, K3) wtedy i tylko wtedy, gdy G ∈ T .

4.2 R(K1,2, K1,m)

W pracy [H5] scharakteryzowano grafy należa֒ce do R(K1,2, K1,m) dla m ≥ 3. Naj-
pierw zauważmy, że K1,m+1 ∈ R(K1,2, K1,m). Zatem wszystkie pozosta le grafy G
należa֒ce do R(K1,2, K1,m) nie zawieraja֒ podgrafu K1,m+1, sta֒d ∆(G) ≤ m. Jeżeli
∆(G) ≤ m − 1, to każda֒ krawe֒dź grafu G możemy pokolorować na niebiesko i
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otrzymamy (S1,Sm−1)-dekompozycje֒ grafu G (tzn. G 6→ (K1,2, K1,m)), wówczas
G /∈ R(K1,2, K1,m). Z tego wynika, że ∆(G) = m. k-faktorem grafu nazywamy k-
regularny podgraf rozpinaja֒cy. Zauważmy, że jeżeli graf G, o maksymalnym stopniu
równym m, ma 1-faktor, to koloruja֒c krawe֒dzie 1-faktora na czerwono, a pozosta le
krawe֒dzie grafu na niebiesko, otrzymamy (S1,Sm−1)-dekompozycje֒ grafu G. Zatem
(S1,Sm−1)-dekompozycja grafu jest zwia֒zana z istnieniem 1-faktora w grafie. W
charakteryzacji zbioru R(K1,2, K1,m) wykorzystano dwa znane twierdzenia opisuja֒ce
grafy, które posiadaja֒ 1-faktor.

Graf rze֒du co najmniej 3 nazywamy faktor-krytycznym, jeżeli G− v ma 1-faktor
dla każdego v ∈ V (G). Zauważmy, że jeżeli graf G jest faktor-krytyczny, to G nie ma
1-faktora, bo jest nieparzystego rze֒du. Oznaczmy przez CG zbiór komponent grafu
G i przez q(G) liczbe֒ komponent nieparzystego rze֒du grafu G. Niech S ⊆ V (G).
Przez GS oznaczmy graf otrzymany z G przez ścia֒gnie֒cie komponent C ∈ CG−S

do pojedynczych wierzcho lków i usunie֒cie krawe֒dzi mie֒dzy wierzcho lkami zbioru S,
tzn. GS jest grafem dwudzielnym o zbiorze wierzcho lków S∪CG−S i zbiorze krawe֒dzi
{sC : s ∈ S i istnieje c ∈ C taki, że sc ∈ E}. Zbiór krawe֒dzi niezależnych M grafu
G nazywamy skojarzeniem. Mówimy, że zbiór wierzcho lków S jest skojarzony z
G− S, jeżeli istneje skojarzenie M w grafie GS takie, że każdy wierzcho lek zbioru S
jest incydentny z krawe֒dzia֒ M .

Pierwsze twierdzenie, opisuja֒ce grafy, które posiadaja֒ 1-faktor, jest konsekwencja֒
twierdzenia Gallai-Edmondsa [27, 38, 39]. Przedstawimy je w postaci podanej w [24].

Twierdzenie 8 ([24]) Każdy graf G ma zbiór wierzcho lków S o naste֒puja֒cych w la-
snościach:

(i) S jest skojarzony z G− S;

(ii) każda komponenta G− S jest faktor-krytyczna.

Niech S be֒dzie dowolnym zbiorem, który ma obie powyższe w lasności. Graf G ma
1-faktor wtedy i tylko wtedy, gdy |S| = |CG−S|.

W drugim twierdzeniu podamy warunek Tutte na istnienie 1-faktora w grafie.

Twierdzenie 9 ([52]) Graf G ma 1-faktor wtedy i tylko wtedy, gdy q(G− S) ≤ |S|
dla każdego S ⊆ V (G).

Mówimy, że zbiór S ⊆ V (G) ma w lasność S (lub krótko jest S-zbiorem), jeżeli
spe lnia (i) and (ii) twierdzenia 8. Jeżeli S ⊆ V (G) jest zbiorem, dla którego zachodzi



Autoreferat 15

q(G−S) > |S|, to mówimy, że S ma w lasność T (lub krótko jest T -zbiorem). T -zbiór
S jest T -maksymalny, jeżeli S nie jest podzbiorem w laściwym żadnego T -zbioru.

W pierwszej charakteryzacji grafów należa֒cych do R(K1,2, K1,m) wykorzystano
poje֒cie S-zbioru.

Twierdzenie 10 ([H5], Thm. 3) Niech m ≥ 3. G ∈ R(K1,2, K1,m) wtedy i tylko
wtedy, gdy G = K1,m+1 lub graf G ma naste֒puja֒ce w lasności:

1. G jest spójny,

2. ∆(G) = m,

3. w grafie G istnieje S-zbiór S, dla którego zachodzi:

(a) d(v) = m dla każdego v ∈ V (G− S),

(b) |S| = q(G− S) − 1,

(c) jeżeli C jest komponenta֒ grafu G− S, to S jest skojarzony z (G−C)−S,

(d) G[S] jest grafem bezkrawe֒dziowym.

Ponadto w pracy [H5] udowodniono naste֒puja֒ce twierdzenie:

Twierdzenie 11 ([H5], Cor. 1) Niech m ≥ 3. Jeżeli G ∈ R(K1,2, K1,m) i G 6=
K1,m+1, to dla każdego S-zbioru S grafu G zachodzi:

(a) d(v) = m dla każdego v ∈ V (G− S),

(b) |S| = q(G− S) − 1,

(c) jeżeli C jest komponenta֒ grafu G− S, to S jest skojarzony z (G− C) − S,

(d) G[S] jest grafem bezkrawe֒dziowym.

W drugiej charakteryzacji grafów należa֒cych do R(K1,2, K1,m) wykorzystano poje֒cie
T -zbioru.

Twierdzenie 12 ([H5], Thm. 4) Niech m ≥ 3. G ∈ R(K1,2, K1,m) wtedy i tylko
wtedy, gdy G = K1,m+1 lub G ma naste֒puja֒ce w lasności:

1. G jest spójny,

2. ∆(G) = m,
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3. istnieje T -maksymalny zbiór S, dla którego zachodzi:

(a) d(v) = m dla każdego v ∈ V (G− S),

(b) dla każdego S ′ ⊆ S, który ma w lasność T w G, zbiór CG−S′ zawiera tylko
komponenty nieparzystego rze֒du,

(c) |S| = q(G− S) − 1,

(d) G[S] jest grafem bezkrawe֒dziowym.

W pracy [H5] pokazano, że każdy T -maksymalny zbiór grafu G ∈ R(K1,2, K1,m),
podobnie jak każdy S-zbiór grafu G, spe lnia za lożenia twierdzenia 10.

Twierdzenie 13 ([H5], Cor. 3) Niech m ≥ 3. Jeżeli G ∈ R(K1,2, K1,m) i G 6=
K1,m+1, to dla każdego T -maksymalnego zbioru S grafu G zachodzi:

(a) d(v) = m dla każdego v ∈ V (G− S),

(b) |S| = q(G− S) − 1,

(c) jeżeli C jest komponenta֒ grafu G− S, to S jest skojarzony z (G− C) − S,

(d) G[S] jest grafem bezkrawe֒dziowym.

Ponadto udowodniono naste֒puja֒ce twierdzenie:

Twierdzenie 14 ([H5], Cor. 2) Niech G ∈ R(K1,2, K1,m). Zbiór S ma w lasność S i
spe lnia warunki (a)–(d) twierdzenia 10 wtedy i tylko wtedy, gdy S jest T -maksymal-
nym zbiorem i spe lnia warunki (a)–(d) twierdzenia 12.

W pracy [H5] podano warunek wystarczaja֒cy na to, aby graf należa l do zbioru
R(K1,m, K1,n).

Twierdzenie 15 ([H5], Thm 6) Niech m be֒dzie liczba֒ nieparzysta֒, n liczba֒ parzysta֒
oraz m,n ≥ 2. Jeżeli G → (K1,m, K1,n) oraz G ∈ R(K1,2, K1,m+n−2), to G ∈
R(K1,m, K1,n).
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5 Rozgrywane kolorowanie grafów

W tym rozdziale omówimy wyniki z prac: [H6], [H7], [H8], [H9], dotycza֒ce kolorowa-
nia wierzcho lków grafu z ograniczeniem na sposób, w jaki wierzcho lki sa֒ wybierane do
pokolorowania. Zdefiniujemy podzia l grafu z niewspó lpracuja֒cym partnerem przez
dwuosobowa֒ gre֒. Niech dany be֒dzie graf G i uporza֒dkowany zbiór addytywnych
w lasności dziedzicznych (P1, . . . ,Pr). Dwóch graczy Alice i Bob naprzemian koloruja֒
wierzcho lki grafu G. Alice rozpoczyna gre֒. Każdy gracz koloruje jeden wierzcho lek
grafu G kolorem ze zbioru {1, . . . , r} w taki sposób, że po jego ruchu podgraf in-
dukowany przez G[Vi] ma w lasność Pi dla i ∈ {1, 2, . . . , r} (Vi jest zbiorem wierz-
cho lków pokolorowanych kolorem i). Jeżeli po |V (G)| ruchach graczy otrzymalísmy
(P1, . . . ,Pr)-podzia l grafu G, to gre֒ wygrywa Alice. Mówimy wówczas, że graf G ma
w lasność P1� · · ·�Pr. Bob wygrywa gre֒, gdy po ruchu gracza pojawi sie֒ wierzcho lek,
którego nie można pokolorować żadnym kolorem ze zbioru {1, . . . , r}. Powyższa֒ gre֒
nazywamy (P1, . . . ,Pr)-gra֒. Idee֒ powyższej gry wprowadzono w pracy [H6]. Jeżeli
P1 = P2 = · · · = Pr = P , to powyższa֒ gre֒ nazywamy P-gra֒ z r kolorami. Dla danego
grafu G najmniejsza֒ liczbe֒ r, dla której Alice ma strategie֒ wygrywaja֒ca֒ w P-gre֒ z r
kolorami, nazywamy P-rozgrywana֒ liczba֒ chromatyczna֒ i oznaczamy χP

g (G). Niech
R be֒dzie klasa֒ grafów. Jeżeli zbiór {χP

g (G) : G ∈ R} jest skończony, to zdefiniujmy
χP
g (R) = max{χP

g (G) : G ∈ R}.
Gdy P jest klasa֒ grafów bezkrawe֒dziowych i gracze używaja֒ r kolorów, to otrzy-

mamy dobrze znana֒ wersje֒ P-gry — gre֒ r-koloruja֒ca֒. Wówczas gracz może pokoloro-
wać wierzcho lek v kolorem i, i ∈ {1, . . . , r} tylko, gdy v nie ma sa֒siada pokolorowane-
go kolorem i. Najmniejsza֒ liczbe֒ r, dla której Alice ma strategie֒ wygrywaja֒ca֒ w
gre֒ r-koloruja֒ca֒ na grafie G, nazywamy rozgrywana֒ liczba֒ chromatyczna֒ grafu G i
oznaczamy χg(G). Poje֒cie rozgrywanej liczby chromatycznej zosta lo wprowadzone
przez Bodlaendera w pracy [9], który bada l także jej z lożoność obliczeniowa֒. Do
tej pory zosta ly wyznaczone wartości rozgrywanej liczby chromatycznej dla różnych
klas grafów. Wersja P-gry, w której P jest klasa֒ grafów o maksymalnym stopniu co
najwyżej d, zosta la wprowadzona przez Chou et al. [23] i nazywana jest gra֒ (r, d)-
niew laściwie koloruja֒ca֒. Najmniejsza֒ liczbe֒ r, dla której Alice ma strategie֒ wygry-
waja֒ca֒ w gre֒ (r, d)-niew laściwie koloruja֒ca֒ na grafie G, nazywamy d-niew laściwa֒

rozgrywana֒ liczba֒ chromatyczna֒ grafu G i oznaczamy χ
(d)
g (G).

Dla klasy grafów R, podobie jak χP
g (R), zdefinujmy:

χg(R) = max{χg(G) : G ∈ R},

χ
(d)
g (R) = max{χ

(d)
g (G) : G ∈ R}.

Pierwszy rezultat otrzymany w pracy [H6] zwia֒zany jest z (O,O)-gra֒. Scharak-



Autoreferat 18

teryzowano wszystkie grafy, dla których Alice ma strategie֒ wygrywaja֒ca֒ w te֒ gre֒,
tzn. scharakteryzowano wszystkie grafy należa֒ce do zbioru O�O.

Niech B be֒dzie klasa֒ grafów dwudzielnych G, które maja֒ naste֒puja֒ce w lasności:
(1) χg(G) ≥ 3,
(2) Dla dowolnego wierzcho lka v ∈ V (G) istnieje wierzcho lek u ∈ V (G) (u 6= v) taki,
że {v, u} jest zbiorem dominuja֒cym w G.

Twierdzenie 16 ([H6], Thm. 2) G ∈ O�O wtedy i tylko wtedy, gdy G jest lasem
gwiazd lub G = G1 ∪ · · · ∪ Gt ∪ H, gdzie H jest lasem gwiazd nieparzystego rze֒du,
Gi ∈ B (i ∈ {1, . . . , t}) oraz jeżeli t ≥ 2, to rza֒d każdego grafu Gi jest parzysty.

W pracy [60] Zhu postawi l naste֒puja֒cy problem:

Problem 1 Za lóżmy, że χg(G) = k. Czy dla dowolnej liczby k′, k′ > k, Alice ma
strategie֒ wygrywaja֒ca֒ w gre֒ k′-koloruja֒ca֒ na grafie G?

Twierdzenie 16 daje pozytywna֒ odpowiedź na pytanie postawione w problemie
1 dla k = 2. Ponadto z twierdzenia 16 wynika, że można w czasie wielomianowym
rozstrzygna֒ć, czy Alice ma strategie֒ wygrywaja֒ca֒ w (O,O)-grze. Z lożoność prob-
lemu gry r-koloruja֒cej zosta la postawiona w pracy [9] jako problem otwarty.

Kolejne twierdzenie udowodnione w pracy [H6] dotyczy gry koloruja֒cej na lasach.
Chou et al. [23] udowodnili, że każde drzewo należy do O1�O1�O1. W tej samej
pracy zosta lo wskazane drzewo T , dla którego Bob ma strategie֒ wygrywaja֒ca֒ w
(O1,O1)-gre֒. Z tego wynika, że resultat otrzymany przez Chou et al. nie może
być wzmocniony przez ograniczenie liczby kolorów. W pracy [H6] wzmocniono ten
rezultat przez pokazanie, że każdy las należy do O�O�O1.

Twierdzenie 17 ([H6], Thm. 3) D1 ⊆ O�O�O1.

Ponadto w pracy [H6] wskazano las T , dla którego Bob ma strategie֒ wygrywaja֒ca֒ w
(O,SF)-gre֒.

Twierdzenie 18 ([H6], Thm. 4) D1 6⊆ O�SF .

W literaturze rozważana by la też krawe֒dziowa wersja gry koloruja֒cej. Rozgry-
wanym indeksem chromatycznym χ′

g(G) nazywamy najmniejsza֒ liczbe֒ r, dla której
Alice ma strategie֒ wygrywaja֒ca֒ w krawe֒dziowa֒ wersje֒ gry r-koloruja֒cej na grafie G.
Cai i Zhu [19] wyznaczyli ograniczenie górne, równe ∆ + 3k − 1, dla rozgrywanego
indeksu chromatycznego grafów k-zdegenerowanych o maksymalnym stopniu ∆. Z
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tego wyniku otrzymujemy, że rozgrywany indeks chromatyczny dowolnego drzewa o
maksymalnym stopniu ∆, wynosi co najwyżej ∆ + 2. W tej samej pracy autorzy
poprawili ograniczenie górne dla drzew o maksymalnym stopniu 3. Udowodnili, że
rozgrywany indeks chromatyczny drzewa o maksymalnym stopniu 3 z nieparzysta֒
liczba֒ krawe֒dzi, wynosi co najwyżej 4. Powyższe wyniki zainspirowa ly badania nad
naste֒puja֒cym problemem: czy rozgrywany indeks chromatyczny dowolnego drzewa o
maksymalnym stopniu ∆ wynosi co najwyżej ∆ + 1?  Latwo zauważyć, że odpowiedź
na powyższe pytanie jest pozytywna dla ∆ = 2. Erdős et al. [28] dali pozytywna֒
odpowiedź dla ∆ ≥ 6. Andres [5] poprawi l poprzedni rezultat, udowodni l, że jeżeli
∆ ≥ 5, to χ′

g(T ) ≤ ∆ + 1 dla drzewa T o maksymalnym stopniu ∆. Ten sam
autor w pracy [4] rozwia֒za l przypadek dla ∆ = 3. Problem ∆ = 4 pozostaje ot-
warty. Ostatnio Chan et al. [21] udowodnili, że χ′

g(T ) ≤ 5, jeżeli ∆(T ) = 4 i T
jest lasem, którego każda komponenta jest ga֒sienica֒ lub T nie ma dwóch sa֒siednich
wierzcho lków stopnia 4.

Gre֒ na krawe֒dziach grafu G możemy zawsze postrzegać, jako gre֒ na wierzcho lkach
grafu krawe֒dziowego L(G). Kaktusem nazywamy graf, w którym każdy blok jest
cyklem lub K2 i dowolne dwa bloki maja֒ co najwyżej jeden wspólny wierzcho lek. Graf
krawe֒dziowy drzewa o maksymalnym stopniu 3 jest wie֒c kaktusem z cyklami d lugości
co najwyżej 3 taki, że każdy wierzcho lek należy do co najwyżej dwóch bloków. Wynik
Andes [4] implikuje, że rozgrywana liczba chromatyczna takich specjalnych kaktusów
wynosi co najwyżej 4.

W pracy [H7] rozważano gre֒ na kaktusach. Z jednej strony wskazano kaktus,
dla którego Bob ma strategie֒ wygrywaja֒ca֒ w gre֒ 4-koloruja֒ca֒. Z drugiej strony
udowodniono twierdzenie mówia֒ce, że dla dowolnego kaktusa Alice ma strategie֒
wygrywaja֒ca֒ w gre֒ 5-koloruja֒ca֒. Dowód tego twierdzenia oparty jest na badaniu
innego inwariantu grafu — rozgrywanej liczby koloruja֒cej, która zosta la wprowa-
dzona przez Zhu w [60]. Rozgrywana liczba koloruja֒ca zosta la zdefiniowana poprzez
dwuosobowa֒ gre֒ — gre֒ etykietuja֒ca֒. Alice i Bob naprzemian oznaczaja֒ wierzcho lki
grafu G. Alice rozpoczyna gre֒. Gra kończy sie֒, gdy wszystkie wierzcho lki sa֒ zazna-
czone. Dla wierzcho lka v oznaczmy symbolem s(v) liczbe֒ jego sa֒siadów, którzy byli
zaznaczeni przed nim. Wynikiem gry nazywamy liczbe֒ s = 1 + maxv∈V s(v). Celem
Alice jest minimalizowanie wyniku gry, natomiast celem Boba jest maksymalizowanie
wyniku gry. Rozgrywana֒ liczba֒ koloruja֒ca֒ colg(G) nazywamy najmniejsza֒ liczbe֒ s,
dla której Alice ma strategie֒ wygrywaja֒ca֒ w gre֒ etykietuja֒ca֒ z wynikem co najwyżej
s.  Latwo zauważyć, że dla dowolnego grafu G zachodzi χg(G) ≤ colg(G). W lasność
powyższa pozwala wykorzystywać rozgrywana֒ liczbe֒ koloruja֒ca֒, jako narze֒dzie do
badania rozgrywanej liczby chromatycznej grafu.

Niech R be֒dzie klasa֒ grafów, podobnie jak wcześniej, zdefiniujmy rozgrywana֒
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liczbe֒ koloruja֒ca֒ dla klasy grafów colg(R) = max{colg(G) : G ∈ R}. W pracy [H7]
udowodniono naste֒puja֒ce twierdzenie:

Twierdzenie 19 ([H7], Thm. 1) Jeżeli C jest klasa֒ kaktusów, to χg(C) = colg(C) =
5.

W kolejnych dwóch pracach [H8] i [H9] rozważano gry koloruja֒ce na klasie grafów
oznaczonych symbolem Hk:

Hk = {G : każdy blok grafu G ma co najwyżej k wierzcho lków}.

Klasa Hk jest interesuja֒ca ze wzgle֒du na to, że zawiera w sobie wiele znanych klas
grafów. Na przyk lad H2 jest klasa֒ lasów. Jeżeli G ∈ Hk i każdy blok grafu jest
grafem pe lnym, to G jest drzewem Husimi. Jeżeli G ∈ Hk i każdy blok jest cyklem
lub K2, to G jest kaktusem. Hk zawiera także w sobie grafy krawe֒dziowe lasów.
Jeżeli każdy blok grafu G ∈ Hk jest grafem pe lnym i każdy wierzcho lek grafu G jest
w co najwyżej dwóch blokach, to G jest grafem krawe֒dziowym lasu o maksymal-
nym stopniu co najwyżej k. Zatem gra koloruja֒ca krawe֒dzie lasu odpowiada grze
koloruja֒cej wierzcho lki grafów należa֒cych do Hk.

Pierwszy wynik z pracy [H8] mówi o rozgrywanej liczbie chromatycznej grafów
należa֒cych do Hk. Przypomnijmy, że H2 jest klasa֒ lasów. Faigle et al. [31] udowod-
nili, że rozgrywana liczba chromatyczna lasu wynosi co najwyżej 4, czyli dla T ∈ H2

zachodzi χg(T ) ≤ 4. W pracy [H8] pokazano, że dla dowolnego k liczba k + 2 jest
ograniczeniem górnym rozgrywanej liczby chromatycznej grafu należa֒cego Hk.

Twierdzenie 20 ([H8], Thm. 8) Dla k ≥ 2 zachodzi χg(Hk) ≤ k + 2.

Zauważmy, że z powyższego twierdzenia wynika, że rozgrywany indeks chromaty-
czny lasu o maksymalnym stopniu k wynosi co najwyżej k+ 2. Wiadomo, że istnieje
las T o maksymalnym stopniu k, dla którego χ′

g(T ) = k + 1.  La֒cza֒c to z twierdze-
niem 20 otrzymujemy dolne i górne ograniczenie na rozgrywana֒ liczbe֒ chromatyczna֒
klasy grafów Hk, k + 1 ≤ χg(Hk) ≤ k + 2. W pracy [H8] udowodniono, że dla
k ≥ 6 ograniczenie dolne jest także ograniczeniem górnym dla rozgrywanej liczby
chromatycznej klasy Hk.

Twierdzenie 21 ([H8], Thm. 11) Jeżeli k ≥ 6, to χg(Hk) = k + 1.

Z powyższego twierdzenia wynika twierdzenie Erdős et al. [28] mówia֒ce, że roz-
grywany indeks chromatyczny lasów o maksymalnym stopniu ∆, ∆ ≥ 6 wynosi
∆ + 1. Zatem w pracy [H8] uogólniono, na szersza֒ klase֒ grafów, twierdzenie Erdős
et al. [28].
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Kolejne wyniki pracy [H8] dotycza֒ (P1, . . . ,Pr)-gry na grafach należa֒cych do Hk.
W pracy [H7] zosta l wskazany kaktus T, T ∈ H3, którego rozgrywana liczba chro-
matyczna wynosi 5. Kaktus ten nie zawiera cykli d lugości wie֒kszej niż 3. Zatem
χg(H3) ≥ 5, a z tego wynika, że H3 6⊆ O�O�O�O. W pracy [H8] udowodniono
natomiast naste֒puja֒ca֒ w lasność klasy grafów H3:

Twierdzenie 22 ([H8], Thm.17) H3 ⊆ O1�O1�O�O.

Przypomnijmy, że problem czy rozgrywany indeks chromatyczny lasów o maksy-
malnym stopniu 4 jest ograniczony przez 5 czy 6, jest problemem otwartym. W
pracy [H8] zbliżono sie֒ do rozwia֒znia tego problemu. Otrzmano wynik troche֒ s labszy,
udowodniono, że Alice ma strategie֒ wygrywaja֒ca֒ w (O1,O,O,O,O)-gre֒ na wierz-
cho lkach grafu krawe֒dziowego lasu o maksymalnym stopniu 4. Ponieważ gra na
wierzcho lkach grafu krawe֒dziowego L(G) odpowiada grze na krawe֒dziach grafu G,
wie֒c w pracy [H8] pokazano strategie֒ wygrywaja֒ca֒ dla Alice, w gre֒ na krawe֒dziach
lasu o maksymalnym stopniu 4, w której gracze używaja֒ 5 kolorów i koloruja֒ krawe֒-
dzie tak, że krawe֒dzie w pierwszym kolorze indukuja֒ las gwiazd o maksymalnym
stopni 2, a krawe֒dzie w pozosta lych kolorach indukuja֒ skojarzenia. Wynik ten jest
wnioskiem z ogólniejszego twierdzenia udowodnionego w pracy:

Twierdzenie 23 ([H8], Thm. 19) Dla k ≥ 4 zachodzi Hk ⊆ P1�P2� · · ·�Pk+1,
gdzie P1 = O1, Pi = O (i = 2, . . . , k + 1).

W pracy [H9] kontynuowano rozważanie gier na grafach należa֒cych do Hk, w
szczególności gier niew laściwie koloruja֒cych grafy. W literaturze gra niew laściwie
koloruja֒ca֒ by la intensywnie badana dla różnych klas grafów, mie֒dzy innymi dla
cze֒ściowych k-drzew, grafów planarnych, grafów zewne֒trznie planarnych, drzew. He
et al. [42] zebrali udowodnione wyniki zwia֒zane z gra֒ niew laściwie koloruja֒ca֒ na
drzewach w naste֒puja֒ca֒ formu le֒:

Twierdzenie 24 ([23, 31, 42]) Dla d ∈ {0, 1, 2} zachodzi χ
(d)
g (H2) ≤ 4 − d.

oraz postawili hipoteze֒, że w podobny sposób można opisać wyniki dla gry na grafach
zewne֒trznie planarnych. Hipoteza ta zosta la udowodniona przez Wu et al. [56],
którzy uogólnili znane dotychczas twierdzenia dla grafów zewne֒trznie planarnych w
naste֒puja֒cy sposób:

Twierdzenie 25 ([56]) Dla 0 ≤ d ≤ 4 zachodzi χ
(d)
g (T2) ≤ 7 − d.
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W pracy [H9] podano podobna֒ formu le֒ dla grafów należa֒cych do Hk dla k ∈ {3, 4}.

Najpierw zauważmy, że z twierdzenia 20 wynika χ
(0)
g (G) ≤ k + 2 dla G ∈ Hk. Z

twierdzeń 22 i 23 wynika χ
(1)
g (G) ≤ k + 1 dla G ∈ Hk (k ≥ 3). Z twierdzenia 5

udowodnionego w pracy [H9] wynika, że χ
(2)
g (G) ≤ 3 dla G ∈ H3. Z twierdzenia 6

udowodnionego w pracy [H9] wynika, że jeżeli d ∈ {2, 3}, to χ
(d)
g (G) ≤ k + 2 − d dla

G ∈ H4.  La֒cza֒c, te wyniki otrzymujemy naste֒puja֒ca֒ formu le֒:

Twierdzenie 26 ([H9], Cor. 4) Dla k ∈ {3, 4} i 0 ≤ d ≤ k− 1 zachodzi χ
(d)
g (Hk) ≤

k + 2 − d.

Pomimo, że w literaturze jest wiele wyników dotycza֒cych rozgrywanej liczby
chromatycznej, to nie ma wielu strategii dla gry koloruja֒cej. Najbardziej znana֒
strategia֒ jest strategia aktywuja֒ca, która zosta la wprowadzona w pracy [31] dla
gry na drzewach. Później zosta la ulepszona w pracy [46]. Od tej pory jest ona
bardzo cze֒sto używana, Alice graja֒c zgodnie ze strategia֒ aktywuja֒ca֒ może wygrać
gre֒ koloruja֒ca֒, jak również opisane zosta ly wersje tej strategii dla gry etykietuja֒cej.
W pracy [H8] podano nowa֒ strategie֒, która umożliwia Alice wygranie nie tylko gry
koloruja֒cej na danym grafie, ale także dowolnej (P1, . . . ,Pr)-gry. W pracy [H9]
rozwinie֒to i ulepszono te֒ strategie֒ poprzez wprowadzenie gry pomocniczej, nazwanej
jednostronna֒ gra֒ koloruja֒ca֒ oraz parametru zwia֒zanego z ta֒ gra֒, nazwanego jed-
nostronnie rozgrywana֒ liczba֒ chromatyczna֒. Kluczowym punktem tej strategii jest
konstrukcja dla grafu G, na którym rozgrywana jest gra, specjalnej rodziny grafów
cze֒ściowo pokolorowanych, nazywanej rodzina֒ rozgrywanie domknie֒ta֒, która zawiera
niepokolorowany graf G. Alice wygra gre֒ na G, jeżeli be֒dzie kolorowa la wierzcho lki
w taki sposób, aby zawsze po jej ruchu, otrzymany cze֒ściowo pokolorowany graf
G, należa l do skonstruowanej wcześniej, rodziny rozgrywanie domknie֒tej. Poniżej
podamy formalna֒ definicje֒ rodziny rozgrywanie domknie֒tej oraz opiszemy strategie֒
gry. Ograniczymy sie֒ do P-gry,  latwo widać, że wszystkie poje֒cia można uogólnić
na (P1, . . . ,Pr)-gre֒.

Cze֒ściowym r-kolorowaniem grafu G nazywamy funkcje֒ cr : S → {1, . . . , r},
gdzie S ⊆ V (G). Pare֒ (G, cr) nazywamy cze֒ściowo r-pokolorowanym grafem. Jeżeli
żaden wierzcho lek grafu nie jest pokolorowany lub wszystkie wierzcho lki grafu sa֒
pokolorowane, to również mówimy, że graf jest cze֒ściowo pokolorowany. Niech P
be֒dzie addytywna֒ w lasnościa֒ dziedziczna֒. Mówimy, że kolor i jest (P , r)-dopuszczal-
ny dla niepokolorowanego wierzcho lka v, jeżeli i ∈ {1, . . . , r} i po pokolorowaniu
wierzcho lka v kolorem i, nie pojawi sie֒ monochromatyczny podgraf zabroniony dla
w lasności P , zawieraja֒cy v. Niech β(G) zawiera grafy izomorficzne z G, które zosta ly
cze֒ściowo pokolorowane.
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Definicja 1 Rodzine֒ β(G) nazywamy (P , r)-rozgrywanie domknie֒ta֒, jeżeli dla każ-
dego (G, cr) ∈ β(G) zachodzi:

(i) Jeżeli w (G, cr) sa֒ wierzcho lki niepokolorowane, to istnieje wierzcho lek, który
może być pokolorowany przez Alice kolorem (P , r)-dopuszczalnym w taki sposób,
że otrzymany graf be֒dzie należa l do β(G).

(ii) Jeżeli Bob pokoloruje wierzcho lek grafu (G, cr) dowolnym kolorem i, i ∈ {1, . . . ,
r} i po jego ruchu sa֒ wierzcho lki niepokolorowane, to istnieje wierzcho lek, który
może być pokolorowany przez Alice kolorem (P , r)-dopuszczalnym w taki sposób,
że otrzymany graf be֒dzie należa l do β(G).

Definicja 2 (G,P , r)-strategia

(1) Alice konstruuje rodzine֒ (P , r)-rozgrywanie domknie֒ta֒ β(G), która zawiera nie-
pokolorwany graf G.

(2) Alice gra w taki sposób, że zawsze po jej ruchu otrzymany graf należy do β(G).

Bezpośrednio z definicji rodziny rozgrywanie domknie֒tej wynika, że graja֒c zgod-
nie z (G,P , r)-strategia֒, Alice wygra P-gre֒ z r kolorami na grafie G. Ponadto za-
uważmy też, że graja֒c zgodnie z ta֒ strategia֒ Alice wygra gre֒, jeżeli pierwszy ruch
be֒dzie należa l do Boba lub jeżeli be֒dziemy rozważali gre֒, w której dopuszczamy, że
Bob może opuścić swój ruch.

W pracy [H9] zdefiniowano gre֒, w której Bob ma wie֒cej swobody w kolorowa-
niu niż Alice i może opuścić swój ruch. (G,P , r)-strategia umożliwia Alice wygranie
również tej gry. Niech dany be֒dzie graf G, addytywna w lasność dziedziczna P i zbiór
kolorów {1, . . . , r}. Dwóch graczy, Alice i Bob, koloruja֒ wierzcho lki grafu G, Alice
rozpoczyna gre֒. Gracze graja֒ naprzemian, ale Bob może opuścić swój ruch. Bob
może pokolorować wierzcho lek dowolnym kolorem ze zbioru {1, . . . , r}, Alice musi
pokolorować wierzcho lek kolorem (P , r)-dopuszczalnym dla tego wierzcho lka. Jeżeli
wszystkie wierzcho lki grafu sa֒ pokolorowane, to gre֒ wygrywa Alice, w przeciwnym
razie gre֒ wygrywa Bob. Zatem Bob wygrywa gre֒, gdy pojawi sie֒ niepokolorowany
wierzcho lek, dla którego nie ma (P , r)-dopuszczalnego koloru. Powyższa֒ gre֒ nazy-
wamy jednostronna֒ P-gra֒ z r kolorami. Jednostronnie P-rozgrywana֒ liczba֒ chro-
matyczna֒, oznaczana֒ przez χP

ug(G), nazywamy najmniejsza֒ liczbe֒ kolorów r, dla
której Alice ma strategie֒ wygrywaja֒ca֒ w jednostronna֒ gra֒ P-koloruja֒ca֒.

Ponieważ w jednostronnej P-grze Bob ma wie֒ksza֒ swobode֒ ruchu niż w P-
grze, jednostronnie P-rozgrywana liczba chromatyczna jest ograniczeniem górnym
P-rozgrywanej liczby chromatycznej
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Twierdzenie 27 ([H9], Lem. 5) Dla dowolnego grafu G zachodzi χP
g (G) ≤ χP

ug(G).

W dotychczasowej literaturze bardzo cze֒sto do oszacowania rozgrywanej liczby
chromatycznej danego grafu wykorzystywano rozgrywana֒ liczbe֒ koloruja֒ca֒, ponieważ
χg(G) ≤ colg(G). Jednostronnie rozgrywana liczba chromatyczna jest lepszym ogra-
niczeniem dla rozgrywanej liczby chromatycznej niż rozgrywana liczba koloruja֒ca.
Przypomnijmy, że χg(G) = χO

g (G).

Twierdzenie 28 ([H9], Lem. 6) Dla dowolnego grafu G zachodzi χg(G) ≤ χO
ug(G) ≤

colg(G).

Ponadto rozgrywanej liczby koloruja֒cej nie można wykorzystać do ograniczenia
rozgrywanej liczby d-niew laściwie chromatycznej, natomiast jednostronnie rozgry-
wana liczba chromatyczna może być też narze֒dziem do badania tego parametru.

Twierdzenie 29 ([H9], Lem. 7) Dla dowolnego grafu G zachodzi χd
g(G) ≤ χSd

ug(G).

Rozważmy graf K3,3 i jego podgraf G = K3,3 − M , gdzie M jest 1-faktorem
grafu K3,3.  Latwo sprawdzić, że χg(K3,3) = 3, natomiast dla grafu G Bob ma
strategie֒ wygrywaja֒ca֒ w gre֒ 3-koloruja֒ca֒. Na tym przyk ladzie widzimy, że rozgry-
wana liczba chromatyczna nie jest monotoniczna, co cze֒sto utrudnia jej badanie.
W przeciwieństwie do rozgrywanej liczby chromatycznej, jednostronnie rozgrywana
liczba chromatyczna jest monotoniczna.

Twierdzenie 30 ([H9], Lem. 3) Jeżeli G′ jest podgrafem G, to χP
ug(G

′) ≤ χP
ug(G).

Ponadto odpowiedź na pytanie postawione w problemie 1 dla jednostronnej gry
koloruja֒cej jest pozytywna.

Twierdzenie 31 ([H9], Lem. 4) Jeżeli Alice ma strategie֒ wygrywaja֒ca֒ dla jednos-
tronnej P-gry na grafie G z r kolorami, to ma strategie֒ wygrywaja֒ca֒ dla jednostronnej
P-gry na G z t kolorami dla t ≥ r.
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V. Omówienie pozosta lych osia֒gnie֒ć naukowo-badawczych

A) Lista publikacji niewchodza֒cych w sk lad osia֒gniecia naukowego
(prezentacja zgodna z kolejnościa֒ omawiania):

[P1] E. Sidorowicz, Size of C3-saturated graphs, Zeszyty Naukowe Politechniki Rze-
szowskiej 118 (1993) 61–66.

[P2] K. Amin, J. Faudree, R.J. Gould, E. Sidorowicz, On the non-(p − 1)-partite
Kp-free graphs, Discuss. Math. Graph Theory 33 (2013) 9–23.

[P3] M. Borowiecki, E. Sidorowicz, Weakly P-saturated graphs, Discuss. Math.
Graph Theory 22 (2002) 17–29.

[P4] E. Sidorowicz, Size of weakly saturated graphs, Discrete Math. 307 (2007) 1486–
1492.

[P5] M. Borowiecki, E. Sidorowicz, Some extremal problems of graphs with local con-
straints, Discrete Math. 251 (2002) 19–32.

[P6] M. Borowiecki, P. Borowiecki, E. Sidorowicz, Z. Skupień, On Extremal Size of
Locally k-tree Graphs, Czech. Math. J. 60 (135) (2010) 571–587.

[P7] A. Hoffmann, E. Sidorowicz, L. Volkmann, Extremal bipartite graphs with a
unique k-factor, Discuss. Math. Graph Theory 26 (2006) 181–192.

[P8] M. Borowiecki, D. Michalak, E. Sidorowicz, Generalized domination, indepen-
dance and irredundance in graphs, Discuss. Math. Graph Theory 17 (1997)
147–153.

[P9] K. Jesse-Józefczyk, E. Sidorowicz, Secure sets and their expansion in cubic
graphs, Cent. Eur. J. Math. doi: 10.2478/s11533-014-0411-4 w druku.

[P10] K. Jesse-Józefczyk, E. Sidorowicz, Global security in claw-free cubic graphs,
Discrete Appl. Math. doi: 10.1016/j.dam.2014.05.27 w druku.

[P11] M. Borowiecki, E. Sidorowicz, Zs. Tuza, Game list colouring, Electron. J.
Combin. 14 (2007).



Autoreferat 26

[P12] P. Borowiecki, E. Sidorowicz, Dynamic coloring of graphs, Fundam. Inform.
114 (2012) 105–128.

[P13] E. Sidorowicz, The relaxed game chromatic number of graphs with cut-vertices,
submitted.

[P14] P. Dorbec, I. Schiermeyer, E. Sidorowicz, E. Sopena, Rainbow Connection in
Oriented Graphs, submitted.

B) Omówienie wyników zawartych w publikacjach niewchodza֒cych w
sk lad osia֒gnie֒cia naukowego

Maksymalne grafy Kp-wolne ([P1], [P2]) Graf G nazywamy Kp-wolnym, jeżeli
nie zawiera podgrafu izomorficznego z Kp. Używaja֒c terminologii w lasności dzie-
dzicznych, graf G jest Kp-wolny, jeżeli G ∈ Ip−2. Graf G jest maksymalny Kp-
wolny (Kp-nasycony), jeżeli dla dowolnej krawe֒dzi e /∈ E(G) graf G + e zawiera
Kp. Klasyczne Twierdzenie Turána [53] mówi, że jeżeli n-wierzcho lkowy graf Kp-
wolny ma najwie֒kszy rozmiar, to jest izomorficzny z grafem pe lnym (p−1)-dzielnym
Kn1,...,np−1

takim, że |ni − nj| ≤ 1 dla i, j = 1, . . . , p − 1 i n1 + · · · + np−1 = n. Z
drugiej strony Erdős et al. [29] udowodnili, że każdy n-wierzcho lkowy (n ≥ p − 1)
graf maksymalny Kp-wolny ma co najmniej (p− 2)n− 1

2
(p− 1)(p− 2) krawe֒dzi. Z

udowodnionego w pracy [29] twierdzenia wynika również, że każdy n-wierzcho lkowy
graf maksymalny Kp-wolny najmniejszego rozmiaru jest grafem (p − 1)-dzielnym
i ma wierzcho lek stopnia n − 1. Problem znalezienia najmniejszego rozmiaru n-
wierzcho lkowego grafu maksymalnego Kp-wolnego bez wierzcho lka stopnia n− 1 by l
rozważany w pracach Füredi et al. [37], Erdős et al [30] i Alon et al. [2]. Duffus
et al. [25] badali minimalny rozmiar maksymalnych grafów Kp-wolnych z ustalonym
minimalnym stopniem.

W pracach [P1] i [P2] rozważano grafy maksymalne Kp-wolne, które nie sa֒ (p−1)-
dzielne. Prace [P1] i [P2] zawieraja֒ wyniki rozprawy doktorskiej autorki niniejszego
opracowania. Najmniejszy i najwie֒kszy rozmiar n-wierzcho lkowego grafu maksymal-
nego Kp-wolnego, który nie jest grafem (p − 1)-dzielnym, oznaczamy odpowiednio
przez s(n,Kp) i e(n,Kp). Wyznaczono wartości s(n,Kp) i e(n,Kp) oraz badano
spektrum rozmiaru takich grafów. W pracy [P1] rozwia֒zano ten problem dla p = 3.
Później te same wyniki otrzymali Barefoot et al. w [6]. Problem dla p = 4 by l badany
przez Amin et al. w [3]. W pracy [P2] rozstrzygnie֒to ten problem dla dowolnego
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p. Wyznaczono wartości s(n,Kp) i e(n,Kp). Naste֒pnie rozwia֒zano problem typu
interpolacyjnego, który odpowiada na pytanie: dla jakich wartości m i n istnieja֒ n-
wierzcho lkowe grafy maksymalne Kp-wolne rozmiaru m? Oznaczmy przez sat(n,Kn)
i ex(n,Kn) odpowiednio najmniejszy i najwie֒kszy rozmiar n-wierzcho lkowego grafu
maksymalnego Kp-wolnego. Udowodniono, że jeżeli n jest dostatecznie duże, to nie
istnieja֒ n-wierzcho lkowe grafy maksymalne Kp-wolne rozmiaru m dla sat(n,Kp) <
m < s(n,Kp). Jeżeli e(n,Kp) < m ≤ ex(n,Kn), to każdy n-wierzcho lkowy graf
maksymalny Kp-wolny rozmiaru m jest grafem (p−1)-dzielnym. Jeżeli n ≥ 3p+4, to
dla każdego m, s(n,Kp) ≤ m ≤ e(n,Kp) istnieje n-wierzcho lkowy graf maksymalny
Kp-wolny rozmiaru m. W pracy [P2] opisano także wszystkie n-wierzcho lkowe grafy
maksymalne Kp-wolne najwie֒kszego rozmiaru, które nie sa֒ (p − 1)-dzielne i maja֒
rozmiar m.

Grafy s labo nasycone ([P3], [P4]) Niech F be֒dzie ustalonym grafem. Mówimy,
że graf G jest s labo F -nasycony, jeżeli nie zawiera grafu F (jest grafem F -wolnym)
i wszystkie krawe֒dzie należa֒ce do E(G) można ustawić w cia֒g w taki sposób, aby
dodaja֒c kolejno krawe֒dzie z cia֒gu, za każdym razem pojawia l sie֒ nowy podgraf
F . Najmniejszy rozmiar n-wierzcho lkowego grafu s labo F -nasyconego oznaczamy
przez wsat(n, F ). W [P3] wyznaczono dok ladne wartości wsat(n, F ), gdy F jest
cyklem, droga֒, gwiazda֒, 2K2. Ostatnio, Faudree, Gould i Jacobson przygotowali
cykl prac [32, 33, 34], w których wyzaczyli dok ladna֒ lub podali oszacowania wartości
wsat(n, F ), gdy F jest pewnym szczególnym drzewem, grafem pe lnym wielodzielnym,
grafem prawie pe lnym lub roz la֒czna֒ suma֒ grafów spójnych. Do wyznaczenia liczby
wsat(n, F ) dla grafów niespójnych ([34]) autorzy wykorzystali twierdzenia udowod-
nione w pracy [P3].

Kolejnym problemem, którym zajmowano sie֒ w pracy [P3], jest rozmiar grafów
s labo P-nasyconych dla w lasności dziedzicznej P . Niech be֒dzie w lasnościa֒ dziedzi-
czna֒ i F (P) zbiorem minimalnych grafów zabronionych. Mówimy, że graf G jest s labo
P-nasycony, jeżeli G ∈ P i wszystkie krawe֒dzie należa֒ce do E(G) można ustawić
w cia֒g w taki sposób, aby dodaja֒c kolejno krawe֒dzie z cia֒gu, za każdym razem po-
jawia l sie֒ nowy podgraf należa֒cy do F (P). Najmniejszy rozmiar n-wierzcho lkowego
grafu s labo P-nasyconego oznaczamy przez wsat(n,P). W [P3] podano wartości
wsat(n,Ok) i wsat(n,D1) oraz wyznaczono ograniczenie górne dla wsat(n,Dk). Praca
[P3] zawiera wyniki rozprawy doktorskiej autorki niniejszego opracowania.

W pracy [P4] kontynuowano badanie rozmiaru grafów s labo P-nasyconych. Po-
dano ogólne ograniczenia na najmniejszy rozmiar grafów s labo P-nasyconych i poka-
zano w lasności i oszacowania wynikaja֒ce z zależności zachodza֒cych w kracie w lasno-
ści dziedzicznych.
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W lasności lokalne ([P5], [P6]) Niech P be֒dzie klasa֒ grafów (niekoniecznie dziedzi-
czna֒). Mówimy, że graf G ma lokalnie w lasność P , jeżeli G[N(v)] ∈ P dla każdego
v ∈ V (G). Klase֒ grafów, które maja֒ lokalnie w lasność P oznaczamy przez L(P).
Jeżeli P jest w lasnościa֒ dziedziczna֒, to L(P) też jest w lasnościa֒ dziedziczna֒. Zbiór
minimalnych grafów zabronionych dla w lasności L(P), gdy P jest w lasnościa֒ dzie-
dziczna֒ zosta l opisany przez Borowieckiego et al. [13]. W pracy [P5], która za-
wiera wyniki rozprawy doktorskiej autorki, badano problemy ekstremalne zwia֒zane
z w lasnościami L(Ok) i L(Sk). Wyznaczono najwie֒kszy rozmiar n-wierzcho lkowego
grafu należa֒cego do L(Ok) oraz najwie֒kszy rozmiar n-wierzcho lkowego grafu należa֒-
cego do L(Sk). Dla k ∈ {1, 2} wyznaczono najmniejszy rozmiar n-wierzcho lkowego
grafu maksymalnego należa֒cego do L(Ok) i najmniejszy rozmiar n-wierzcho lkowego
grafu maksymalnego należa֒cego do L(Sk).

W literaturze badane by ly także problemy ekstremalne zwia֒zane z w lasnościa֒
L(P), gdy P nie jest w lasnościa֒ dziedziczna֒. Ryjáček et al. [50] skonstruowali
lokalnie niespójne grafy z duża֒ liczba֒ krawe֒dzi. Fronček wyznaczy l dolne ogranicze-
nie rozmiaru grafów lokalnie liniowych (tzn. takich, że dla każdego wierzcho lka v ∈
V (G), G[N(v)] jest skojarzeniem) [35] i grafów, które sa֒ lokalnie droga֒ [36]. Zelinka
[58] wyznaczy l najmniejszy rozmiar n-wierzcho lkowych grafów lokalnie drzewiastych
i postawi l problem wyznaczenia najwie֒kszego rozmiaru takich grafów. W pracy
[P6] rozważano lokalne k-drzewa. Pokazano, że każde (k + 1)-drzewo jest lokalnym
k-drzewem i udowodniono, że każde spójne lokalne k-drzewo zawiera rozpinaja֒ce
(k + 1)-drzewo. Scharakteryzowano n-wierzcho lkowe lokalne k-drzewa najmiejszego
rozmiaru. Podano konstrukcje֒ maksymalnych lokalnych k-drzew dużego rozmiaru.
Wykorzystuja֒c te֒ konstrukcje֒, otrzymano dolne ograniczenie na najwie֒kszy rozmiar
n-wierzcho lkowych lokalnych k-drzew.

Grafy dwudzielne z jednym k-faktorem ([P7]) Volkmann [55] bada l grafy,
które maja֒ dok ladnie jeden k-faktor. Dla dowolnego n skonstruowa l grafy n-wierz-
cho lkowe, które maja֒ jeden k-faktor oraz zasugerowa l, że otrzymane grafy sa֒ grafami
najwie֒kszego rozmiaru o tej w lasności. Hoffman et al. [43] wykorzystali wyniki
z poprzedniej pracy dla grafów dwudzielnych i wyznaczyli górne ograniczenie dla
rozmiaru grafów dwudzielnych z jednym k-faktorem dla k ≤ 3 i w pewnych szczegól-
nych przypadkach. W pracy [P7] uogólniono to twierdzenie dla dowolnego k ≥ 1.
Udowodniono, że dla k ≥ 1, p ≡ t (mod k), 0 ≤ t < k graf dwudzielny 2p-
wierzcho lkowy z jednym k-faktorem ma co najwyżej (p(p+k)− t(k− t))/2 krawe֒dzi.
Ponadto opisano strukture֒ grafów ekstremalnych.

Uogólnione dominowane, niezależność i nienadmierność ([P8]) W pracy [P8]
wprowadzono poje֒cia P-dominowania, P-niezależności i P-nienadmierności. Niech
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P be֒dzie w lasnościa֒ dziedziczna֒. Zdefiniujmy zbiór C(P) = {H ∈ I : H /∈ P i (H −
v) ∈ P dla v ∈ V (H)}. Mówimy, że zbiór D ⊆ V (G) jest P-dominuja֒cy, jeżeli
dla każdego wierzcho lka v ∈ V \ D istnieje podgraf H grafu G zawieraja֒cy v taki,
że V (H) ∩ D 6= ∅ i H ∈ C(P). Zbiór D ⊆ V (G) jest silnie P-dominuja֒cy, jeżeli
dla każdego wierzcho lka v ∈ V \ D istnieje podgraf H grafu G zawieraja֒cy v taki,
że V (H) \ {v} ⊆ D i H ∈ C(P). Dwa wierzcho lki u i v sa֒ P-sa֒siednie, jeżeli
istnieje podgraf indukowany H grafu G zawieraja֒cy u i v taki, że H ∈ C(P). Dla
danego wierzcho lka v przez NP oznaczamy jego P-sa֒siedztwo, tzn. NP(v) = {u ∈
V (G) : u jest P-sa֒siedni z v}. Mówimy, że zbiór R ⊆ V (G) jest P-nienadmierny,
jeżeli dla każdego wierzcho lka v ∈ R zachodzi NP [v] \ NP [R \ {v}] 6= ∅. Zbiór
S ⊆ V (G) nazywamy P-niezależnym, jeżeli G[S] ∈ P . Zbiór S ⊆ V (G) nazywamy
silnie P-niezależnym, jeżeli dla każdego wierzcho lka v ∈ S zachodzi NP(v) ∩ S =
∅. W grafie G moc najmniejszego zbioru: P-dominuja֒cego, silnie P-dominuja֒cego,
P-nienadmiernego, P-niezależnego, silnie P-niezależnego oznaczamy odpowiednio:
γP(G), γ′

P(G), irP(G), iP(G), i′P(G). Natomiast moc najwie֒kszego zbioru: P-domi-
nuja֒cego, silnie P-dominuja֒cego, P-nienadmiernego, P-niezależnego, silnie P-nie-
zależnego oznaczamy odpowiednio: ΓP(G),Γ′

P(G), IRP(G), αP(G), α′
P(G). W pracy

[P8] udowodniono podstawowe w lasności zbiorów P-dominuja֒cych, P-nienadmier-
nych i P-niezależnych, które uogólniaja֒ znane w lasności zbiorów dominuja֒cych, nie-
nadmiernych i niezależnych. Udowodniono także prawdziwość naste֒puja֒cych cia֒gów
nierówności:
irP(G) ≤ γP(G) ≤ i′P(G) ≤ α′

P(G) ≤ ΓP(G) ≤ IRP(G) oraz
irP(G) ≤ γP(G) ≤ γ′

P(G) ≤ iP(G) ≤ αP(G) ≤ Γ′
P(G).

Zbiory dominuja֒ce i bezpieczne ([P9], [P10]) Rozważmy graf, którego wierz-
cho lki reprezentuja֒ cz lonków pewnych przeciwnych grup. Krawe֒dź mie֒dzy dwoma
wierzcho lkami mówi, czy dane wierzcho lki moga֒ bronić lub atakować sie֒ wzajem-
nie. Napastnik może atakować tylko jeden wierzcho lek. Podobnie, obrońca może
bronić siebie lub pomagać w obronie jednemu swojemu sa֒siadowi. Jeżeli mamy zbiór
obrońców (wierzcho lków), który może obronić każdy atak, to mówimy, że zbiór jest
bezpieczny. Definicja zbioru bezpiecznego zosta la wprowadzona przez Brigham et al.
w [14]. Brigham et al. udowodnili, że zbiór S jest bezpieczny wtedy i tylko wtedy, gdy
dla każdego X ⊆ S zachodzi |N [X] ∩ S| ≥ |N [X] \ S|. W pracy [P9] wprowadzono
poje֒cie zbioru silnie bezpiecznego zdefiniowanego jako zbiór bezpieczny, który może
obronić każdy atak z jednym dodatkowym napastnikiem. Z tego wynika, że zbiór S
jest silnie bezpieczny wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego niepustego zbioru X ⊆ S
zachodzi |N [X]∩S| > |N [X] \S|. Pokazano, że prawie każdy n-wierzcho lkowy graf
kubiczny ma najmniejszy zbiór silnie bezpieczny o mocy co najwyżej n/2 + 1. W
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pracy [P9] badano także możliwość rozszerzania zbiorów bezpiecznych i silnie bez-
piecznych. Mówimy, że zbiór (silnie) bezpieczny S grafu G jest rozszerzalny, jeżeli
|S| < |V (G)| i istnieje wierzcho lek v ∈ V (G) \ S taki, że S ∪ {v} jest zbiorem (sil-
nie) bezpiecznym grafu G. Mówimy, że graf G jest (ŝ-rozszerzalny) s-rozszerzalny,
jeżeli każdy zbiór (silnie) bezpieczny grafu G, z wyja֒tkiem V (G), jest rozszerzalny.
Pokazano, że każdy graf spójny G taki, że ∆(G) ≤ 3 jest s-rozszerzalny. Natomiast
prawie każdy graf kubiczny nie jest ŝ-rozszerzalny. Istnieje dok ladnie 8 spójnych
grafów kubicznych, które sa֒ ŝ-rozszerzalne.

Mówimy, że zbiór D ⊆ V (G) jest dominuja֒cy, jeżeli N [D] = V (G). Zbiór,
który jest bezpieczny i dominuja֒cy nazywamy globalnie bezpiecznym. Moc naj-
mniejszego zbioru dominuja֒cego i najmniejszego zbioru globalnie bezpiecznego oz-
naczamy odpowiednio przez γ(G) i γs(G). Dla dowolnego spójnego n-wierzcho lkowe-
go grafu zachodzi γ(G) ≤ ⌊n/2⌋. Natomiast, γs(G) ≥

⌈

n
2

⌉

. W pracy [P10] badano
globalne zbiory bezpieczne, które zawieraja֒ dok ladnie po lowe֒ wierzcho lków danego
grafu. Pokazano, że każdy Hamiltonowski, K1,3-wolny (niezawieraja֒cy podgrafu
indukowanego K1,3) graf kubiczny ma taki globalny zbiór bezpieczny. Ponadto
pokazano, że każdy K1,3-wolny graf kubiczny ma globalny zbiór bezpieczny, który
zawiera co najwyżej 5/9 wierzcho lków danego grafu.

Gra koloruja֒ca z listy ([P11]) W pracy [P11] wprowadzono gre֒, która jest po la֒cze-
niem gry koloruja֒cej i kolorowania grafów z listy. W tej wersji gry każdemu wierz-
cho lowi v zostaje przyporza֒dkowana lista kolorów L(v), wierzcho lek może zostać
pokolorowany tylko kolorem, który jest na jego líscie. Funkcje֒ L : V (G) → 2N

nazywamy przypisaniem list do grafu G. Jeżeli |L(v)| = k dla każdego v ∈ V , to
L nazywamy przypisaniem k-list do grafu G. Graf z przypisanymi listami L oz-
naczamy (G;L). Niech dany be֒dzie graf z przypisanymi listami (G;L). Dwóch
graczy Alice i Bob naprzemian koloruja֒ wierzcho lki grafu G, Alice rozpoczyna gre֒.
Niepokolorowany wierzcho lek v może zostać pokolorowany kolorem i tylko, gdy
i ∈ L(v) oraz v nie ma sa֒siada pokolorowanego kolorem i. Alice wygrywa gre֒, gdy
wszystkie wierzcho lki grafu zostana֒ pokolorowane, w przeciwnym razie gre֒ wygrywa
Bob. Powyższa֒ gre֒ nazywamy gra֒ koloruja֒ca֒ z listy. Najmniejsza֒ liczbe֒ k, dla której
Alice ma strategie֒ wygrywaja֒ca֒ na grafie G z przypisanymi k-listami nazywamy roz-
grywana֒ liczba֒ wybieralności grafu G i oznaczamy przez chg(G).

W pracy [P11] scharakteryzowano wszystkie grafy z rozgrywana֒ liczba֒ wybie-
ralności równa֒ 2. Pokazano, że chg(G) = 2 wtedy i tylko wtedy, gdy G = {kP4 ∪
tC4 ∪ H}, gdzie k ≥ 0, t ∈ {0, 1} i H jest lasem gwiazd nieparzystego rze֒du. Po-
nadto w pracy [P11] badano zależności pomie֒dzy rozgrywana֒ liczba֒ wybieralności a
rozgrywana֒ liczba֒ chromatyczna֒ i liczba֒ wybieralności.
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Dynamiczne kolorowanie grafów ([P12]) Dynamiczne kolorowanie grafów może-
my zdefiniować przez dwuosobowa֒ gre֒. Dwóch graczy, nazywanych Prezenter i
Malarz, graja֒ naprzemian. Prezenter stopniowo pokazuje strukture֒ grafu, wskazuja֒c
Malarzowi wierzcho lek do pokolorowania. Prezenter może także odkolorować pokolo-
rowany wierzcho lek i wskazać go ponownie do pokolorowania. Zadaniem Malarza,
który nie zna struktury grafu ani kolejności w jakiej kolorowane be֒da֒ wierzcho lki,
jest minimalizowanie liczby kolorów. Celem Prezentera jest zmuszenie Malarza do
użycia, jak najwiekszej liczby kolorów. Dynamiczne kolorowanie jest naturalnym
uogólnieniem kolorowania grafów on-line.

W pracy [P12] badano efektywność dynamicznego kolorowania dla pewnych klas
grafów. Wprowadzono dynamiczna֒ liczbe֒ chromatyczna֒ i zdefiniowano algorytm
Dynamic-Fit dynamicznego kolorowania grafów. Podano twierdzenie charakteryzu-
ja֒ce grafy, które wymuszaja֒ kolorowanie drzew algorytmem Dynamic-Fit za pomoca֒
k-kolorów. Z tego twierdzenia wynika, że można w czasie wielomianowym sprawdzić,
czy dane drzewo jest dynamicznie k-kolorowalne algorytmem Dynamic-Fit. Podano
konstrukcje֒ i w lasności grafów, na których można wymusić aby algorytm Dynamic-

Fit uży l na każdym wierzcho lku grafu innego koloru. Ponadto podano ograniczenia
i dok ladne wartości dynamicznej liczby chromatycznej dla algorytmu Dynamic-Fit

dla wybranych produktów grafów.

Gry koloruja֒ce ([P13]) W pracy [P13] kontynuowano badnia, rozpocze֒te w pra-
cach [H8, H9], nad gra֒ niew laściwie koloruja֒ca֒ i jednostronna֒ gra֒ koloruja֒ca֒ na
grafach należa֒cych do Hk dla k ≥ 4. W pracy [P13] wykorzystano metody dowodzenia
i strategii gry wprowadzonej w pracach [H8, H9].  La֒cza֒c wyniki uzyskane w pra-
cach [H8, H9] z wynikami pracy [P13] uogólniono twierdzenie 26 dla dowolnego
k, pokazano, że χd

g(Hk) ≤ k + 2 − d dla k ≥ 2 i 0 ≤ d ≤ k − 1. Ponadto
pokazano, że ograniczenie to można poprawić dla dużych k, χd

g(Hk) ≤ k + 1 − d
dla k ≥ 6, 0 ≤ d ≤ k − 2. Graf krawe֒dziowy lasu o maksymalnym stopniu co naj-
wyżej k należy do klasy Hk, zatem z powyższego twierdzenia otrzymano nowe wyniki
dla niew laściwego rozgrywanego indeksu chromatycznego lasów. Niech (d)χ′

g(G) oz-
nacza d-niew laściwy rozgrywany indeks chromatyczny grafu G. Udowodniono, że
(d)χ′

g(T ) ≤ ∆(T ) + 2 − d dla dowolnego lasu T oraz pokazano, że wynik ten można
poprawić dla lasów z dużym maksymalnym stopniem. Otrzymane wyniki poprawiaja֒
górne ograniczenia dla niew laściwego indeksu chromatycznego lasów otrzymane przez
by Dunn [26]. Dunn w pracy [26] udowodni l naste֒puja֒ce twierdzenia dla lasów.

Twierdzenie 32 ([26]) Niech T be֒dzie lasem. Jeżeli d ≥ 1, to (d)χ′
g(T ) ≤ ∆(T )+1.

Twierdzenie 33 ([26]) Niech T be֒dzie lasem. Jeżeli d ≥ 3, to (d)χ′
g(T ) ≤ ∆(T ).
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Powyższe wyniki poprawiono w naste֒puja֒cy sposób:

Twierdzenie 34 ([P13], Thm. 10) Niech T be֒dzie lasem i ∆(T ) 6= 3. Jeżeli d ≥ 1,
to (d)χ′

g(T ) ≤ ∆(T ).

Twierdzenie 35 ([P13], Thm. 11) Niech T be֒dzie lasem o maksymalnym stopniu
co najmniej 5. Jeżeli d ≥ 2, to (d)χ′

g(T ) ≤ ∆(T ) − 1.

Twierdzenie 36 ([P13], Thm. 12) Niech T be֒dzie lasem. Jeżeli d ≥ 3, to (d)χ′
g(T ) ≤

∆(T ) − 1.

Te֒czowa spójność w grafach zorientowanych ([P14]) Niech G be֒dzie grafem,
w którym pokolorowane sa֒ krawe֒dzie. Droge֒ nazywamy te֒czowa֒, jeżeli droga nie
ma dwóch krawe֒dzi tego samego koloru. Mówimy, że graf G jest te֒czowo spójny,
jeżeli dowolne dwa wierzcho lki po la֒czone sa֒ te֒czowa֒ droga֒. Idea te֒czowej spójności
w grafach wprowadzona zosta la przez Chartrand et al. w [22]. Liczba֒ te֒czowej
spójności spójnego grafu G, oznaczana֒ przez rc(G), nazywamy najmniejsza֒ liczbe֒
kolorów potrzebna֒ do pokolorowania grafu tak, aby by l te֒czowo spójny. Z lożoność
obliczeniowa te֒czowej spójności badana by la przez Chakraborty et al. w [20], gdzie
udowodniono, że problem wyznaczenia rc(G) jest NP-trudny. W literaturze badana
by la liczba te֒czowej spójności dla pewnych szczególnych klas grafów. Ponadto zosta ly
też wprowadzone parametry podobne do te֒czowej spójności takie, jak silna te֒czowa
spójność, te֒czowa k-spójność, wierzcho lkowa te֒czowa spójność. Zebrane wyniki doty-
cza֒ce tych parametrów można znaleźć w pracy przegla֒dowej Li et al. [48].

W pracy [P14] rozszerzono poje֒cie te֒czowej spójności na grafy zorientowane.
 Latwo zauważyć, że liczba te֒czowej spójności n-wierzcho lkowego grafu G wynosi
co najwyżej n− 1 (każda֒ krawe֒dź drzewa rozpinaja֒cego grafu G kolorujemy innym
kolorem), liczba te֒czowej spójności grafu zorientowanego może być równa liczbie
jej wierzcho lków. W pracy [P14] podano charakteryzacje֒ grafów zorientowanych z
liczba֒ te֒czowej spójności równa֒ liczbie wierzcho lków grafu. Udowodniono, że liczba
te֒czowej spójności turnieju T może być równa dowolnej liczbie ca lkowitej należa֒cej
do przedzia lu [2, |V (T )| − 1]. Ponadto pokazano, że jeżeli średnica turnieju wynosi
d, to liczba te֒czowej spójności wynosi co najwyżej d + 2.
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