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4 OSIAGNIECIE NAUKOWE

A) TYTUL OSIAGNIECIA NAUKOWEGO

Srednie:
pewne réwnania funkcyjne z nimi zwigzane,
iterowanie ich par i operacja lgczenia

B) WYKAZ PRAC WCHODZACYCH W SKLAD OSIAGNIECIA NAUKOWEGO (w kolej-
nosci omawiania):
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D. Glazowska, J. Jarczyk, W. Jarczyk, A square iterative roots of some mean-
type mappings, J. Difference Equ. Appl. 24 (2018), 729-735.

J. Jarczyk, Parametrized means and limit properties of their Gaussian itera-
tions, Appl. Math. Comput. 261 (2015), 81-89.

J. Jarczyk, W. Jarczyk, Joining means, Publ. Math. Debrecen 91 (2017),
235-246.

J. Jarczyk, Iterated joining means, Aequationes Math. 93 (2019), 109-120.
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C) OMOWIENIE WYNIKOW WYZEJ WYMIENIONYCH PUBLIKACJI
4.1 WPROWADZENIE

Glownym pojeciem, ktéremu poswiecitam wiekszos¢ badan prowadzonych w mi-
nionych latach, jest pojecie sredniej. Jego idea wydaje sie by¢ jedna z najstarszych
i najbardziej naturalnych w matematyce. Majac danych p wielkosci z4, ..., z, intu-
icyjnie poszukujemy ich wartosci §redniej M (x4, .. ., x,) wérod liczb lezacych pomie-
dzy najmniejsza i najwieksza z nich:

min{xy,...,x,} < M (z1,...,2,) < max{zy,...,z,}. (1)

Warunek ten, podany w roku 1821 przez Cauchy’ego w traktacie [23], jest prawdopo-
dobnie najstarsza formalng definicja $redniej. Oczywiscie juz znacznie wezesniej, bo
jeszcze w starozytnosci, postugiwano sie co najmniej trzema konkretnymi $rednimi:
arytmetyczna A o wzorze

T1+...+x
Ay, . 1) = ——F
p
geometryczng G, okreslong réwnoscig
1
G(x,...,xp) = (x1-... - 3p)7

i harmoniczna H, obliczana za pomoca wzoru

p
H(a:l,...,xp):ﬁ.

T Tp

Wspolezesnie, wzorujac sie na idei Cauchy’ego, przez srednig M (p zmiennych)

na przedziale I C R rozumiemy funkcje M : I? — R spekliajaca nier6wnosci (1)

dla wszystkich z4,...,2, € 1. Srednia A jest zwykle rozpatrywana na przedziale R,

podczas gdy srednie G i H na przedziale (0, 400). Zauwazmy, ze jesli M : I? — R
jest dowolng $rednia, to

oraz M (IP) = I.

W autoreferacie, a takze w omawianych tu pracach, zaktadamy, ze p = 2. Roz-
patruje wiec tylko srednie dwoch zmiennych, co upraszcza rozwazania, wypowiedzi
rezultatow i rachunki, a z drugiej strony nie ogranicza réznorodnosci pojawiajacych
sie problemow.

Zmanych jest wiele klas $rednich. Ponizej opisze kilka najwazniejszych, szcze-
golnie tych, ktore sa generowane przez pewne funkcje rzeczywiste jednej zmiennej
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i/lub parametry liczbowe. W dalszym ciagu, majac dany przedzial I C R, sym-
bolem CM(I) bedziemy oznaczaé¢ klase wszystkich ciaglych $cisle monotonicznych
funkcji odwzorowujacych przedzial I w zbiér R liczb rzeczywistych.

Srednie quasi-arytmetyczne stanowia naturalne uogélnienie éredniej arytmetycz-
nej. Zostaly wprowadzone na przetomie lat 20. i 30. minionego wieku niezaleznie
przez szereg matematykow: Knoppa [76], Chisiniego [24], Kolmogorowa [77|, Na-
gumo [104] i de Finettiego [47]. Srednig M : I? — I nazywamy quasi-arytmetyczng,
gdy istnieje taka funkcja p € CM(I), ze

M(z,y) = ¢~ (M)

2

dla wszystkich z,y € I. Zamiast M piszemy wtedy A¥. Kazda taka funkcja nazywa
sie generatorem Sredniej M. Klasyczne srednie A,G i H sa quasi-arytmetyczne.
Ich generatorami sa, odpowiednio, funkcje ¢ o wzorach p(z) = z, p(z) = logz
i ¢(x) = 1/z. Inny wazny przyktad sredniej quasi-arytmetycznej, to srednia Héldera
H, na przedziale (0,400), gdzie p € R, zwana tez Srednia potegowa, o wzorze

2P 4yP %
Hp($’y) — (Ty) ) gdy p 7£ 07
VY, gdy p=0.

Jej generator ¢, : (0, +00) = R jest okreslany réwnoscia

_ 2" gdy p#0,
() = { logz, gdy p=0. (2)

Tym samym H; jest $rednig arytmetyczna na przedziale (0,+00), a Hy i H_; to
srednie, odpowiednio, geometryczna i harmoniczna. Sposrod licznych pozycji lite-
ratury, poswieconych w catodci lub cho¢ czesciowo, srednim quasi-arytmetycznym
wymierimy w kolejnosci chronologicznej niektore: klasyczna ksiazke Hardy’ego, Lit-
tlewooda i Polyi [60], monografie Aczéla [1], Aczéla i Dhombresa [3] oraz ksiazke
Bullena [18], a takze prace Sut6 [118] i [119], Mikusinskiego [103], Jecklina [71], [72],
Knastera |75] i Rylla-Nardzewskiego [116], a z nowszych Matkowskiego [84], Daro-
czyego, Maksy i Palesa [38|, Daroczyego i Palesa [40], Pasteczki [111]- [114] oraz
Pélesa i Pasteczki [106], [108], [109].

Uwzgledniajac fakt, ze ,udzial” poszczegdlnych zmiennych $redniej nie musi by¢
taki sam, dochodzimy do pojecia wazonej §redniej quasi-arytmetycznej. Majac dana
funkcje ¢ € CM(I) iliczbe p € (0,1) definiujemy srednig AY : [? — I, przyjmujac

Af(@,y) = 7 (pe(@) + (1 = p)e(y))

dla wszystkich x,y € I. Nazywamy ja wazong srednig quasi-arytmetyczng genero-
wang przez ¢ z wagqg p. Roznym problemom zwiazanym z wazonymi $rednimi quasi-
arytmetycznymi poswiecone sa miedzy innymi fragmenty ksiazek [60] Hardy’ego,
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Littlewooda i Polyi i [1] Aczéla, a takze liczne prace, wsrod nich [57] Glazowskiej,
W. Jarczyka i Matkowskiego, [41] i [42] Daroczyego i Pélesa, [33] Dardczyego, Hajdu
i Ng, [83] Maksy i Pélesa, [74] Kahliga i Matkowskiego, [107] Pélesa i Pasteczki,
oraz prace [P2] J. Jarczyk i Matkowskiego, [P4] J. Jarczyk oraz [P15] Chudziaka,
Glazowskiej, J. Jarczyk i W. Jarczyka.

Klasa wazonych srednich quasi-arytmetycznych jest jedna z najwazniejszych i naj-
lepiej zbadanych w teorii srednich. Po$wiecitam jej najwiecej miejsca w swoich do-
tychczasowych badaniach. Kolejna wazng klasa jest rodzina srednich Bajraktarevi-
cia, bedaca istotnym rozszerzeniem klasy wazonych srednich quasi-arytmetycznych.
Wprowadzona zostata na przetomie lat 50. i 60. ubiegtego wieku przez Bajrak-
tarevicia w pracach [8]- [10]. Majac dany przedzial I C R, funkcje ¢ € CM(I)
iw: I — (0,400) oraz liczbe p € (0, 1) definiujemy (wazong) sredniq Bajraktarevicia
Bp“ na przedziale I przyjmujac

() — o1 [(Po@)P(@) + (1= plw(y)e(y)
Bt =y < pw(z) + (1 = p)w(y) ) ®)

dla wszystkich =,y € I. Zauwazmy, ze jesli w jest funkcja stala: w(z) = ¢ € (0, +00)
dla kazdego z € I, to By* = A?. Tak wigc kazda wazona Srednia quasi-arytmetyczna
jest drednig Bajraktarevicia. Inna uwaga dotyczy sposobu definiowania $rednich
Bajraktarevicia. Ot6z przyjmujac f = gw i g := w w rownosci (3) widzimy, ze

P ) — / o pf@) + (11— p)f(y) _. Blfal(yp
Bty (9) (pg(x)ﬂl—p)g(y)) B y).

Ostatnia réwnos$¢ bywa uzywana jako inna, rownowazna, definicja sredniej Bajrakta-
revicia. Zakladamy przy tym, ze f : I - Rig: I — (0,+00) sa takimi funkcjami, ze
f/g € CM(I). Wsr6d waznych publikacji dotyczacych tej klasy srednich nalezy wy-
mieni¢ prace [2] Aczéla i Daroczyego, [105] Palesa, [46] Domsty i Matkowskiego, [83]
Maksy i Palesa, [96] Matkowskiego, [110] Palesa i Zakarii, a takze [P8| J. Jarczyk.
Wspomne jeszcze, ze intensywnie byly i sa badane szczegdlne przypadki $rednich
Bajraktarevicia, a mianowicie srednie Beckenbacha-Giniego, generowane przez funk-
cje p : I — R o wzorze p(z) = x, a wiec Srednie postaci

prw(z) + (1 — plyw(y)
pw(z) + (1 = pw(y)

(por. prace [52| Giniego i [13] Beckenbacha) oraz srednie Giniego G™* na przedziale
(0, +00), zadane rownoscia

1
xT+yT r—S8
<xs+y5> ) gdy r % S,

Grs —
(.’L’, y) <xs log x+y° logy) d _
exXp\\ ——7" gay r = Ss.

xS +ys
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Innym waznym (i zachecajacym do dalszych badan) rozszerzeniem klasy wazo-
nych srednich quasi-arytmetycznych sa $rednie Matkowskiego postaci

(e +¥) " (o(z) +¥(y)),

gdzie o, € CM(I) sa funkcjami tego samego rodzaju monotonicznosci. Wpro-
wadzone przez Matkowskiego w pracy [89] w roku 2003 doczekaly sie pierwszych
istotnych wynikow dopiero pieé lat pozniej (zob. artykuty [102] Matkowskiego i Volk-
manna oraz [4] Bajaka i Palesa). Kolejne badania Matkowskiego zaowocowaly pra-
cami [93], [95], [98], [99]. Praca [100] Matkowskiego i Palesa zawiera wazna charak-
teryzacje srednich Matkowskiego.

Ostatnia rodzina $rednich, o ktorej tu wspomne, to klasa srednich Cauchy’ego.
Ustalmy przedzial I C R i takie rozniczkowalne funkcje f,g : I — R, ze pochodna
¢’ nie zeruje sie, a funkcja f'/¢’ jest réznowartosciowa. Z twierdzenia Cauchy’ego
o wartodci $redniej wynika, ze wzor

-1
pil f(@)=[(y)

D59z, y) = (g’) (g(l‘)—g(y)) edy z#y,

2 gdy »=y,

definiuje funkcje D79 : I? — I, ktora jest érednia na przedziale I. Nazywamy ja
sredniq Cauchy’ego generowang przez funkcje f i g. Warto zauwazy¢, ze jesli takze
pochodna f’ nie zeruje sie, to D9 = D9/, Wazne badania érednich Cauchy’ego
zostaly przedstawione w pracach |82] Losoncziego, [90] Matkowskiego i [55] Glazow-
skiej.

Wiecej wynikéw przyniosto badanie srednich Lagrange’a, ktore sa $rednimi Cau-
chy’ego, w ktorych generator g jest funkcja identycznosciows. Tak wiec $rednia
Lagrange’a L/, generowana przez funkcje f, ma postac

Lf(x’y) — (f/)_l (%) ) gdy x 7& Y,
x, gdy = =uy.

Wsrod publikacji poswieconych $rednim Lagrange’a wymierimy prace [14] Berrone
i Moro, [91] i [94] Matkowskiego, [53] i [54] Glazowskiej oraz [58] Glazowskiej i Mat-
kowskiego.

Na koniec krotkiego przegladu najwazniejszych klas srednich wspomijmy o jeszcze
innym szczegbélnym przypadku srednich Cauchy’ego, jaki stanowia srednie Stolar-
sky’ego. Wprowadzone przez niego w pracy [120] w roku 1975 moga by¢ krotko
okreslone nastepujaco. Majac dane takie liczby p, ¢ € R, Ze p? + ¢* > 0 definjujemy
srednig F), , wzorem

E

p.q

_ ) Dere gdy p#g,
D#v#0%a - ody p #q,
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gdzie funkcje ¢,, p € R, okreslone sa wzorami (2). Ponadto przyjmujemy, ze Eyo =
G. Wykorzystujac okreslenie $redniej Cauchy’ego mozna zapisaé jawna postaé sred-
niej Stolarsky’ego E,, w zaleznosci od wartosci parametrow p i ¢ (zob. str. 45).
Odnotujmy jedynie kilka z artykutéw poswieconych srednim Stolarsky’ego: [P1]| Bta-
siniskiej-Lesk (poprzednie nazwisko habilitantki), Glazowskiej i Matkowskiego, [6]
i |7] Bajaka i Palesa oraz [121] Gh. Toadera, Costin i S. Toader.

Wprowadzenie zakoriczymy przegladem najwazniejszych probleméw badanych do-
tad w teorii $rednich i krotkim opisem aktualnego stanu wiedzy ich dotyczace;j.

(i) Niezmienniczosé srednich. Prosty, bezposredni rachunek dowodzi klasycz-
nej rownosci

G (A(z,y), H(z,y)) = G(z,y)

dla wszystkich z,y € (0, +00), wyrazajacej niezmienniczos¢ $redniej geometrycznej
G wzgledem pary (A, H) $rednich arytmetycznej i harmonicznej. To punkt wyjscia
do nastepujacej definicji. Majac dane srednie M i N na przedziale I moéwimy, ze
§rednia K na I jest niezmiennicza wzgledem pary (M, N), gdy réwnosé

K (M(z,y), N(z,y)) = K(z,y)

zachodzi dla wszystkich =,y € I. Problem wyznaczania (w r6znych klasach $rednich)
par (M, N), wzgledem ktorych niezmiennicza jest zadana srednia K jest badany po-
czawszy od prac [118] i [119] Sutd z roku 1914. Szczegodlnie intensywny jest tu jednak
okres minionych 20 lat. W roku 1998 w pracy [84] Matkowski, nie znajac wynikow
Sut6, zapytal o wszystkie takie pary (p,v) funkcji z rodziny CM(I), ze $rednia
arytmetyczna A jest niezmiennicza wzgledem pary $rednich quasi-arytmetycznych
(A‘P, Ad));
A (Aw(x,y),Aw(:c,y)) = A(z,vy), x,y € 1.

Zauwazmy, ze problem ten jest rownowazny znalezieniu wszystkich par (¢, ) spet-
niajacych réwnanie funkcyjne

- (M) ! (w) _ sy (4)

Rok pozniej, w pracy [85] rozwiazal ten problem pod zalozeniem, ze cho¢ jedna
z funkcji p, ¥ jest dwukrotnie rézniczkowalna w sposob cigglty. Tuz po tym matema-
tycy wegierscy z Uniwersytetu w Debreczynie, z Dar6czym i Palesem na czele, odkryli
dwie prace Sut6 z roku 1914, w ktoérych powyzszy problem zostat rozwiazany pod
zalozeniem wysokiej klasy regularnosci generatoréw ¢ i 1. Od tego momentu jest on
nazywany problemem Matkowskiego-Sut6. W kolejnych latach systematycznie osta-
biano zalozenia regularnosciowe, pod ktérymi poszukiwane bylo rozwiazanie (por.
prace [37] i [39]). Ostatecznie problem zostal rozwiazany pod zalozeniem jedynie
ciaglodci przez Daroczyego i Péalesa w pracy [40] w roku 2002.
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Problem niezmienniczosci byt i nadal jest badany w licznych klasach $rednich.
Sposrod tych najwazniejszych, zawierajacych ogodlne rozwiazanie w danej klasie $red-
nich, wymierimy nastepujace: praca [80] Lehmera z roku 1971 - w klasie $rednich
Hoéldera (por. tez [73] Kahliga i Matkowskiego), artykut [P4] J. Jarczyk z roku 2007
- w klasie wazonych srednich quasi-arytmetycznych, praca [5| Bajaka i Pélesa z roku
2009 - w klasie $rednich Giniego oraz praca [6] z roku 2010 tych samych autoréw -
w klasie srednich Stolarsky’ego. Lista publikacji zawierajacych wyniki czesciowe, czy
to ze wzgledu na posta¢ réwnania niezmienniczosci, czy to zatozZenia regularnosciowe,
jest znacznie dtuzsza. Problemowi niezmienniczo$ci srednich catkowicie zostata po-
$wiecona praca [P13] J. Jarczyk i W. Jarczyka, gdzie mozna znalezé znacznie wiecej
informacji i danych bibliograficznych.

(ii) Iterowanie odwzorowan zbudowanych ze Srednich: ich iteraty calko-
wite i ulamkowe. Rozpocznijmy od klasycznego algorytmu Gaussa. Korzystajac
z pewnych pomystow Lagrange’a (por. [79]) Gauss zauwazyt (zob. jego traktat [49],
a takze [50]), ze biorac dowolne liczby z,y € (0, +00), przyjmujac z; = x i y; = v,
a nastepnie, rekurencyjnie,

Tp4+1 = A (.CEn, yn) 1 Yn+1 = G (an, yn) ) n < N> (5>

definiujemy ciagi (5),cy 1 (Yn),en zbiezne do tej samej granicy AQ G(x,y). Okazalo
sie, ze funkcja A ® G jest $rednia na przedziale (0, +00), spetniajaca warunek

ARG (A(z,y),G(x,y) = AR G(x,y), =z,y€ (0,+00),

a wiec niezmiennicza ze wzgledu na pare (A, G). Gauss nazwal ja srednig arytme-
tyczno-geometryczng (medium arithmeticum-geometricum). Interesujace, ze wartosci
sredniej A ® G wylicza sie poprzez catke eliptyczna:

™ —1
2 [2 1
ARG =| - dt
@ G(,9) <7r/0 x%os%—l—gﬂsin%)

dla wszystkich z,y € (0, +00) (por. [49], [16] i [40]). Postugujac si¢ iteracjami odwzo-
rowania (A, G) : (0,4+00)? — (0, +00)?, zbieznosé¢ ciagéw rekurencyjnych (5) mozna
zapisa¢ w postaci

M

(A,G)" > (A® G, A®G).

W ciggu minionych 50 lat powyzszy algorytm Gaussa zostal uogélniony na bar-
dzo szeroka klase cigglych Scistych $rednich przez liczna grupe matematykow. Swoj
wklad odnotowali tu Lehmer w pracy [80] w roku 71, Schoenberg w [117] w roku
1982, Foster i Philips w artykule [48] dwa lata pézniej. Ostatecznie tak zwany uogol-
niony algorytm Gaussa zostal w duzej mierze opracowany w monografii [16] J.M.
Borweina i P.B. Borweina w roku 1987, a nastepnie ponownie udowodniony przez
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Matkowskiego w pracy [87]. Kolejne uogdlnienia pojawily sie w pracach [88], [97]
i [101]. Algorytm Gaussa dla $rednich zaleznych od parametru zostal opisany w ar-
tykule [H5| J. Jarczyk. Tematyka iteracji Gaussa jest stale zywotna i intensywnie
badana o czym $wiadcza najnowsze prace [115] i [101].

Za poczatek badan iteracji utamkowych par srednich mozna uznaé¢ prace Mat-
kowskiego [88], w ktorej rorpatrywane byty potpotoki par wazonych srednich quasi-
arytmetycznych. Problem zanurzania pary $rednich w poétpotok byt badany przez
W. Jarczyka i Matkowskiego w dos¢ szerokiej klasie srednich jednorodnych (zob. [70]).
Z kolei ostatnie badania Gtazowskiej, J. Jarczyk i W. Jarczyka przyniosty znalezie-
nie postaci wszystkich par wazonych srednich quasi-arytmetycznych majacych pier-
wiastek iteracyjny drugiego stopnia (zob. [H4|), a takze postaci par zanurzalnych
w polpotoki par takich $rednich (zob. [56]).

(iii) Problem réwnosci i poré6wnywania. Oba problemy w naturalny sposéb
pojawiaja sie w klasach srednich zadanych za pomoca generatorow funkcyjnych i pa-
rametréw. Opiszemy je na przykladzie klasy wazonych srednich quasi-arytmetycz-
nych. Problem réwnosci takich srednich polega na scharakteryzowaniu par (f, g)
funkcji z klasy CM(I) i par (p, q) liczb z przedziatu (0, 1), dla ktoérych speliona jest
réwnos¢

Al = AY.
W pelnej ogolnosei problem zostal rozwiazany przez Makse i Pélesa w pracy [83]
w roku 2010, cho¢ w szczegdlnym przypadku srednich quasi-arytmetycznych (przy-
padek p = ¢ = 1/2) odpowiedz byla juz znana w ksiazce [60] w roku 1934 (por.
tez prace [76] i [40], a takze monografie [1]). Ogodlniejszy problem poréwnywania
wazonych srednich quasi-arytmetycznych, sprowadzajacy sie do scharakteryzowania
nieré6wnosci

Al < A

zostal rozwiazany w pracy [83].

(iv) Srednie sprzezone. Pojecie to wprowadzil Daréczy w roku 1999 w pracy
[26], zainspirowany pomystem Matkowskiego przedstawionym rok wczesniej w [84].
Majac dang $rednia L na przedziale I, §rednig M : I? — I nazwano wtedy L-sprze-
zong, gdy istnieje taka funkcja ¢ € CM(I), ze

M(z,y) = ¢ " (p(x) +o(y) — p(L(z,y)), xyel

Dwa lata pozniej, w pracy [39], Daroczy i Pales uogolnili te definicje wprowadzajac
do powyzszego warunku parametry. Srednia M nazwali L-sprzezong, gdy jest postaci

M(z,y) = ¢ (po(x) + qp(y) + (L —p—@)o(L(z,y))),  zyel,

z pewna funkcja ¢ € CM(I) i liczbami p,q € (0,1]. Srednia M oznaczamy wtedy
LY - Zauwazmy, ze przyjmujac tu p = ¢ = 1 otrzymujemy poprzedni warunek.
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Dla $rednich sprzezonych badano wiele szczegétowych problemoéw: dla przykitadu
w pracy [27] jest to niezmienniczo$¢, w [28] problemy réwnosci i poréwnywania,
a w pracy [59] Hajdu udowodnita twierdzenie o przedtuzeniu, pozwalajace prze-
nies¢ informacje o éredniej spelniajacej stosowne réwnanie z podprzedziatu na caty
przedzial. Interesujace jest tez, ze problem niezmienniczosci dla pewnych §rednich
jest szczegolnym przypadkiem problemu réwnosci dla srednich sprzezonych (por., na
przyktad, prace [11], [31] 1 [97]). W tematyke Srednich sprzezonych wpisuje sie tez
praca [H3] J. Jarczyk, w ktorej réwnanie L¢ = AY . gdzie L = A7, zostato catkowi-
cie rozwigzane bez zadnych zatozen regularnosciowych o generatorach ¢, ¢ € CM(I).

(v) Twierdzenia o przedluzaniu. Wyznaczajac postaé¢ srednich speiaja-
cych pewne warunki, na przyktad rownanie niezmienniczosci, czesto otrzymujemy
informacje jedynie na pewnym podprzedziale. Twiedzenia o przedtuzaniu pozwalajg
przenie$é ja na caly przedzial. Wiekszo$é¢ z nich pojawita sie przy badaniu niezmien-
niczosci w klasie wazonych $rednich quasi-arytmetycznych, a takze pewnych ich wa-
riantow i uogolnieni. Wymierimy tu prace [19] i [20] Buraia, [33] Daroczyego, Hajdu
i Che Tat Ng, 38| Daroczyego, Maksy i Pélesa, [59] Hajdu oraz [P4] i [H2] J. Jarczyk.

(vi) Podnoszenie regularnosci generatorow $rednich spelniajacych pew-
ne réwnania. Rozwiazujac problemy niezmienniczosci w klasach srednich opisanych
przy pomocy generatoréw funkcyjnych, a takze pewne jego uogélnienia, dochodzi sie
do zagadnienia wyznaczenia wszystkich par (¢, ) funkeji z klasy CM(I) speliaja-
cych odpowiednie rownanie funkcyjne. Najprostrzym przyktadem jest tu rownanie
(4) bezposrednio zwigzane z problemem Matkowski-Sutd, a wiec wyrazajace nie-
zmienniczo$é Sredniej arytmetycznej ze wzgledu na pare (A“", A‘Z’). Jednym z naj-
wazniejszych krokéw w procedurze rozwiazywania tych rownan jest wykazanie, ze
generatory, a priori ciagle, sa odpowiednio wysokiej klasy regularnosci. Wiedzac
to, oryginalny problem sprowadza sie do rozwigzania stosownego réwnania roéznicz-
kowego lub skorzystania z odpowiedniego twierdzenia pochodzacego z monografii
Jaraia [61]. Wsrod artykutow zawierajacych opisy podnoszenia regularnosci gene-
ratorow wymienmy prace [40], [41] i [42] Daroczyego i Palesa, a takze |P4] i [H1|
J. Jarczyk.

(vii) Laczenie $rednich. Jest to problem, ktory, jak sie wydaje, po raz pier-
wszy pojawil sie w pracy [35] Darodczyego, J. Jarczyk i W. Jarczyka. Majac dany
przedzial I i jego punkt wewnetrzny £ okreslmy przedziaty I¢ i (I réwnoSciami

I={zel: 2<¢& 1 J={zxel: {<ua}.

Problem lgczenia srednich M i N, odpowiednio na przedziatach I¢ i (I, polega na
wyznaczeniu takich $rednich M @ N na przedziale I, ze

M@N|I§XI§:M 1 M@NLDQI:N‘
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Oprocz artykutu [35] ten nowy problem badany byt dotad w pracach [H6| i [H7|.

Prace wchodzace w sktad mojego osiggniecia naukowego zwigzane sg z proble-
mami (ii), (iv)-(vii).

4.2 UOGOLNIONY PROBLEM MATKOWSKIEGO-SUTO

Ustalmy przedzial I C R o réznych konicach. Omoéwimy tu wyniki dotyczace réwna-
nia funkcyjnego

ro~ ! (po(z) + (L= p)py) + (L =)y~ (qv(z) + (1 — q)ip(y)) = sz + (1 — s)y, (6)

gdzie r,s € R\ {0,1} i p,g € (0,1) sa ustalonymi liczbami, a ¢, € CM(I)
funkcjami niewiadomymi. Uogdélnia ono szereg rownan badanych weze$niej. Przede
wszystkim zauwazmy, ze problem niezmienniczos$ci w klasie wazonych srednich quasi-
arytmetycznych, czyli rownanie

AXo (A2, A%) = Ax (7)
gdzie p,q,r € (0,1), przez proste podstawienie p = avo x ™1, 1) = 3o x~! sprowadza
sie do réwnania

Avo (45, 47) = A, ©)

ktore jest szczegdlnym przypadkiem rownania (6), gdzie nalezy przyja¢ s = r. Dla
p = q = r = 1/2 réwnanie (8) przyjmuje posta¢ (4) i opisuje klasyczny problem
Matkowskiego-Sutd (zob. [84] i [85]), ktorego ostateczne rozwiazanie podali Daroczy
i Pales w artykule [40] w roku 2002. W pelnej ogélnosci réwnanie (8), a wiec takze
(7), zostalo rozwiazane przez habilitantke w pracy [P4]| w roku 2007. Pod zalozeniem
rozniczkowalnosci generatorow w sposoéb ciagly rozwiazanie zostalo podane przez
Buraia w pracy [19]. Inny szczegolny przypadek réwnania (6) to rownanie

Ay 0 (A2, AY) = A, 9)

gdzie r € Rip € (0,1), powstale przez przyjecie s = ¢ = p w (6). Jego rozwiazania
zostaly znalezione przez Dardczyego i Palesa w roku 2003 pod zaltozeniem, ze gene-
ratory ¢ i ¢ maja nieznikajace ciagte pochodne (zob. [41]). Dla p = 1/2 réwnanie
(9) ma postaé

rA? 4+ (1 —r)AY = A

Jego rozwiazanie odpowiada na pytanie kiedy srednia arytmetyczna jest kombinacja
afiniczng $rednich quasi-arytmetycznych. Réwnanie to, pod silniejszymi zatozeniami
regularno$ciowymi zostato rozwiazane przez Glazowska, W. Jarczyka i Matkowskiego
w roku 2002 (zob. [57]). Na koniec odnotujmy kolejny szczegdlny przypadek rownania



Autoreferat 14

(6) powstaly przez wziecie p = 1/2. Ten przypadek badany byl przez Dardczyego
i Dascal w pracy [30], a takze przez Dascal w [44].

Ponizej, w paragrafach 4.2.1-4.2.3, opiszemy rozwigzanie réwnania (6) bez zad-
nych zaltozen regularnosciowych pochodzace z prac [H1| i [H2]. Otrzymane twierdze-
nie uogdlnia zasygnalizowane powyzej rezultaty prac [84], [40], [19], [P4], [57], [43],
[30], [44]. W paragrafie 4.2.4 przedstawimy zastosowanie otrzymanego twierdzenia
do rozwigzania pewnego problemu z zakresu $rednich sprzezonych.

4.2.1 PODNOSZENIE REGULARNOSCI GENERATOROW

Problem ten zostal rozwigzany przez nastepujacy rezultat.

Twierdzenie 1. ([H1, Theorem|) Niech ¢,¢ € CM(I), r,s € R\ {0,1} i p,q €
(0,1). Jesli para (p,1) spetnia réwnanie (6), to istnieje taki nietrywialny przedziat
Iy C I, Ze funkcje |1, © V|1, sa nieskoriczenie wiele razy rézniczkowalne, a ich
pierwsze pochodne nie zerujq sie.

Metoda dowodu jest istotna modyfikacja tej uzytej w pracy [P4| do rozwiazania
problemu niezmienniczosci w klasie wazonych srednich quasi-arytmetycznych, a wy-
korzystujacej pomysty Daroczyego i Pélesa z pracy [40], pomocne w rozwiazywaniu
problemu Matkowskiego-Suto6. Jej zasadniczym elementem jest ponizszy lemat.

Lemat 2. ([H1, Lemma 3]) Niech J C R bedzie przedziatem otwartym, r,s €
R\ {0,1}, p,q € (0,1) @ niech f,g: J — (0,400). Zatdzmy, ze para (f,qg) spetnia
rownanie

flpu+ (1 =p)v)[s(l —q)g(v) — (1 = s)qg(u)]
=rp(L = q)f(u)g(v) = r(L = p)af(v)g(u).
Jesli funkcja f jest mierzalna w sensie Lebesque’a, a funkcja g jest pierwszej klasy

Baire’a, to f i g sq nieskonczenie wiele razy rozniczkowalne na pewnym nietrywial-
nym podprzedziale przedziatu J.

(10)

W pierwszym kroku dosé dtugiego i nietrywialnego dowodu tego lematu, stosujac
twierdzenie 8.6 z monografii [61] Jaraia i wykorzystujac posta¢ rownania, dowodzimy
ciggtosci funkcji f i g na pewnym podprzedziale przedziatu J. Nastepnie, korzystajac
z twierdzenia 11.6 ksiazki [61], stwierdzamy, ze funkcja f jest lokalnie Lipschitzow-
ska, a stad, wobec twierdzenia Rademachera, jest rézniczkowalna prawie wszedzie
(w sensie Lebesgue’a) na pewnym przedziale nietrywialnym. Odwotujac sie ponow-
nie do ksiazki [61], tym razem do twierdzenia 15.2, dla kazdego n € N wykazujemy
istnienie przedziatu, na ktérym funkcja f jest n-krotnie rézniczkowalna. Poniewaz
okazuje sie, ze przedzial ten nie zalezy od n, wiec f ma w jego punktach pochodne
wszystkich rzedow. W konsekwencji takze funkcja g ma te wlasnosé.



Autoreferat 15

4.2.2 POSTAC ROZWIAZAN LOKALNYCH

Ponizsze twierdzenie podaje postac lokalnych rozwigzan roéwnania (6). W dalszym
ciggu bedziemy stosowaé nastepujaca notacje: majac dany zbior X moéwimy, ze
funkcje f: X - Rig: X — R sa rownowazne, gdy istnieja takie liczby a € R\ {0}
ibeR, ze

g(x) =af(x)+0, x € X,

piszemy wtedy
f(@) ~g(x), zeX,
lub f ~ g.
Twierdzenie 3. ([H2, Theorem 2]) Niech p,v € CM(I), r,s € R\{0,1} ip,q €

(0,1). Zatézmy, ze para (p,) spetnia réwnanie (6). Wtedy istnieje taki nietry-
wialny przedziat Iy C I, Ze zachodzi jeden z nastepujgcych warunkow:

(i)s=p=q#1/2 oraz
ox)~zx, xzel, 1 Y)~z, xclj;
(i) s=p=q=1/2 i albo
olx)~z, xel, 1 Y@)~z, x€l,
albo r = 1/2 i istnieje takie t € R\ {0}, ze
o) ~e” xel, i Y@)~e™ wxel,
albo r = 2 i istnieje takie xg € R\ I, Ze
o) ~|r—x0|, zel, i V(@) ~loglr—ux|, zel
albo r = —1 i istnieje takie xo € R\ Iy, ze
o(x) ~loglr —mo|, ze€l, i P(@)~|r—wn0, z€Iy
(iii) p#£q, r= ;%g i albo

ox)~z, z€l, i Y()~z, z€I,

albop+q#1, s= p+’;q_1 i istnieje takie xy € R\ Iy, Ze

o) ~|r—xo|, z€l, i Y(x)~+|r—1x0], €I,
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albop=1/2, s = M%q)z i istnieje takie xo € R\ I, Ze

o(x) ~logle —xol, x€l, 1 Y(x)~\|r—m|, z€I,

albo ¢ =1/2, s = ]#Z—p)z i istnieje takie xo € R\ Iy, Ze

o(x) ~ m, xel, 1 Yx)~log|lr—xy|, x=€l,
albo p+q =1, s = 1/2 i istnieje takie t € R\ {0}, ze
olx)~e™ xel, i Y@)~e™ xel.
Na odwrdt: wszystkie pary (v, 1) wymienione powyzej spetniajg rownanie (6).

Naszkicujemy teraz dowod Twierdzenia 3. Zaldzmy, ze para (i, 1)) spelnia rowna-
nie (6). Wobec Twierdzenia 1 istnieje taki nietrywialny przedzial Iy C I, ze funkcje
©l|1, 1 1|1, sa nieskonczenie wiele razy rozniczkowalne, a ich pierwsze pochodne nie
zeruja sie. Rozniczkujac wzgledem x funkcje stojace po obu stronach réownosci (6)
i biorac y = = stwierdzamy, ze

s=rp+ (1 —r)g. (11)
Nastepnie, definiujac funkcje f, g : ¢ (Iy) — R wzorami
flw)=¢' (¢7 () i glu) =9 (¢ (u)), (12)

sprawdzamy, ze para (f, g) spetnia réwnanie (10). Kolejnym krokiem dowodu Twier-
dzenia 3 jest nastepujacy rezultat opisujacy lokalne rozwiazania réwnania (10).

Twierdzenie 4. ([H2, Theorem 4]) Niech J C R bedzie przedziatem otwartym,
r,s € R\ {0,1} i p,q € (0,1), przy czym p # q. Niech f : J — (0,+00) be-
dzie funkcjg mierzalng w sensie Lebesque’a, a g : J — (0,400) funkcjq pierwszej
klasy Baire’a. Zatézmy, ze para (f,g) spetnia rownanie (10). Wtedy istnieje taki
nietrywialny przedziat Jo C J, Ze zachodzi jeden z nastepujgacych warunkow:

A. Funkcje fl;, © gy, sa state.

B. Istniejg takie liczby a, o, f € R\ {0}, b€ R i c € (0,+00), zZe

au+b € (0,+00), f(u)=(au+b)* i g(u)=-clau+b)P’, uec,

1 albo

albo
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albo ]
(,8)=(1,-1) i p+qg=1, $=5
C.p=3,s= 2+(1 — 1 istniejq takie liczby a, c € (0,400) i « € R\ {0}, Zze

f(u) =ae®™ i g(u) = ez y € Jp.

Porzuémy na chwile szkic dowodu Twierdzenia 3, zeby pokrotce przedstawié ro-
zumowanie uzasadniajace Twierdzenie 4. Przydatny tu jest ponizszy lemat, ktory
pozwala rozwiazywac rownanie z jedna funkcja niewadoma w miejsce réwnania (10)
z dwoma funkcjami niewiadomymi.

Lemat 5. ([H2, Lemma 3]) Niech J C R bedzie przedziatem otwartym, r,s €
R\ {0,1} i p,q € (0,1) ¢ niech f,g : J — (0,400) beda funkcjami ciggtymi. Jesli
para (f,q) spetnia réwnanie (10), to istnieje taki nietrywialny przedzial Jo C J, Ze
funkcja o wzorze

f(u)P==rP=a) g (4 )rA=pla=(1=)q (13)

jest stata na Jy. Ponadto, albo s =p = q i [ spetnia rownanie

£ put (1 =)o) [£@) = )7 | =7 [ £ = J)7]

na Jo, albo s # p, p# q i f spetnia rownanie

p(1—p)(s—q) P(I*m(sfq)]

f (pu + (1 — p)v) |:5(1 — q)f( )m — (1 — s)qf(u) a(T=)(5—p)

p(1—p)(s—q) p(1—p)(s—q)

= rp(1 = @) () f ) — (1 = plas (o) ()

na przedziale Jy.

(14)

Pierwsza teza jest prosta konsekwencja zrézniczkowania wzgledem u funkcji stojacych
po obu stronach rownosci (10) i przyjecia v = u. Biorac pod uwage stalosé¢ funkeji
o wzorze (13) na pewnym przedziale Jy, wyliczajac postac¢ funkeji g|;,, wstawiajac
ja do rownosci (10) i korzystajac z rownosci (11) otrzymujemy druga teze.

Dowodzac Twierdzenia 4 zal6zmy, ze nie zachodzi warunek A. Korzystajac z Le-
matéw 2 i 5 znajdujemy nietrywialny przedzial Jy C J, na ktorym funkcje f i g sa
nieskoriczenie wiele razy rozniczkowalne, funkcja o wzorze (13) jest stata, a funkcja
f spelia réwnanie (14) i ma niezerujaca sie pierwsza pochodna. Dwukrotnie réz-
niczkujac wzgledem u funkcje stojace po obu stronach réownosci (14) i przyjmujac
v = u, po pewnych rachunkach stwierdzamy, ze funkcja f spelnia na przedziale J
rOwnanie rézniczkowe

() f () = df'(u)*
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z pewna liczba d € R\ {0}. Zalozmy, ze d = 1. Wtedy
f(u) = ae™, wu € Jy,

dla pewnych a € (0,+00) i @ € R\ {0}, a wobec Lematu 5
g(u) = ce®™, e J,

dla pewnych ¢ € (0,+00) 1 8 € R\ {0}. Wstawiajac postaci funkcji f i g do rownosci
(10) i biorac pod uwage réownosé (11) dochodzimy do warunku C. Zat6zmy teraz, ze
d # 1. Wtedy istnieja takie a,a € R\ {0} 1 b € R, ze au + b > 0 oraz

f(u) = (au+ )", u € Jy,

i, wobec Lematu 5,
g(u) = c(au+b)”?, u € Jy,

dla pewnych ¢ € (0,+00) i 8 € R\ {0}. Wstawiajac postaci funkcji f i g do rownosci
(10), a nastepnie rozniczkujac pieciokrotnie funkcje stojace po obu stronach otrzy-
manej rownosci, otrzymujemy uktad pieciu algebraicznych réwnar z niewiadomymi
a, B,s,7,p,q. Opuszczamy tu jego skomplikowang posta¢. Dodajgc do niego row-
nanie (11) i rozwigzujac otrzymany uklad przy uzyciu programu Mathematica 4.1,
otrzymujemy warunek B.

Powr6¢émy do rozumowania prowadzacego do tezy Twierdzenia 3. Poniewaz
A = A2 1 AJY = AV, wiec mozemy zalozyé, ze funkcje p,v € CM(I) sg Sci-
sle rosnace. Przypomnijmy, ze na mocy Twierdzenia 1 sa one nieskoriczenie wiele
razy rozniczkowalne na przedziale Iy C [ i maja dodatnie pierwsze pochodne. Jesli
p = q, to, wobec rownosci (11), mamy s = p = ¢q. Wtedy, na podstawie wynikow
pracy [43| Daroczyego i Pélesa, stwierdzamy, ze zachodzi jeden z warunkow (i) i (ii).
Zatozmy wiec, ze p # ¢, co (por. (11)) pociaga rownosé¢ r = ﬁ. Wzory (12)
definiuja nieskoriczenie wiele razy rozniczkowalne funkcje f,g : ¢ (I) — (0,400),
przy czym, jak wiemy, para (f, g) spelnia rownanie (10). Korzystajac z Twierdzenia
4 wyznaczamy mozliwe postaci funkcji f i ¢ na pewnym, nietrywialnym przedziale
J1 C ¢ (ly), a takze zwiagzki pomiedzy parametrami r, s, p,q opisane w warunkach
A, B i C. Pierwsza z rownosci (12), definiujaca funkcje f, prowadzi do réwnania
rozniczkowego

¢'(z) = fle(r))

spelnionego na przedziale I := ¢! (J;). Rozwigzujac je znajdujemy postaci funkcji
¢ na przedziale 1, a nastepnie, postugujac sie druga z rownosci (12), takze postaci
funkcji ¢ na I.
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4.2.3 TWIERDZENIE O PRZEDLUZANIU I ROZWIAZANIE PROBLEMU

Nastepujacy wynik pozwala przenies¢ informacje, ktore przynosi Twierdzenie 3,
na przedzial I i, co za tym idzie, znalez¢ wszystkie rozwiazania rownania (6), ktore
w jezyku $rednich mozna zapisa¢ w postaci

Ay o (A2, AY) = A,. (15)
Tu i w gléownym rezultacie paragrafu 4.3 (por. Twierdzenie 7) kluczowe sa ponizsze
warunki (a)-(e), opisujace mozliwe postaci generatoréw ¢ i 1) w odpowiednim pod-
przedziale przedziatu I, a takze zwiazki pomiedzy parametrami r, s, p, q.

(a) o(z) ~z 1 Y(x) ~w;

(b) p(x) ~e™* 1  (x) ~e ™ dla pewnej liczby t € R\ {0} oraz s =r = 1/2
iptg=1

(c) () ~ /lx —zo] 1 (x) ~ log|zr — x| dla pewnej liczby zp € R oraz

2

— — 1 Sy — .

ST R T e 1T 1/2;
(d) p(x) ~loglz —xe| 1 (x) ~ /|xr — 20| dla pewnej liczby zy € R oraz

s = g r = —2¢(1—q) ip—= 1/2.

7*+(1-9)*’ (-2 1P ’

(e) p(x) ~ /|lz —xo| 1 () ~ +/|r — zo| dla pewnej liczby 2o € R oraz
pq S—4q

p#cbp—i_q:laszp_‘_q_pr:?]'

Twierdzenie 6. ([H2, Theorem 3]) Niech p,9 € CM(I), r,s € R\{0,1} ip,q €
(0,1). Zatozmy, ze para (p,) spetnia rownanie (6). Jesli warunek (a) lub (b)
zachodzi na nietrywialnym przedziale Iy C I, to zachodzi na przedziale I. Jesli jeden
z warunkow (c)-(e) zachodzi na nietrywialnym przedziale I C I z pewnym punktem
zo € R\ I, to zachodzi na przedziale I, przy czym xo € R\ intl.

Naszkicujmy dowod, ktory w duzym stopniu jest rachunkowy. Oznaczmy przez I
maksymalny przedzial otwarty, na ktorym zachodzi jeden z warunkéw (a)-(e) i nie
zawierajacy punktu xg, gdy jest to warunek (c), (d) lub (e). Biorac pod uwage
definicje relacji ~ i zastepujac funkcje ¢ i ¢ funkcjami ap + g 1 v + 9§, gdzie
a,v € R\ {0} i 3,0 € R sa odpowiednio dobrane, mozemy zalozy¢, ze znak ,,~”
w rozpatrywanym warunku jest zastapiony znakiem ,=". Oznaczmy przez a lewy,
a przez b prawy koniec przedziatu I;. Gléwna czesé¢ dowodu polega na wykazaniu
rownosci I = intl. Przypu$émy, ze tak nie jest. Wtedy a € intl lub b € intl.
Rozpatrzmy pierwszy przypadek. Wezmy dowolna liczbe b* € (a,b). Wobec ciagtosci
i Scistej monotonicznosci funkeji ¢ i ¢ istnieje taka liczba dodatnia e, ze (a—e,a] C I,
(b* —e,b*] C I, oraz

po(r) +(1—=plo(y) € o (L) 1 qb(r)+(1—qY(y) € ¥ () (16)
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dla wszystkich © € (a —e,a] iy € (b* —€,b*]. W kolejnych krokach staramy sie
otrzymac sprzecznosé zaktadajac kolejne warunki (a)-(e). Rozpatrzmy dla przyktadu
przypadki (a) i (c).

W pierwszym z nich zakladamy, ze p(z) = ¥(x) = z dla kazdego = € I;. Jesli
p = ¢, to ze zwiazku (11) wynika, ze s = p = ¢, a wiec réwnanie (6) przybiera
posta¢ (9); dla rownania (9) problem przedtuzania moze by¢ rozwiazany przy pomocy
Theorem 3 z pracy [32| Daroczyego i Hajdu (por. tez [43]). Mozemy wiec zatozy¢, ze
p # q. Wtedy rownosé (11) daje r = ——=. Wykorzystujac teraz ten zwiazek, a takze
rownosé (6), po pewnych rachunkach stwierdzamy, ze

rpp(x) + (L —r)g(z) = sz 1 (s —p)(s —q)(p(x) —P(x)) =0
dla kazdego = € (a — &, a]. Wnosimy stad, ze
ple) =v(@) =2z,  ze(a—ecad,

co przeczy maksymalnosci przedziatu ;.
Rozpatrzymy teraz przypadek (c) i zatozmy, ze

o) =+|r —xo] 1 ¥(x)=logl|zr — xo, x € .

Bez straty ogolnosci mozemy zatozyé, ze zo = 0, I; C (0,+00) i € < a. Z Twierdze-
nia 3 wynika, ze albo

albo

s—q p? ) 1
s S=—— =

P—q p*+ (1= p)?

W pierwszym przypadku rownanie (6) przyjmuje postacé

pFq T=

Oznacza to, ze dla wszystkich x € (a —¢,a] iy € (b* — ¢,b*] mamy
»

(z)

z— (@) =2 (p@) - F) v,

a wiec

o) =+vz i P(z)=logur, z € (a—e¢,al, (17)

wbrew maksymalnosci przedziatu I;. W drugim przypadku réwnanie (6) przybiera
postac

Y(x) +Y(y)

5 )ZP%Hﬂl—pV%

¢*@w@»+u—pw@»—QM1—mw*(



Autoreferat 21

co dla wszelkich = € (a —¢,a] i y € (b* —¢,b*] daje

P (@ = pl@)?) = 201 = p) (ple) = ™5 ) 5,
skad ponownie otrzymujemy warunek (17).

Twierdzenia 3 i 6 pozwalaja sformutowa¢ wynik wyznaczajacy wszystkie rozwia-
zania rownania (6).

Twierdzenie 7. ([H2, Theorem 1]) Niech p,v € CM(I), r,s € R\{0,1} ip,q €
(0,1). Para (p,) spetnia réwnanie (6) wtedy i tylko wtedy, gdy

s=rp+(1—r)q

i jeden z warunkow (a)-(e) zachodzi w przedziale I, przy czym xy € R\ intl w przy-
padku warunkéw (c)-(e).

Wyniki tego rozdzialu podsumujemy wymieniajac wszystkie wazone srednie quasi-
arytmetyczne generowane przez funkcje opisane w Twierdzeniu 7.

1° wazone érednie arytmetyczne A,
Ap(z,y) =pr+ (1 - ply;
20 srednie S,; o wzorze:
Spelie,y) = 3 log (e + (1= p)e)
gdzie t € R\ {0};
3% wazone srednie potegowe R . 1 R . o $rodku &, dane wzorami:

2
RZs<x7y):f+<P =&+ (1=p) y—&),

oraz 9
R;,g(w,y)Zé‘—( {—z+(1-p) f—y>,

gdzie £ € R\ I lezy na lewo od przedziatu I w pierwszym przypadku i na prawo od
przedziatu I w drugim przypadku;

4% wazone érednie geometryczne ng 1 G, o srodku &, dane wzorami:

Glelmy) =€+ (@& (-7,
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oraz
Grelwy) == (E—af (-9,
gdzie £ € R\ I lezy na lewo od przedziatu I w pierwszym przypadku i na prawo od
przedziatu I w drugim przypadku.
Zatem wszystkie pary srednich spelniajacych rowanie (9) to: (A4,, Ay), (Spt, Sqt),
(Re:Goe) (Gre Boe) 1 (e Bo), gdzie e € {+,—}.

4.2.4 ZASTOSOWANIE DO BADANIA SREDNICH SPRZEZONYCH

Twierdzenie 7 pozwolito rozwiaza¢ nastepujacy problem réwnosci: wyznaczyé
wszystkie wazone Srednie quasi-arytmetyczne AJ := L na przedziale I C R, dla
ktorych srednia L-sprzezona generowana przez funkcje ¢ € CM(I) i parametry p, q €
(0, 1], czyli $rednia L¥ = o wzorze

L? (z,y) = ¢ (po(x) + qp(y) + (1 —p — Q)e(L(z,y)))

jest wazona $rednia quasi-arytmetyczna. Innymi stowy, nalezy znalez¢ wszystkie
takie funkcje ¢, v,y € CM(I) i liczby p,q € (0,1], p,v € (0,1), ze trojka (v, ,7)
spelia réwnanie

o (pe(x) + qo(y) + (1 —p— Q)¢ (A)(z,y))) = AL (z,y),

lub, réwnowaznie,

o (pe(x) +ap(y) + (L —p—q)e (V" (uy(z) + (1 — )y (y))))

_ (18)
=y~ (() + (1 - v)d(y)).
Na poczatku zat6zmy, ze v = id|;. Rownanie (18) przyjmuje wtedy postacé
o (pp(r) +ap(y) + (1= p = @) (uz + (1 = p)y)) (19)

= ¢~ (vi(e) + (1= v)(y)).

Jak pokazuje ponizszy lemat badanie rownania (19) mozna sprowadzi¢ do réwnania
(6).

Lemat 8. ([H3, Proposition 1]) Niech p,¢ € CM(I), p,q € (0,1] i p,v € (0,1).
Para (p,v) spetnia réwnanie (19) wtedy i tylko wtedy, gdy para (f,g), gdzie

f=¢"" i g=yopT, (20)
spetnia rownanie
rfH(uf () + (1= p) f(v) + (1 =r)g™" (vg(u) + (1 = v)g(v)) = su+ (1 - s)v,(21)

. . -1
dzie s = 2 = 2ta—1
9 ptq ptq
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Jego dowod sprowadza sie do prostego przeliczenia.
W przypadku, gdy p 4+ ¢ = 1, rownanie (19) przybiera postaé

v (pp(e) + (1= ple(y) = v~ (v(z) + (1 = v)i(y)),
czyli wyraza réwnos$¢ dwoch wazonych érednich quasi-arytmetycznych. Jego rozwia-
zanie podali Maksa i Péles w pracy [83]:

Niech 1) € CM(I) i p,v € (0,1). Rownosé AY = AY zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy p=v i p(z) ~Y(z), x € I.

W zwiazku z powyzszym w dalszym ciagu bedziemy zaktadac, ze p+ g # 1. Pod
tym zalozeniem podamy teraz wszystkie rozwiazanie rownania (19).

Twierdzenie 9. ([H3, Theorem 1]) Niech ¢,v € CM(I), p,q € (0,1], p+q # 1
i w,v € (0,1). Para (¢,v) spetnia réwnanie (19) wtedy i tylko wtedy, gdy

v=p+({l—-p—qhn (22)

1 zachodzi jeden z nastepujgcych warunkow:
(i) pl@) ~a, zel, i Y@)~z, wel;

(i) p=qg=1, u+v =1 1iistnieje takie ro € R\ I, ze
1

NW, A
— 40

o(x) ~logle —xo|, xzel, i P(x)

(iii) (1 —p—q)? = 4pq, u = 1/2 i istnieje takie t € R\ {0}, ze
olx)~e” xel, i Px)~ s zel

Przesledzmy pokrotce dowod. Zakladajac, ze para (p,1)) spelnia réwnanie (19)
i korzystajac z Lematu 8 widzimy, ze para (f, g), okreslona réwnosciami (20), speia
rownanie (21). Zastosujemy Twierdzenie 7. Wtedy
+q—1 1
p _ptyq N

—— =s=ru+(1—-rjp= i v
Ptyq Ptq P+q

Y

skad wynika réownosé (22). Rozpatrzmy z kolei pie¢ mozliwych postaci funkcji f i g
opisanych w warunkach (a)-(e) tezy Twierdzenia 7. Przyjmijmy J := ().
(a) Warunki f(u) ~u, u € J, i g(u) ~ u, u € J, oraz réownosci (20) dowodza, ze
o(x) ~x, x €1,1Y(x) ~x, x €I, codaje teze (i).
(b) Mamy
D I, pt+tqg—1 1
—_— 5 = — 1 —_— =T = -,
p+q 2 p+q 2
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skad p = ¢ = 1 i, wobec réwnosci (22), p + v = 1. Ponadto
fluy~e™ weld i gu)~e™ wuel

z pewna liczba t € R\ {0}. Pierwszy z warunkéw oznacza istnienie takich liczb
ce R\ {0} iz €eR,ze
flu) = ce™ +z9, uel.

Oczywiscie g ¢ f(J), czyli xo ¢ I. Ponadto

r — Tg

1 1
plw) = [ ) = S log T =~ (log|w — wo| —loglel), e,

a wiec p(z) ~ log |z — zo|, x € I, 1, w konsekwencji,

¢1 log lz=20l || 1

Y(z) = g(p(x)) ~e "t % T

zel.

~ )
|z — x| |2 — ol

Zatem spelniona jest teza (ii).
(c) Pokazemy, zZe ten przypadek nie moze zaj$¢. Przypusémy, ze zachodzi. Wtedy
v = 1/2 i istnieje taka liczba uy € R\ J, ze

fu) ~]u—ul, ued, i glu)=loglu—ul, ue.
f(u) = c/|u—uo| +z0, we€

z pewnym ¢ € R\ {0} i zg € R. Poniewaz uy ¢ J, wiec o # f(J), czyli zo ¢ 1.
Wtedy

Zatem

r — X9

2 2
@(I):(az—m) +s9, xe€l, lub gp(x):—( )+50, xel,

C C

a zatem
o(x) ~ (1‘—1’0)2, rel,

i, w konsekwencji,
U(z) = g(p(x)) ~log |z — x|, z el
Dla uproszczenia zalozmy, ze xo = 01 I C (0,400). Wstawiajac postaci funkcji ¢
i ¢ do réwnosci (19), po pewnych rachunkach stwierdzamy, ze
pe’+qy’ + (1 —p—q)(pr+ (1 —py) =y, zyel
Poréwnujac wspotezynniki stojace przy odpowiednich potegach zmiennych otrzymu-
jemy uktad réwnan
M =
¢+ (1 =p—q)(1—p)*=0,

p+(1—p—qp*=0,
20 -p—q@u(l —p) =1.
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Poniewaz p > 01 u # 0, wiec z pierwszego rownania wynika, ze p + q¢ > 1. 7Z kolei,
poniewaz u € (0, 1), trzecie rownanie pociaga nieréwnosé¢ p+q < 1. W konsekwencji
przypadek (c¢) nie moze zachodzi¢. Podobnie wykazujemy, Ze nie moze zaj$¢ przypa-
dek (e).

(d) Teraz

p v . ptg—1 —2uv(l-v)

g 1 g s
p+q V2+(1-v)? p+q 24+ (1 —v)?

skad otrzymujemy (p + ¢ — 1)* = 4pq. Ponadto istnieje takie ug € R\ J, ze

fu) ~loglu—upl, wed, i glu)=+/lu—upl, ue.l

Wtedy
p(x) = (2) ~e”, wel,

dla pewnego t € R\ {0} oraz
(@) = glp(e)) ~ Vet ~ etz el

co dowodzi tezy (iii).

Ttumaczac Twierdzenie 9 na jezyk $rednich otrzymujemy nastepujacy wynik.

Wnhniosek 10. ([H3, Corollary 1]) Wazona sprzezona Srednia arytmetyczna, gene-
rowana przez ciqgtq Scisle rosngceq funkcje, jest Sredniq quasi-arytmetyczng wazong
przez v € (0,1) wtedy i tylko wtedy, gdy jest jednej z nastepujacych postaci:

(i) vx + (1 — v)y (wazona Srednia arytmetyczna);

(ii) (1_;)122‘;)0()7";”(‘;)_%) + x¢ dla pewnego o € R\ I (wazona Srednia harmoniczna,

o Srodku x);

(iii) %log (ve’* + (1 —v)e™) dla pewnego B € R\ {0}.

Jak wiemy, réwnanie (18), opisujace oryginalny problem przedstawiony na po-
czatku tej czesci, mozna tatwo sprowadzi¢ do réwnania (19): para (p,1) spelnia
rownanie (18) wtedy i tylko wtedy, gdy para (po~~!, ¢ o~7!) jest rozwigzaniem
rownania (19). Ponizszy wniosek z Twierdzenia 9 opisuje rozwiazania tego pierw-
szego.

Wnhniosek 11. ([H3, Theorem 2|) Niech p,,v € CM(I), p,q € (0,1], p+q # 1
ip,v e (0,1). Trojka (p,1,v) spetnia réwnanie (18) wtedy i tylko wtedy, gdy zacho-
dzi rownosé (22) i jeden z nastepujgcych warunkow:
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(i) (x) ~y(x), =xze€l, i Px)~yx), =xzecl;
(i) p=q=1, u+v =1 iistnicje takie yo € R\ y(I), ze

1

—, =z €l
v(@) = ol

ple) ~loghy(z) —wl, zel, i (@)~

(iii) (1 —p—q)* = 4pq, p = 1/2 i istnieje takie t € R\ {0}, ze
(@)~ e zel i px)~e?™® ) zel
4.3 ITERACJE PAR SREDNICH

Jesli M i N sa $rednimi na przedziale I, to para (M, N) odwzorowuje kwadrat 2
w siebie. Mozemy wiec ja iterowaé, pyta¢ o pierwiastki iteracyjne, wreszcie zanurzaé
w polpotoki. Myslac o tych pojeciach w przypadku ogélnym, ustalmy na chwile
przeksztalcenie ¢ zbioru X. Jego iteraty ¢" : X — X okreslamy rekurencyjnie
prayjmujac
" =id|x 1 ¢"t=¢oo", n € NU{0}.

Z kolei, majac dang liczbe naturalng n > 2, szukamy pierwiastkow iteracyjnych
stopnia n funkcji ¢, czyli takich funkcji h : X — X, ze b = ¢. Wreszcie mo-
zemy rozwazaé problem zanurzania funkcji ¢ w potpotok. Polega on na znalezieniu
rozwiazan @ : (0, +o00) x X — X klasycznego rownania translacji

O(s+t,x) =d(t, (s, x)),

czyli ®(s +t,-) = ¢(t,-) o ¢(s,-), spetniajacego warunek poczatkowy ®(1,-) = ¢.
Zauwazmy, ze wtedy

O(1/n, )" =®(1,-)=¢, neN,

a wiec, w szczego6lnosci, kazda funkcja zanurzalna w potpotok ma pierwiastki itera-
cyjne wszystkich rzedow.

Ponizej przedstawiamy rozwigzania dwoch problemoéow tego typu w przypadku,

gdy wyjsciowa funkcja ¢ to para $rednich na tym samym przedziale. Pochodza one
z prac [H4] i [H5].
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4.3.1 PIERWIASTKI ITERACYJNE PAR WAZONYCH SREDNICH QUASI-
ARYTMETYCZNYCH

Opiszemy tu jeszcze jedno, nieco zaskakujace, zastosowanie Twierdzenia 7. Przy
jego uzyciu wyznaczamy wszystkie pary wazonych srednich quasi-arytmetycznych na
przedziale I, ktére maja pierwiastki iteracyjne stopnia 2, bedace takze parami wa-
zonych érednich quasi-arytmetycznych.

Ponizsze twierdzenie zawiera opis wszystkich funkcji f, g, ¢, € CM(I) i liczb
s, t,u, v € (0,1) spelmiajacych rownanie

(A7, AY) o (A7, AY) = (AL, A7) (23)
Kluczowe okazuja sie tu nastepujace dwa zbiory par parametrow:

A={(st)€(0,1): s >t}

oraz
F={(s,t) eA:t>s(1—s)il—s>(1—-1t)t}.
t
r .
Jes— s =1 (1)t
t=s(1-s)— \\\\\\\

Twierdzenie 12. ([H4, Theorem 2.2]) Niech f,g,0,% € CM(I) i s,t,pu,v €
(0,1). Para (Alf,A}f’) jest kwadratowym pierwiastkiem iteracyjnym odwzorowania

(Af, A7) wtedy i tylko wtedy, gdy

frg o~ f g (24)
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1 zachodzi jeden z ponizszych przypadkow:
(i) (s,t) €T oraz

_s~|—\/s—t i t (25)

R Y 1++s—1
lub

s—vs—1t . t (26)
a 1—+s—t 1—+/s—t

(ii) (s,t) € A\T i spetniony jest warunek (25).

Skupimy si¢ na roli Twierdzenia 7 w dowodzie powyzszego rezultatu, opuszczajac
wiekszos¢ szcezegotow rachunkowych. Kluczowy jest tu nastepujacy fakt.

Lemat 13. ([H4, Proposition 2.3]) Niech f,g,0,¢ € CM(I) i s,t,u,v € (0,1).
Rownanie (23) jest spetnione wtedy i tylko wtedy, gdy réwnosci

LA (u,w) + (1 - 1) A2 (u,w) = -+ (1= o) 27)
u Il

oraz

1
1—v

Afowil(u, w) + (1 — > Alfowil(u, w)=rvu+ (1 —v)w (28)

1—v
zachodzq dla u © w nalezgcych odpowiednio do przedziatow (1) i (I).

Jest to prosta konsekwencja tego, ze rownanie (23) jest rownowazne uktadowi rownan

{ A2 (Ag(z,y), A¥(x,y)) = Al(z,y),
Ag} (A;‘f(%,y),A (xay» = Af(a:,y)

oraz prostych rachunkéw uwzgledniajacych podstawienia u = ¢(z) i w = ¢(y).

P
v
P
v

Chcac uzasadnié teze Twierdzenia 12 zaltdzmy, ze (AZ’,A}f) jest kwadratowym
pierwiastkiem iteracyjnym pary (Af: ,AY ) Zastosujemy Twierdzenie 7 do obu réwnan
(27) 1 (28). Jego pierwsza teza, po pewnych przeksztalceniach, prowadzi do rownosci

s=pp+ 11—y 1 t=vu+(1-v)v
Wynika z nich, ze s —t = (u — v)? > 0, skad (s,t) € A. Ponadto, wyliczajac u

i v w zaleznosci od parametrow s i t, widzimy, ze zachodzi jeden z warunkow (25)
i (26). Poniewaz p, v € (0,1), wiec warunek (26) pociaga nieréwnosci s —v/s — ¢ > 0
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it <1—+/s—t,skad mamy (s,t) € I'. Zatem zachodzi jeden z warunkow (i) i (ii)
tezy Twierdzenia 12. Z kolei, dowodzac zwiazkow (24) korzystamy z drugiej tezy
Twierdzenia 7. Generatory f o ¢~!, 1 o ¢~ i parametry, wystepujace w rownaniu
(27), spetniaja wiec jeden z warunkow (a)-(e), o ktorych mowa w tym twierdzeniu.
Podobna informacja dotyczy tez generatoréw go~!, po~! i parametréw z réwna-
nia (28). Okazuje sie jednak, ze wiekszos¢ przypadkow jest niemozliwa: na przyktad,
gdyby dla réownania (27) zachodzil przypadek (b) to mieliby$my 1/pu = 1/21ip = 1/2,
co jest niemozliwe, a gdyby zachodzit przypadek (d), to okazatoby sie, ze liczba 1/u
jest ujemna; wreszcie gdyby dla kazdej z par (fop o ) i(goy™ oyt
zachodzil jeden (niekoniecznie ten sam) z przypadkow (c) i (e), to otrzymane infor-
macje o postaci funkeji op~1i o=t przeczylyby temu, ze funkcje te sa wzajemnie
odwrotne. W konsekwencji dla cho¢ jednego z réwnan (27) i (28) zachodzi przypa-
dek (a), skad bez wiekszego trudu wnosimy, ze f ~ ¢, ¥ ~ @, a takze g ~ ¢, co
daje warunek (24). Sprawdzenie, ze wyznaczone pary (Afj,A}f) sg kwadratowymi
pierwiastkami iteracyjnymi odwzorowania (A{: ,AY ) nie nastrecza trudnosci.

Odnotujmy jeszcze nastepujace dwa wnioski. Oznaczmy przez WQ.A(I) klase
par wazonych srednich quasi-arytmetycznych na przedziale I.

Wnhniosek 14. ([H4, Corollary 3.2]) Niech f,g € CM(I) i s,t € (0,1). Para
(Af, A7) ma kwadratowy pierwiastek iteracyjny w klasie WQA(I) wtedy i tylko wtedy,
gdy f ~gi(s,t) € A.

Kolejny wniosek dotyczy problemu jednoznacznosci pierwiastkow kwadratowych
w rozpatrywanej klasie.

Whniosek 15. ([H4, Corollary 3.3]) Niech f,g € CM(I) i s,t € (0,1). Para
(Af, A7) ma:

(i) doktadnie jeden kwadratowy pierwiastek iteracyjny w klasie WQA(I) wtedy
i tylko wtedy, gdy f ~ g i (s,t) € A\ intT;

(i) doktadnie dwa kwadratowe pierwiastki iteracyjne w klasie WQA(I) wtedy i tylko
wtedy, gdy f ~ g i (s,t) € int]".

Na koniec odnotujmy tylko, ze, przy uzyciu Twierdzenia 12, Gtazowska, J. Jar-
czyk 1 W. Jarczyk scharakteryzowali pary (A£ ,AY ) zanurzalne w poétpotok ztozony
z par nalezacych do klasy WQ.A(I) i opisali postaé¢ takich potpotokow (zob. [56]).

4.3.2 ALGORYTM GAUSSA DLA PAR SREDNICH ZALEZNYCH OD PARA-
METRU

W tej czesci wprowadzimy pojecie Sredniej zaleznej od parametru, definiujemy
iteracje Gaussa takich srednich i badamy ich graniczne zachowanie. Wyniki pochodza
z pracy [H5] i uogolniaja te dotyczace klasycznego algorytmu Gaussa (por. paragraf
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4.1, punkt (ii)). Dla przejrzystosci ograniczymy sie do par srednich dwoch zmien-
nych. Odnotujmy jednak, ze w pracy |[H5| rozpatrywana jest sytuacja ogblna, gdy
iterujemy ciag (M, ..., M,) Srednich p-zmiennych.

Ustalmy przedzial I C R i niepusty zbior Q. Funkcje M : I? x Q — I nazy-
wamy sredniqg z parametrem, gdy dla kazdego parametru w € 2 funkcja M (-, w) jest
srednig na przedziale I. Mowimy, ze jest ona ciggta, gdy dla wszystkich w €
érednia M (-,w) jest ciagta. Para (M, N) $rednich z parametrem M, N : [? x Q — I
odwzorowuje produkt I? x  w I, nie moze wiec by¢ iterowana w zwykly sposob.
Uzyjemy jednak innego pojecia, mianowicie pojecia iteracji funkcji zaleznej od para-
metru, wprowadzonego przez Barona i Kuczme w pracy [12|. Ponizej przypominamy
je pokrotce.

Niech X i €2 beda zbiorami, a f : X x 2 — X dowolna funkcja. Przyjmijmy Q*°
= ON i okreslmy iteraty fm : X x Q° — X, n € N, rekurencyjnie, za pomocs
rownosci

fl(x7w) =f (1’,w1)
oraz

fn+1<x7w) = f(fn($=w>7wn+1)

postulowanych dla wszystkich z € X, w = (wy,ws,...) € 2% in € N. Pojecie to ma
wiele oczekiwanych, cho¢ niekoniecznie oczywistych wlasnosci. W szczegolnosci,

[ zw) = " (f (zw1), (wo,ws, .. ))

dla wszystkich x € I, w € Q*® i n € N. Mozna tez dowies¢ (zob. [H5, Lemma
2.2]), ze jesli X i Q sa przestrzeniami topologicznymi, a f : X x Q — X jest funkcja
ciagla, to dla kadego n € N iterata ™ : X x Q™ — X tez jest ciagla. (W zbiorze
Q% rozpatrujemy oczywiscie topologie produktowa Tichonowa.)

Iteraty (M, N): I? x Q> — I? i € N, pary (M, N) érednich z parametrem, maja
postac

(M7 N)z = (Miv Nl) )

gdzie M;, N; : I? x Q®° — I sy érednimi z parametrem, rekurencyjnie okreslone

wzorami
M1($7y7w):M($ay7wl) 1 Nl(wayaw):N(xaval)

oraz

Mi.ﬁ,.l(l’,y,W) =M (Mi(x7y7w>7Ni(x7y7w)7wi+1)7
Ni+1<x7yaw) = N(Mi($7yaw)aNi(xayaw)awiJrl)

dla wszystkich z,y € I, w = (w1, ws,...) € 2% in € N. Ponadto, dla kazdego i € N
definiujemy srednie K; , K;" : I? x Q> — I wzorami

K (x,y,w) = min {M;(z,y,w), Ni(z,y,w)}

(2
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oraz

Nastepujacy przyklad jest prosta ilustracjg iterowania par §rednich z parametrem.

Przyktad 16. ([H5, Example 2.3]) W roli Q wezmy przedzial (0,1). Ustalmy
liczbe w € (0,1). Rozpatrzmy pare (M, N), gdzie M : I* x (0,1) — I i N :
I? x (0,1) — I sg $rednimi z parametrem okreslonymi odpowiednio réwnosciami

M(z,y,w) =wr+ (1 —w)y 1 N(z,y,w):=(1—w)xr+wy.

Indukcyjnie dowodzimy, ze dla kazdego ¢ € N srednie M; i N;, czyli sktadowe i-tej
iteraty (M, N)* maja odpowiednio postac

Mi(z,y,w) =Xz + (1 =Ny i Niz,y,w) :=(1-N)z+ Ny, (29)
gdzie ciag (\;);cy okreslamy rekurencyjnie wzorami
)\1 = W1 i )\i+1 = wl‘+1)\i + (1 - u}i+1) (1 — )\2)7 1 € N. (30)

Ponizej formutujemy wyniki, ktore rozszerzaja tak zwany uogélniony algorytm
Gaussa udowodniony przez Matkowskiego w pracach [87], [92] i [97] (por. tez para-
graf 4.1, punkt (ii)) na $rednie z parametrem. Badamy w ten sposob rodzaj deter-
ministycznego iterowanego ukltadu funkcyjnego (iterated function system).

Rozpocznijmy od odpowiednika Twierdzenia 4.3 z pracy Matkowskiego [97].
Twierdzenie 17. ([H5, Theorem 3.1]) Niech M, N : I* x Q — I bedg $rednimi

z parametrem. Zatozmy, ze ciqgg ((M, N)i )ieN jest zbiezny punktowo do odwzorowa-
nia (K1, Ko) : I* x Q®° — 2. Wtedy K, i Ky sq srednimi niezmienniczymi wzgledem
pary (M, N):

Ki (M (x7y7w1) 7N($>?/;W1) ) (WQ,Wg .. )) - Ki<x7y7w)7 1= 1727

dla wszystkich x,y € I iw € Q™. Jesli ponadto K} = Ky, to K := K; : I?xQ> — I
jest jedyng $rednig (M, N)-niezmienniczq.

Uzasadniajac ten rezultat nasladowatam prosty i dos¢ oczywisty dowoéd wspomnia-
nego powyzej twierdzenia Matkowskiego. Istotna réznica bierze sie gtownie z wickszej
komplikacji operacji iterowania funkcji z parametrem.

Zalozenie zbieznoéci punktowej ciggu iterat (M, N)" jest dos¢ krepujace i, na
ogo6l, trudne do sprawdzenia. Kolejny wynik pokazuje, ze zalozenie ciagtosci srednich
M i N, cho¢ nie gwarantuje tej zbieznosci, to pozwala otrzymac teze, zblizong do
oczekiwanej.
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Twierdzenie 18. ([H5, Theorem 3.3]) Niech M, N : I* x Q — I beda cigglymi
srednimi z parametrem. Wtedy

(i) dla kazdego i € N funkcje M;, Ny, K; i K sq ciggtymi $rednimi z parametrem;
(ii) K; < K, < K}, < K;" dla kazdego i € N;

(iii) dla kazdego w € Q> funkcja K~ (-,w) := lim K (-, w) jest pdtciggla z dotu,
1— 00
funkcja KT (-, w) := lim K" (-,w) jest potciggta z gory, przy czym K- < K;
1—00

(iv) K= i Kt sq (M, N)- niezmienniczymi Srednimi z parametrem:
K™ (M (z,y,w1), N (z,y,w1) , (wo,ws3...)) = K~ (z,y,w)

oraz
K+ (M (xvyawl) 7N<x7y7wl) ) (w27w3' . )) = KJF (l’,y,(d)

dla wszystkich x,y € I 1w € Q%;

(v) jesli K- = K*, to K := K~ jest cigglq $rednig z parametrem oraz K =
lim M; = lim N;;
1—00 1—00

(vi) (M, N)-niezmiennicza Srednia z parametrem jest jedyna wtedy i tylko wtedy,
gdy K~ = K™ jest nig wtedy Srednia K := K.

W klasycznym algorytmie Gaussa, a takze tym uogélnionym, pod zatozeniem cia-
glosci srednich M 1 N dowodzi sie rownosci K~ = KT (por. prace [87]), co daje
jednoznacznosé sredniej (M, N)-niezmienniczej. Sytuacja jest wiec klarowna, zeby
nie powiedzie¢ elegancka. Tym ciekawsze, ze dla $rednich z parametrem tak by¢ nie
musi, co pokazuje ponizszy przyktad.

Przykiad 19. ([H5, Example 3.4]) Niech M, N : I? x (0,1) — I beda Srednimi
z parametrem, rozpatrywanymi w Przyktadzie 16. Ustalmy liczbe \g € (0,1/2)
i Scile rosnacy ciag (\i);cy liczb z przedziatu (0, 1), zbiezny do Ag. Okreslmy ciag
w = (wy,ws,...) przyjmujac

I—Xi—Aipa

—on 1 € N.

W1 ‘= )\1 1 Wil =

Wtedy w € (0,1)Y i zachodza rownosci (30), a wobec wzoréw (29) mamy

(1—=X)z+ Ny, gdy =<y,

min {MZ(I',y,W)7NZ(.T,y7W)} = { )\zm + (1 _ >\1) Y, gdy T > Y,
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oraz

/\Z‘ZL‘ + (1 — )\z s d T S s
max {MAZ’,@/,W),NZ(‘CC,Z/,LU)} = { (1 _ )\f)l’—F )l?gj §d§ T > z

dla wszystkich z,y € [ i 7 € N. Zatem

— _ (1—>\0)$+)\oy> gdy Igya
K (x’y’w)_{ Aoz + (1 —=Xo)y, gdy x>y,
oraz ( )
M+ (1—=X)y, gdy =<y
+ o 0 0 ) )
K (x’y’w)_{ (I—=Xo)x+ oy, gdy x>y,

dla wszystkich x,y € I. Tym samym nieréwnos¢ K~ < K nie staje sie tu rownoscig.

Sytuacja taka, jak powyzej, nie moze zajs$¢, gdy zbior parametrow (2 jest zwarta
przestrzenia topologiczng. Moéwi o tym ponizsze twierdzenie, ktére uwazam za naj-
wartosciowszy rezultat pracy [H5].

Twierdzenie 20. ([H5, Theorem 3.5]) Niech Q bedzie zwartq przestrzeniq topo-
logiczng, a M, N : I? x Q — I Srednimi z parametrem. Zatdéimy, ze funkcje M i N
sq ciggle 1 oraz spetniony jest nastepujgcy warunek:

jesti min {M (z,y,w), N (z,y,w)} = min {z, y}

oraz max {M (z,y,w), N (z,y,w)} = max{z,y}, to =y (31)

dla wszystkich x,y € I 1w € ). Wtedy

(i) istnieje taka Srednia K : I* x Q® — I, ze li)m (M,N)" = (K,K) niemal
jednostajnie; .

(i) funkcja K jest ciggla;

(iii) K jest jedyng (M, N)-niezmienniczq $redniq z parametrem.
Rezygnujemy tu z podawania dowodu (a nawet jego szkicu) poniewaz jest dos¢ ,tech-
niczny”. Dowod kluczowej tezy (i) polega na wykazaniu rownosci K~ = K i biegnie
a contrario. Wykorzystujac zatozenie zwartosci zbioru €2, po pewnych raczej drobia-
zgowych rozumowaniach, dochodzimy do sprzecznosci z warunkiem (31). Nawiasem
mowiac warunek ten, wprowadzony przez Matkowskiego w pracy [97], jest ogolniejszy
od bardziej czytelnego zalozenia Scistosci srednich M i N, czyli zalozenia

min{z, y} < M(z,y,w) < max{z,y}

oraz
min{z, y} < N(z,y,w) < max{z, y}

dla wszystkich réznych x,y € I i w € Q.

Paragraf ten zakonczymy pewnymi uwagami.

1Tu zaktadamy cigglosé funkcji M i N ze wzgledu na zmienna (z,y,w), a wiec na ogdt co wiecej
niz ciagtosé srednich M i N, rozumianej jako ciagtosé¢ funkeji M(-,w) i N(-,w) dla kazdego w € €.



Autoreferat 34

Uwaga 21. ([H5, Remark 4.1]) Przyktad 19 pokazuje, ze zalozenie zwartosci
zbioru € jest istotne dla prawdziwosci Twierdzenia 20.

Uwaga 22. ([H5, Corollary 4.2]) W przypadku, gdy zbior €2 jest skoniczony, a M,
N : I? x Q — I sa cigglymi $rednimi z parametrem, spetniajacymi warunek (31),
to zachodzi teza Twierdzenia 20. Tym samym wynik ten uogdlnia rezultat pracy
Matkowskiego [97].

Uwaga 23. ([H5, Remark 4.4]) Ciaglosé¢ srednich z parametrem, wystepujacych
w Twierdzeniu 20, w szczegdlnodci pociaga ich ciagla zaleznos¢ od parametru w.
Jak wiemy, w przypadku skoniczonego zbioru €2, wystarczy zaktada¢ ciagtosé funkeji
M(-,w) 1 N(-,w) dla kazdego w € ). Interesujace jest jednak to, ze Twierdzenie 20
gwarantuje wtedy takze ciagla zalezno$¢ sredniej K od parametru, cho¢ zbior (2
jest nieprzeliczalny, jesli tylko # > 2.

Problem 24. ([H5, Problem 4.5]) Niech € bedzie przestrzenia topologiczna i niech
M : I? x Q — I bedzie ciggla srednig z parametrem, ciggla takze ze wzgledu na pa-
rametr. Czy funkcja M jest ciagta?

4.4 LLACZENIE SREDNICH

W tej czesci wprowadzamy i badamy pojecie taczenia §rednich. Dziatanie to,
dwom Srednim na przedzialach przylegtych, przyporzadkowuje pewng szczegdlnag
srednia (a wlasciwie cala rodzine $rednich) na sumie mnogosciowej tych przedzia-
tow. Wyniki tu przedstawione pochodza z prac [H6| i [H7]. Pojecie taczenia $rednich
po raz pierwszy pojawito sie w pracy [35] Daroczyego, J. Jarczyk i W. Jarczyka.
Wkrétce potem okazalo si¢ jednak, ze dalsze badania wymagaja pewnej modyfikacji
tego pojecia. Definicje, ktore pojawiaja sie ponizej sg wlasnie z tej zmodyfikowanej
wersji, przedstawionej w pracach [H6| i [H7].

4.4.1 POSTAWIENIE I ROZWIAZANIE PROBLEMU

Ustalmy przedziat I C R o réznych koricach, jego punkt wewnetrzny £ i przyj-
mijmy
Ir={zel:x<&, J={rel: &<}

oraz
IE={rel:x<&}, J={rel: <z}

Majac dane srednie M na przedziale I¢ 1 N na przedziale ¢/, szukamy takiej Sredniej
M & N na przedziale I, ze

Kazda taka $redniag M & N nazywamy potgczeniem Srednich M i N.
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Jesli K jest srednig na przedziale I, to wzor

M(z,y), gdy (z,y) € Ie x I,
M@ N(z,y) = K(z,y), gdy (v,y) € I x I°Uel® x I,

pJ<x>y)7 gdy’ ($7y) € fI X 517

definiuje potaczenie srednich M i N. Zauwazmy jednak, ze jego wartos$ci na prosto-
katach I¢ X ¢I°1¢1° x I¢ na ogo6t nie maja zadnego zwigzku z wartosciami srednich M
i N. W dalszym ciagu interesowac sie bedziemy tylko takimi potaczeniami M & N,
ktore w tych prostokatach w jakis sposob ,pamietaja’ wartosci érednich M i N od-
powiednio na odcinkach I¢ x {&}, {€} x Ie 11 x {€}, {€} x ¢I. Wartosci te definiuja
funkcje hq, ho : I — I okreslone wzorami

h,($)3: Ai(x7£>a gdy T e ]S
! N(z,6), gdy z€l,

oraz

_f M(&y), gdy y€l,
hz(y)_{ N(&y), gdy ye€el

Nazywamy je funkcjami brzegowymi dla pary (M, N). W dalszych rozwazaniach
odgrywaja one kluczowa role.

W dalszym ciggu, majac dane funkcje f : I — I 1 g : ¢ x ¢I spelniajace
rownosé f(€) = g(§), symbolem f U g bedziemy oznaczaé przeksztatcenie przedziatu
I okreslone wzorem

Fua - { S s el
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Ponadto definiujemy produkt hy x hy : I* — I?, przyjmujac
(h1 X h) (z,y) == (ha(x), ha(y))
Funkcje wielowarto$ciowa
K : (hy X hg) (Ig x (I°UI° x Ig) — 27
nazywamy tqcznikiem dla pary (M, N), gdy
_1 o o
(h1|I§Uh2|§I) (K((hl X h2) (Jc,y)))ﬂ[x,y] %@, (fE,g) €I§ X§I )
oraz

(halie Ulnler) ™ (K (B % ha) () Ny al 0, (2,) € el° x I,

(h1 Xh2)<I§X§
el

<—(h1xh2) EIOXIE)

I § el

Zauwazmy, ze wszystkie wartosci dowolnego tacznika sg zbiorami niepustymi. Kazda
para (M, N) ma wiele lacznikow. Niektore z nich sa trywialne, na przyktad te,
ktorych wszystkie wartosci zawieraja punkt £. Przyktady mniej trywialnych, choé¢
jednowartosciowych tacznikow, mozna znalezé w pracy [H6| (por. takze prace [35]).
Przedstawimy pokrotce pierwszy z nich.

Przyktad 25. ([H6, Example 1]) Zaktadajac, ze funkcje brzegowe hy, hy : I — I
s ciggle i Scisle rosnace, nie jest trudno sprawdzié¢, ze wzor
K(z,y) = {K(z,y)}, (32)
gdzie
K(z,y) = hi(z) + hay) = &, (z,y) € [g X I°Uel® X I,
definiuje jednowartosciowy tacznik dla pary (M, N).
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Drugi z przyktadow dotyczy taczenia wazonych $rednich quasi-arytmetycznych. Us-
talmy funkcje ¢ € CM (I¢) 1 ¢ € CM (¢I) zerujace sie w punkcie £ oraz liczby
p.q € (0,1). Niech M := A? i N := AY. Wtedy

e (), edy =€l
’“(x)‘{ S (@), edy z €,

oraz

1—q U(y)), gdy y €l

{ N Je(y), sdy ye€l,
P!
X ha) ([° X 5[") przyjmijmy

Dla kazdej pary (z,y) € (hy X

K(z,y) = { e Hplp(x) +4(y))), edy w(x)+4(y) <0
’ M glp(x) +¢(y))), edy ¢(z)+¢(y) >0

Podobnie, dla wszystkich (z,y) € (hy X hy) (¢I° x Ig) niech

Ko = { (0P L), sy vlo) ol <
’ v g((z) + o (y)), gdy ¥(z) + ¢(y) = 0.

Wielowartosciowa funkcja K, okreslona réwnoscia (32), jest wtedy lacznikiem dla
pary (M,N) = (Af,A;”).

W Przyktadzie 34 w paragrafie 4.4.3 opisana jest konstrukcja tak zwanego p-
tacznika, ktory, pod zalozeniem, ze funkcje brzegowe h; i hy sa ciggle i rosngce
(niekoniecznie $cisle), a p = 1, jest tacznikiem o wartosciach bedacych nietrywialnymi
przedziatami.

Ponizsze twierdzenie opisuje do$é¢ ogolng procedure taczenia srednich.

Twierdzenie 26. ([H6, Theorem 1|) Jesli K jest tqcznikiem dla pary (M, N), to
wszystkie wartosci funkcyi wielowartoSciowej M@k N o wzorze

{M(z,y)}, gdy  (z,y) € I X I,
(hl‘fg U h2’51)71 (K (hl X h2) (ﬂﬁ,y)) A [%,y] . gdy (x,y) < [g X Eloa
(halre Uhaler) ™ (K (ha x ho) (w,9)) N[y, 2], gy (w,y) € I° x I¢,
{N(z,9)}, gdy  (2,y) € ¢l X ¢,

sq miepuste, a kazda jej selekcja jest srednig na przedziale I, bedgcq przedtuzeniem
srednich M i N.

Kazda érednia M @ N, bedaca selekcjg funkcji wielowartosciowej K okreslonej
w Twierdzeniu 26, nazywamy brzegowym K -potgczeniem $rednich M i N.
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4.4.2 PROBLEM ODWROTNY

Ponizej formutujemy twierdzenie zawierajace pozytywna odpowiedZ na nastepu-
jace pytanie:

Czy dowolna Srednia L na przedziale I jest brzegowym K -potgczeniem Srednich L|, 1,
1 L|5I><§I otrzymanym przy uzyciu tgcznika K z jak najmniejszymi wartosciami?

Definiujac srednie M := Ll|j xs, i N := L| 1«1, okreslmy funkcje brzegowe hy : I — I
ihy: I — I réwnosciami

! N(z,€), gdy =€,
oraz

21y N(y), gdy =€l
Wzor

(u,v) ~ (2,y) = hi(u) = hi(z) 1 ha(v) = ha(y)
definiuje relacj¢ rownowaznosci ~ w zbiorze I X ¢I° U ¢I° x I¢. Oznaczmy przez

(0, Y0) klasg rownowaznosci punktu (o, yo) € Ig X ¢I°U ¢I° x I¢.

Twierdzenie 27. (|H6, Theorem 2|) Funkcja wielowartosciowa K : (hy X hy)
(Ig x I°Uel® x Ig) — 2"\ {0}, okreslona réwnosciami

K, (hi(7), ha(y)) = (h1’15 U h‘2|5]) (L((x,9)), (v,y)€ [E X ¢l®,

oraz
Ko (hi(z), ha(y)) = (holr, Uhal.r) (L ((=,9))),  (2,y) € I° % IZ,
ma nastepujgce wltasnosci:
(i) Ko jest tgcznikiem dla pary (M, N), gdzie M := L1, x1,, N := L| 1x.1, 1 spetnia
warunek

L((@y)) C (M®k,N) (2,9), (2.y) € Ig x I°UeI® x I,

oraz
(ii) jesli K jest tgcznikiem dla pary (M, N) i spetnia warunek

L((z,y)) C (M®kN) (2,y), (v,y) €I x I°Uel® x I, (33)

to Ko C K.

W szczegolnosci: srednia L jest Kg-potgczeniem Srednich M i N, a K, jest
najmniejszym (w sensie inkluzji) tacznikiem dla pary (M, N), spetniajgcym warunek
(33).
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Funkcje wielowartosciowa K, wprowadzong w Twierdzeniu 27, nazywamy &-reku-
rencyjnym tgcznikiem dla sredniej L.

Ostatnie twierdzenie tej czesci pozwoli nam odpowiedzie¢ na nastepujace intere-
sujace pytanie:

Pod jakimi zalozeniami o Sredniej jej &-rekonstrukcyiny tgcznik jest funkcjq jedno-
wartosciowq?

Przydatne tu bedzie nastepujace pojecie. Mowimy, ze Srednia L zachowuje &-brzegi,
gdy z rownosci L (uq,&) = L (ug,&) 1 L (&, v1) = L (§,v9) wynika, ze

L (min{L (uq,v1),&}, max{L (uy,v1),&}) =
= L (min{L (ug,vs), &}, max{L (ug,v3),&})

oile (u1,v1), (uz,v2) € I X ¢I° oraz

L (maX{L (ula Ul) 76}7 mln{L (Ul, Ul) 75}) =
= L (max{L (uz,vs),&}, min{L (ug,v3),&})

w przypadku, gdy (u1,v1), (ug,va) € ¢I° X I§.
Uwaga 28. (|H6, Remark 1]) W przypadku, gdy $rednia L jest symetryczna:
L(z,y) = L(y,z),  (v,y) € I,

warunek definiujacy zachowywanie £-brzegdéw przyjmuje nastepujaca prostsza postac:
z rownosci L (u1,&) = L (ug,€) 1 L (&, v1) = L (€, v2) wynika, ze

L (L (ur,v1),8) = L (L (u2,02),€)
dla wszystkich (u1,v1), (ug,va) € I§ X ¢I° i (u1,v1), (ug, v2) € ¢I° X I¢.

Nie wszystkie srednie zachowuja brzegi. Srednia kontrharmoniczna L : (0, +-00)? —
(0, +00), 0 wzorze

nie zachowuje 1-brzegéw (zob. |H6, Example 4]).

Uwaga 29. (|H6, Remark 2|) Jesli funkcje brzegowe L(-, &) i L(&, -) sa roznowar-
tosciowe, to Srednia L zachowuje £-brzegi.

Roéznowartosciowosé funkceji brzegowych nie jest warunkiem koniecznym zachowywa-
nia brzegéw, co pokazuje przyktad sredniej R?* 3 (z,y) — max{z,y}, ktora zacho-
wuje O-brzegi (zob. |[H6, Example 3]).
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Twierdzenie 30. (|H6, Theorem 3]|) &-rekonstrukeyjny tacznik dla sredniej L jest
funkcja jednowartosciowa wtedy i tylko wtedy, gdy érednia L zachowuje &-brzegi.

Bezposrednio z Twierdzenie 30 i Uwagi 29 wynika, ze jesli funkcje brzegowe L(-, &)
i L(§,-) sa roznowartosciowe, to &-rekonstrukeyjny tacznik sredniej L jest funkcja
jednowartosciows.

4.4.3 ITEROWANE LACZENIE SREDNICH

Laczenie srednich omawiane powyzej ma charakter globalny. Procedura taczenia
odbywa sie tam przy pomocy lacznika okreslonego na zbiorze (hy X hsg) (Ig X ¢I°U
el° % Ig) W tej czesci rozszerzymy ja na sytuacje, w ktorej taczenie odbywa sie
na zbiorach na og6t mniejszych. Zbiory te stanowia nieskonczony ciag zstepujacy,
a ich czesé wspolna, pod pewnymi zatozeniami, sktada sie tylko z punktu (§,€). Z ta
lokalng procedura zwiazany jest nastepujacy prosty uktad dynamiczny, opisany przez
funkcje brzegowe hi, hy : I — I dla pary (M, N).

Zauwazmy, ze funkcja hy x hy przeksztalca kwadrat I? w siebie, a wiec mozemy
ja iterowac. Ponadto (hi, hs) (§,&) = (§,€) oraz

b =g ()~ ¢

=& y—2¢
Pod zalozeniem zwartosci przedziatu I i cigglosci funkcji by, hy mozemy powiedzie¢
znacznie wiecej o ciggu iteracyjnym ((hy X ha)"),cn-

rel\{¢, 10 <1, yel\{

Twierdzenie 31. (|[H7, Theorem 3.1|) Zatdzmy, ze przedziat I jest zwarty, a funk-
cje hi, hy sq cigglte. Wtedy
(1) (RT())pen & (R3(1)),en S0 2stepujacymi ciggami zwartych przedziatow zawie-
rajgcych punkt &;
(it) Moz, AT () = a1, 2] i (2, b3 (1) = [a3, 23], gdzie
vy =inf{zel: h(x)=2} i of =sup{z € l: h(z)=2},i=1,2;

(iii) (27, 2] x |25, 25| jest atraktorem uktadu ((hy X hs)"), cn: dla kazdego zbioru
otwartego U C R? zawierajgceqo prostokat [:El_,a:ﬂ X [m;,ajﬂ istnieje taka liczba
ng € N, ze

(hl X hg)n<l X ]) cU
dla kazdego n > ny.
Zwro6¢my uwage na to, ze atraktor [xl_, a:ﬂ X [mQ_ , :17;’] moze by¢ istotnie duzy, a nawet
pokrywa¢ sie z kwadratem I2. Tak jest, na przyklad, gdy srednie M i N sg okreslone
odpowiednio wzorami

M(z,y) =min{x,y} 1 N(z,y)=max{z,y}.

Wtedy hi(x) = he(z) = x dla kazdego = € I, a wiec (o, k(1) = (), h5(I) = 1.
Taka sytuacja nie moze zaj$¢, gdy £ jest jedynym punktem stalym funkcji hy i hs.



Autoreferat 41

Twierdzenie 32. ([H7, Theorem 3.2|) Zaldzmy, ze przedzial I jest zwarty, funk-
cje h, hy sq ciagle, a & jest ich jedynym punktem statym. Wtedy (. _, hi(I) = {&}

iy hs (1) = {&}, a wiec
lim (hy x ho)" (z,y) = (&,€) (34)

n—o0
jednostajnie w zbiorze I2.

Uwaga 33. (|H7, Remark 3.4]) Jesli srednie M i N sq Sciste, czyli
min{z, y} < M(z,y) < max{z,y}

oraz
min{z, y} < N(z,y) < max{z,y}

dla wszystkich roznych x,y € I, to & jest jedynym punktem statym funkcyi hy i ho.

Uwaga 33 i Twierdzenie 32 gwarantuja, ze jesli M i N sa ciaglymi Scistymi srednimi
na przedziale zwartym, to rownos¢ (34) zachodzi jednostajnie w kwadracie 1.

Dowody Twierdzen 31 i 32 oraz Uwagi 33 sa standardowe.

Ustalmy liczbe p € N. Funkcje wielowarosciowa K, okreslona na podzbiorze kwa-
dratu I? zawierajacym zbior (hy X hy)? (Ig X el°Uel° x Ig) i przyjmujgca wartosci
w rodzinie 2!, nazywamy p-tqcznikiem dla pary (M, N), gdy

((halze Ubale)”) ™ (K ((hy % ho)? (2,9))) N woy] £ 0, (w,y) € Ig x I°,
((halre Uhal,0)") ™" (K ((ha x hao)? (w,9)) ) O [y, 2] # 0, (2,y) € I° x I,

Kazdy p-tacznik, gdzie p € N, nazywamy lokalnym tgcznikiem. Zauwazmy, ze pojecie
1-tacznika pokrywa sie w istocie z pojeciem tacznika wprowadzonym w paragrafie
4.4.1.

Przyktad 34. (|[H7, Example 4.1]) Mozna sprawdzi¢, ze dla kazdej liczby p € N
WZOry

K (u,0) = 1 (i ()" ({u}) €] ) U b ([€sup () ({0})] ).
gdy (u,v) € (hy x hy)? (Ig x ¢I°), oraz
= 1 ([t (1) (foh) €] ) U m ([&sup () ({ud)] )

jesli (u,v) € (hy X ho)? (¢I° % ]O) definiuja p-tacznik dla pary (M, N). Mozna tez
zauwazy¢, ze u,v € K (u,v) dla wszystkich (u,v) € (hy X hg)” (I x (I° U I° x I2).



Autoreferat 42

Ponizszy rezultat zawiera prosty warunek dostateczny na to, zeby funkcja wielo-
warto$ciowa byta lokalnym tgcznikiem dla danej pary srednich.

Twierdzenie 35. ([H7, Theorem 4.1|) Niech p € N. Jesli funkcje hy, hy sq cig-
gle, to kazda funkcja wielowartosciowa K : (hy x hg)? (]g X el Ul° % Ig) — 21
spetniajgca warunek

K (u,v) N [min{u, v}, max{u,v}] # 0

dla wszystkich (u,v) € (hy X hy)” (Ig X eI°Uel° x ]g), jest p-tgcznikiem dla pary
(M, N).

Odpowiednik Twierdzenia 26 dla lokalnych tacznikéw ma nastepujaca postac.

Twierdzenie 36. (|[H7, Theorem 4.2|) Niech p € N. Jesli K jest p-tgcznikiem dla
pary (M, N), to wszystkie wartosci funkcji wielowartosciowej (M®gN), o wzorze

{M(z,y)}, gdy  (x,y) € I¢ x I,
((hl‘fg U h2|51)p)71 (K ((hl X h2)p (x,y))) N [.Z',y] , gdy (x,y) S [g X 5107
((halre Ubalr)") ™ (K (b x o) (2,9))) N [y,2], gdy  (2,y) € I° x I,
{N(z,9)}, gdy  (x,y) € I X ¢,

sq miepuste, a kazda jej selekcja jest srednig na przedziale I, bedgcqg przedtuzeniem
srednich M + N.

Kazda srednia (M@&gN )p, bedaca selekcja funkcji wielowartosciowej K okreslonej
w Twierdzeniu 36, nazywamy iterowanym brzegowym K -potgczeniem Srednich M
1 N rzedu p.

Kolejne twierdzenie opisuje wazny zwigzek miedzy K-potgczeniami rzeddéw ¢ ii+1.

Twierdzenie 37. (|[H7, Theorem 4.3|) Niech p € N. Zatdzmy, ze funkcje hy i hy
przygmujg wartosé & tylko w punkcie £. Jesli K jest p-tqcznikiem dla pary (M, N),
to

(Palre Uhal,r) ™ (M®&N), ((ha % ha) (2,9))) C (M®KN),,, (,y)
dla wszystkich (z,y) € I¢ X ¢I° i i > p oraz

(halr Uhal) ™ (M@ N), ((hy % ho) (2,1))) C (M®kN),,, (2,y)
dla wszystkich (z,y) € ¢I° X I i i > p.

Zalozenie, ze funkcje brzegowe przyjmuja warto$é £ tylko w punkcie £ jest spetnione,
gdy srednie M i N sg $ciste (zob. [H7, Remark 4.4]).
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Stosujac Twierdzenie 37 mozna zdefiniowac taki ciag ((M®kN),);, Srednich na
przedziale I, ze dla kazdego ¢ > p rednia (M@ NN), jest brzegowym K-polaczeniem

rzedu ¢ srednich M1 N,

(h1|15 U h2|51) ((M@KN>1+1 (C(],y)) = (M@KN)Z( (hl X h2) ([E, y)) (35)
dla wszystkich (x,y) € I X ¢I° oraz
(halre Uhalr) ((M&KN), 1y (2,y)) = (M®KN), (b1 X ha) (2,9)) (36)

dla wszystkich (z,y) € ¢[° x Ig. Ponadto, przyjmujac L = (M®kN),, stwierdzamy,
ze

(M&xN), ., (&) €
<(h1\lg U h2’51)i> (L <(h1 X ha)' (5673/))> , gdy (z,y) € Ig x 17,
(ol Umiler) ) (2 (0 x b (@9) ) ey (9) € eI % I
dla kazdego i € N. Wrory
Ox (2, y) = lim inf (MSgN), (z, y)

-1

oraz

¢x(z,y) = limsup (M@ N), (z,y)
71— 00
definiujg srednie na I przedtuzajace M i N. Ich podstawowe wlasnosci opisuje ostatni
z przedstawionych w tej czesci wynikow.
Twierdzenie 38. ([H7, Theorem 5.1|) Zatozmy, zZe funkcje hy i hy sq ciggte i przyj-
mugjg wartosé § tylko w punkcie §. Funkcje ¢ | Igxel® i gl IgxcI® spetniajq rownanie
funkcyjne

¢ (hi(w), ha(y)) = hiz (é(,y)), (37)
gdzie hig := h1|]5 U h2|€1, a funkcje ¢g

cIox I 1 gb} eIoxIg 54 rO2WIGZANLAML TOWNANLA

¢ (hi(z), hao(y)) = o1 (&(2,Y)), (38)
gdzze hgl = h2|[§ U h1|§].
Zauwazmy, ze rownania (37) i (38) wyrazaja polsprzezonosé funkcji hy x hy z funk-
cja hiz w prostokacie I¢ X ¢I° i z funkcja hgy w prostokacie (I° x I¢. Wydaje sig
interesujace rozwiaza¢ rownanie (37) w klasie funkeji ¢ : I§ x ¢I° — I spelniajacych
warunek

r<d(z,y) <y,  (z,y) € I§ X I°,

oraz rownanie (38) w klasie funkcji ¢ : ¢I° x [ ¢ — I spelniajacych nier6wnosci

y<olwy) <w,  (vy) €l x I
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B) OMOWIENIE WYZEJ WYMIENIONYCH PUBLIKACJI

Rozpoczne od problemu niezmienniczosci srednich, ktérym zajmowatam sie gtow-
nie przed uzyskaniem doktoratu. Wyniki prac [P2|, [P4], [P6] i [P8| weszly w sktad
mojej rozprawy doktorskie;j.

Na poczatek przypomne glowny wynik pracy [P1] napisanej przeze mnie (pod
uzywanym wtedy nazwiskiem Blasinska-Lesk) wspolnie z Glazowska i Matkowskim.
Dotyczy ona niezmienniczosci §redniej geometrycznej G wzgledem pary $rednich Sto-
larsky’ego. Dla dowolnych parametréw p,q € R $rednig Stolarsky’ego E, , definiu-
jemy na przedziale (0,+o00) przyjmujac E,,(z,z) = x dla kazdego = € (0,+0o0)
oraz

P —yP .
(fmqy) gdy p#qipg#0,
(p(lo?jlj%igy) ) gdy p%q 1 q:07
EV(ZE,y): q_qq .
o (mgéx Z{ogy> ’ 1 gdy p#qip=0,
eXp(—,%ﬂLM”fci—Izifbgy)p, gdy p=gq#0,
L VY, gdy p=q=0,

dla wszystkich réznych x,y € (0, +00) (por. tez str. 8). Niezmienniczo$¢ sredniej G
wzgledem pary (E, s, Ey.,) jest opisana rownaniem

Go (Er,57 Ek,m) =G.

Wszystkie pary (k,m) i (r,s), dla ktorych spelnione jest powyzsze rownanie, wymie-
nione sa w nastepujacym rezultacie.

Twierdzenie 39. (|[P1, Theorem 2|) Niech k,m,r,s € R. Srednia geometryczna
G jest niezmiennicza wzgledem pary (B, s, Ex,,) Srednich Stolarsky’ego wtedy tylko
wtedy, gdy spetniony jest jeden z nastepujacych warunkow:

(i) k=m=r=s=0;

(i) k=—r#0im=s=0;
(i) k=m#0ik=—
(iv) rk #£0, r # s, k # m oraz

r=—-stk=—mluwbk=—-—rim=—-slubk=—-sim=—r.
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Jak wiadomo (por., na przyktad, [87]), srednia G jest wtedy jedyna ciagta srednia
niezmiennicza wzgledem par srednich Stolarsky’ego opisanych w powyzszym twier-
dzeniu. Jego dowdd jest dosé dtugi i, w przypadku gdy k # m, wymaga wyznaczenia
pochodnych rzedu 8 funkcji

(0,—5—00)\{1}9x|—>x(%xm_1>klm

xk —1

Do obliczenia tych pochodnych oraz pewnych granic uzyto pakietu Mathematica 4.0.

Prace [P2] i [P4] stanowia dwa kolejne etapy rozwiazania problemu Matkowskiego-
Sut6 dla wazonych $rednich quasi-arytmetycznych, czyli problemu niezmienniczosci
w tej klasie srednich, opisanego rownaniem (7). Jak wiemy problem ten przez proste
podstawienie sprowadza sie do badania réwnania (8), ktére moze réwnowaznie by¢
zapisane w postaci

ro~ (po() + (1= p)e(y)) + (1 =)™ (q(x) + (1 = q)(y)) = ro + (1 — 7)y.(39)

Rownanie to zostalo rozwiazane w pracy [P2| napisanej przeze mnie wspolnie z Mat-
kowskim, pod zatozeniem dwukrotnej rézniczkowalnosci w sposob ciagly generatorow
@ 11 (zob. |[P2, Theorem 1|). Kluczowym narzedziem uzytym w tym rozumowa-
niu byta nastepujaca charakteryzacja warunkowej jednorodnosci wazonych srednich
quasi-arytmetycznych, interesujaca sama w sobie.

Twierdzenie 40. (|P2, Proposition 1|) Niech I C (0,+00) bedzie przedziatem
i niech o € CM(I) oraz q € (0,1). Srednia A7 jest warunkowo jednorodna:

A7 (s, sy) = sA7 (2, y)

dla wszystkich x,y € I i takich s € (0,+00), Ze sx,sy € I, wtedy i tylko wtedy, gdy
albo
o(x) ~a", xel,

dla pewnego n € R\ {0}, albo
o(x) ~logx, x€l.

W kolejnej pracy [P4]| udato mi si¢ opusci¢ krepujace zalozenie dwukrotnej roz-
niczkowalnosci w sposob ciagly generatoréw ¢ i ¢ i udowodnié nastepujacy wynik za-
mykajacy sprawe niezmienniczosci w klasie wazonych srednich quasi-arytmetycznych.

Twierdzenie 41. (|P4, Theorem 1|) Niech ¢, € CM(I) i p,q,r € (0,1). Para
(p, 1) spetnia rownanie (39) wtedy i tylko wtedy, gdy

r(l—p)=(1-r)g
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¢ albo
olx)~z, xel, (x) ~x, wel,

albor =1/2, p+q=1 oraz
o(x) ~e™ wel, Y(x) ~e ™ xel,
dla pewnej liczby t € R\ {0}.

Interesujace jest to, ze ostabienie zalozen o generatorach ¢ i1 nie powickszyto zbioru
rozwigzan: teza Twierdzenia 41 jest taka sama, jak teza Theorem 1 z pracy [P2].
W dowodzie Twierdzenia 41 najwazniejsze byto podniesienie regularnosci generato-
row. Udalo sie to zrobi¢ przy uzyciu dwoch nietrywialnych twierdzen pochodzacych
z monografii [61]| Jaraia.

W artykule [P6] podjetam temat uogolnienia problemu Matkowskiego-Sutd na
przypadek wag funkcyjnych, dowodzac pewnych rezultatéow dotyczacych réwnania
funkcyjnego

r(z, )" (p(z, y)e(x) + (1 = plz,y)e(y)) +
+(1 =7z, )~ (glz, y)(z) + (1 = gz, y)v(y)) = (40)
=7r(z,y)r + (1 —r(z,y))y,

gdzie p, q,7 : I? — (0, 1) sa danymi funkcjami wagowymi, a I C R przedzialem o r6z-
nych koricach. To jasne, ze w przypadku, gdy funkcje p, ¢ i r sa stale, rownanie (40)
staje sie rownaniem (39). Oczywiscie trudno przypuszczaé, by w tak ogolnej sytuacji
mozna byto udowodni¢ zadowalajace rezultaty. Poniznej przytaczam twierdzenie,
ktore jest jednak interesujacym przyktadem mozliwych wynikéw.

Twierdzenie 42. (|P6, Theorem 2|) Zatéimy, ze funkcje p,q,r : I* — (0,1)
sq trzykrotnie rozniczkowalne ze wzgledu na pierwszq zmienng w kazdym punkcie
przekatney {(z,y) € I* : x = y}. Wtedy istniejq takie dwukrotnie rdézniczkowalne
funkcje a,b: I — R, Ze funkcja ¢ = ¢" /¢’ spetnia réwnanie Riccatiego

_ 1 —p(l‘,:ﬂ) B q(SE,JZ')
1 —q(z,x)

(p(z,2) — q(z,2)) ¢'(x) ¢(x)* + a(x)(x) +b(z),  (41)
ilekro¢ ¢ - I — R i : I — R sq trzykrotnie rozniczkowalnymi funkcjami o niezeru-
jacych sie pierwszych pochodnych i para (p,1) spetnia réwnanie (40).

Wiadomo, ze trudno o ogélne metody efektywnego wyznaczania rozwiazan réwna-
nia Riccatiego. W pracy |P6] mozna znalez¢ jednak kilka szczegolnych przypadkow,
w ktorych potrafimy to zrobi¢ z rownaniem (41). W konsekwencji mozna wyznaczy¢
funkcje ¢ i, ostatecznie, takze 1. Dla przyktadu
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(i) zatozenie p(z,x) = q(x,z), x € I, prowadzi do algebraicznego réwnania kwa-
dratowego (zob. [P6, Corollary 3]),

(ii) warunek p(z,z) + q(z,z) = 1, x € I, sprowadza rownanie (41) do liniowego
rownania rozniczkowego (zob. [P6, Corollary 4]).
Inne szczegolne przypadki przedstawione sa w [P6, Corollaries 5-8 i Theorem 3].
Z jednego z tych wnioskow (por. [P6, Corollary 5|) wynika nastepujaca obserwa-
cja, mogaca w pierwszym momencie wydawaé sie nieco zaskakujaca: w pewnych
przypadkach wartosci rozwiazania (y,1) réwnania (40) w calym kwadracie I? sa
jednoznacznie wyznaczone przez wartosci funkcji p, ¢, r przyjmowane dowolnie blisko
przekatnej A.

Praca [P8| poswiecona zostata niezmienniczosci $redniej arytmetycznej A wzgle-

dem pary (Bf/";, Bﬁ;) srednich Bajraktarevicia, czyli, jak pamietamy (por. str. 7),

Srednich BY := By}, postaci

B = ( aw)+ =2 —a),

s(z)+s
gdzie o € CM(I) i s: 1 — (0,4+00). Srednia B jest waznym przyktadem gredniej
quasi-arytmetycznej z waga funkcyjna; waga ta jest okreslona wzorem

I*> (z,y) —

Zauwazmy, ze niezmienniczos$é sredniej A wzgledem pary (Bf, Bff) jest opisana przez
rOwnanie

Ao (B, BY) = A
czyli

o <S(x&<ﬂ(w) + &w(y)) +

T+ (W)
o s@) . s(y) .
¥ (s<x> Y T s+ S(y)wy)) T

Jest to szczegdlny przypadek rownania (40), gdzie

(42)

1. s(x)
r(z,y) == 1 plz,y) = q(z,y) = —————,
(z,y) = 5 1 p(a,y) = alz,y) @)+ 507)
W pracy |P8| rownanie (42) zostalo rozwiazane pod zalozeniem, ze funkcja s :
I — (0, +00) spela rownanie oscylatora harmonicznego

x,y € 1.

s"(z) = as(x),
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a wiec jest jednej z nastepujacych postaci:
s(x) = 1@ + ¢,

lub

s(x) = c16¥% + coe™",

lub

s(z) = ¢1 coswz + ca sinwe.

Nietrudno przekonaé sie (por. [P8, Remark 3|), ze wystarczy ograniczy¢ sie do jed-
nego z nastepujacych przypadkow:

(a) I C (0,400)is(x)=a,2€l;

(b)y I CRis(z)=¢"z€l;

(¢) I C(0,2)is(x)=cosz, z €l
Ponizszy rezultat podaje wszystkie rozwiazania rownania (42) pod zatozeniem od-
powiednio wysokiej regularnosci.

Twierdzenie 43. ([P8, Theorem 3 i Theorem 4|) Niech s : I — (0,400) i p, ¢ €
CM(I).

(i) Jesli zachodzi przypadek (), a funkcje v i1 sq czterokrotnie rozniczkowalne,
to para (p,v) spetnia réwnanie (42) wtedy i tylko wtedy, gdy

1 1
~Z xel, ~Z zel
() — TE€L (x) — T €

(ii) Jesli zachodzi przypadek (b), a funkcje ¢ i1 sq czterokrotnie rozniczkowalne,
to para (p,v) spetnia réwnanie (42) wtedy i tylko wtedy, gdy

o) ~e ™ xel, i Yx)~e zel
(iil) Jesli zachodzi przypadek (c), a funkcje ¢ i1 sq szeSciokrotnie rézniczkowalne,
to para (p,v) spetnia réwnanie (42) wtedy i tylko wtedy, gdy

o(x) ~tge, xel, i Y(x)~tgr, x €l

Wynik ten uogoélnia rezultat Domsty i Matkowskiego z pracy [46], gdzie udowodniono
tylko teze (i). Nietrudno sprawdzi¢, ze funkcje s, i ¢ opisane w Twierdzeniu 43,
generuja Srednia arytmetyczng. Oznacza to, ze poza para (A, A) nie znamy pary
(Bf, ij’), wzgledem ktorej niezmiennicza jest srednia A.

Ukoronowaniem moich zainteresowan problemem niezmienniczo$ci srednich jest
obszerna praca przegladowa [P13], napisana wspolnie z W. Jarczykiem. Zawiera
omoOwienie najwazniejszych rezultatow dotyczacych iteracji Gaussa, klasycznego pro-
blemu Matkowskiego-Sutd oraz niezmienniczosci w takich klasach, jak wazone $red-
nie quasi-arytmetyczne, srednie Matkowskiego, srednie Mako-Pélesa, a takze $rednie
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Bajraktarevicia oraz Cauchy’ego, w tym $rednie Lagrange’a i Stolarsky’ego. Spis
literatury tego artykutu zawiera ponad 150 pozycji.

Omowie teraz pokrotce dwie prace, w ktorych gléwnym tematem sa (wazone)
srednie quasi-arytmetyczne, ale nie w zwiazku z problemem niezmienniczosci. Pierw-
sza czeS¢ pracy |P12], powstalej we wspotpracy z Daroczym i W. Jarczykiem, po-
Swiecona jest problemowi postawionemy przez Dardczyego w roku 2014 podczas
52nd International Symposium on Functional Equations w Innsbrucku w Austrii
(zob. |29]). Problem ten nawiazuje do nastepujacego twierdzenia Gera i Kochanka
z ich pracy [51].

Niech M bedzie cigglq srednig na przedziale I, Scisle rosnqgcq ze wzgledu na kazdg
zmienng. Jesli istnieje niestate rozwigzanie f: I — R rownania

F (g = LI (43)

to srednia M jest quasi-arytmetyczna.

Problem Darodczyego sprowadza sie do pytania, czy w powyzszym twierdzeniu zato-
zenie, ze Srednia M jest ciagla i $ciSle rosnaca ze wzgledu na kazdag zmienna, jest
istotne. Innymi stowy problem brzmi nastepujaco.

Niech M bedzie Srednig na przedziale I. Czy w przypadku, gdy M nie jest sredniq
quasi-arytmetyczng, kazde rozwigzanie f : I — R réwnania (43) jest state ?

Negatywna odpowiedz zostala podana jeszcze w trakcie 52nd ISFE (zob. |P12]).
Srednia pokazujaca to nie jest §cista. Przyklad Scistej sredniej, dla ktorej kazde
rozwigzanie f : I — R réwnania (43) jest stale, mimo ze Srednia M nie jest quasi-
arytmetyczna, zostal skonstruowany w pracy [P12|. Pokazujacy to Example 1.4
stanowi tam punkt wyjscia do badania pojecia taczenia srednich, badanego w pracach
[H6] i [H7].

Kolejna praca, poswiecona $rednim quasi-arytmetycznym (a priori wazonym), to
artykul [P15| powstaly we wspotpracy z Chudziakiem, Glazowska i W. Jarczykiem.
Dotyczy zwiazkow miedzy wypuklosciag wazonej sredniej quasi-arytmetycznej a wy-
pukloscia jej rosnacych generatorow. Okazuje sie, ze wypuktosé takiej sredniej nie
zalezy ani od liczby zmiennych, ani od jej wag, a jedynie od jej generatora. W tym
oméwieniu wyjatkowo zaczniemy od srednich n-zmiennych.

Ustalmy przedzial otwarty I C R i liczbe n € N. Niech A, = {(p1,...,pn)
€ (0,1)":p1+...4+ p, = 1}. Dla dowolnej funkcji ¢ € CM(I) i punktu p =
(p1,.--,pn) € A, wzor

Af(x) =7 (prp (21) + -+ Patp (7))
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gdzie x = (21,...,x,), definiuje sredniq quasi-arytmetyczng generowng przez ¢ i wa-
zZongq przez wektor p. Problem rownosci takich $rednich zostal ostatecznie rozwigzany
przez Makse 1 Palesa w pracy [83]:

Niech ¢,¢p € CM(I) i p,q € A,. Rownosé AS = AY zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy p=q 1 p ~ 1.

W szezegolnosei widzimy wige, ze albo wszystkie rosnace generatory sredniej A sa
wypukte, albo zaden. Zapowiadana powyzej niezaleznos¢ wypuklosci takiej sred-
niej zarono od liczby jej zmiennych, jak i od jej wag jest opisana w nastepujacym
twierdzeniu.

Twierdzenie 44. (|[P15, Theorem 1|) Niech ¢ € CM(I) bedzie funkcjag rosngcq.
Wtedy nastepujgce warunki sq parami rownowazne:

(i) istnieje liczba naturalna m > 2 i taki wektor p € A, Ze Srednia Ay jest
wypukta;

(ii) Srednia A% jest wypukta dla wszystkich liczb naturalnych m > 2 i wektorow
pE Ay

(iii) istnieje liczba naturalna n > 2 i taki wektor q € A, ze Srednia Ag_l jest
wklesta;

(iv) Srednia A{l jest wklesta dla wszystkich liczb naturalnych n > 2 1 wektorow
qe A,

W dalszym ciagu wystarczy wiec bada¢ wypukto$é srednich quasi-arytmetycznych
dwoch zmiennych, czyli §rednich A¥ o wzorze

¢($1)+%0(~”C2)>'

A% (21, 29) = @1 ( )

Zacytuje tu jeszcze dwa rezultaty opisujace zwigzek miedzy wypuktoscia sredniej
A? a wypukloscia jej rosnacego generatora .

Twierdzenie 45. (|[P15, Theorem 3|) Niech ¢ € CM(I) bedzie funkcjg rosngcq.
Jesli srednia A¥ jest wypukta, to funkcja ¢ jest wypukta.

Ponizszy przyktad pokazuje, ze implikacja odwrotna nie zachodzi.

Przyktad 46. (|[P15, Example 2|) Funkcja ¢ : R — R o wzorze

oz, gdy 7 <0,
gp(x)—{ 2, gdy x>0,

jest ciagta, Scisle rosnaca i wypukta. Prosty rachunek pokazuje, ze
=2 ody 2 < =2,

2

A@<x7 1) = JUTH’ gdy —2<uz< 07

‘”T“, gdy z > 0.

Zatem funkcja A%(-,1), a tym bardziej A¥, nie jest wypukla.
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Pod pewnymi zatozeniami wypuktos¢ rosnacego generatora ¢ pociaga jednak wypu-
ktosé sredniej A¥.

Twierdzenie 47. (|P15, Theorem 3|) Niech ¢ : I — R bedzie dwukrotnie réznicz-
kowalng w sposéb ciggly funkcjo o dodatniej pierwszej pochodnej. Srednia A% jest
wypukta wtedy 1 tylko wtedy, gdy albo funkcja ¢ jest afiniczna, albo druga pochodna
" jest dodatnia i funkcja [(gp’)2 /¢"] 07! jest wkigsta.

Dowody w pracy [P15] sa elementarne, ale, jak sadze, pomystowe i, w zadnym razie,
nie sa oczywiste.

Prace [P10] i [P14], napisane wspoélnie z Buraiem, dotycza innej klasy $rednich,
istotnie szerszej od klasy wazonych Srednich quasi-arytmetycznych, a mianowicie
srednich Mako-Péalesa. Ustalmy przedzial otwarty I C R. Dla kazdej funkcji ¢ €
CM(I) i borelowskiej miary probabilistycznej p na przedziale [0, 1] $rednig Mako-
Pdlesa M, , : I* — I definiujemy wzorem

My (o,y) = ¢! ( / i+ (1 t)y)du(t)> .

Zauwazmy, ze jesli p € (0,1) i u = (1 — p)dy + pdy1, gdzie &y i d; oznaczaja miare
Diraca skupiong odpowiednio w 0 i 1, to M, , = A?. Tak wigc srednie Mako-Palesa
w naturalny sposob uogoélniaja wazone $rednie quasi-arytmetyczne. 7 drugiej strony,
jesli y1 jest miara Lebesgue’a, a f jest dowolna pierwotna funkcji ¢, to M, = L/.
Zatem klasa srednich Mako-Palesa zawiera tez wszystkie rednie Lagrange’a.

Rezultaty prac [P10] i [P14] zawieraja charakteryzacje trzech podstawowych wtas-
nosci §rednich Mako-Pélesa. Srednia M na przedziale I nazywamy:
— symetryczng, gdy
M(z,y) = M(y,x)

dla wszystkich z,y € [;
— warunkowo jednorodng, gdy I C (0,+00) oraz

M (sx, sy) = sM(z,y)

dla wszystkich x,y € I i takich s € (0, +00), ze sz, sy € [;
— warunkowo niezmienniczq ze wzgledu na przesuniecia, gdy

M(z+Ay+A) =Mz, y)+ A
dla wszystkich x,y € [ i takich A e R, zex + A\, y+ X € I.

Twierdzenie 48. (|[P14, Theorem| i [P10, Theorem 3.1 i Theorem 4.1]) Niech u
bedzie borelowskq miarg probabilistyczng na przedziale [0,1] i niech ¢ € CM(I).
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Wowczas
(i) srednia M, , jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy

p(l = A) = u(A)

dla wszystkich borelowskich podzbiorow A przedziatu [0,1] lub ¢ jest wielomianem
stopnia n € N oraz

/Oltkdﬂ(t):/ol(l—t)kdu(t), F—1.. .m

(ii) jesli I C (0,400), to srednia M, , jest warunkowo jednorodna wtedy i tylko
wtedy, gdy p jest miarg Diraca lub istnieje taka liczba p € R\ {0}, Ze

o(z) ~ 2P, xel,

lub
o(z) ~ log , x € I

(ili) srednia M, ,, jest warunkowo niezmiennicza ze wzgledu na przesuniecia wtedy
i tylko wtedy, gdy p jest miarq Diraca lub istnieje taka liczba p € R\ {0}, Ze

p(x) ~e, el

lub
o(x) ~ el

Jako wniosek otrzymuje sie w szczegolnosci postaé wszystkich warunkowo jednorod-
nych wazonych srednich quasi-arytmetycznych i warunkowo jednorodnych s$rednich
Lagrange’a, a takze charakteryzacje warunkowej niezmienniczosci wzgledem przesu-
nie¢ w obu klasach érednich. Zatem rezultaty opisane w Twierdzeniu 48 uogélniaja
wyniki prac [36] i [58].

W dowodzie tezy (i) korzysta sie, miedzy innymi, z twierdzenia aproksymacyj-
nego Weierstrassa, a takze z rezultatu Palesa charakteryzujacego wielomiany poprzez
rownania funkcyjne. Z kolei dowodzac tez (ii) i (iii) rozwiazuje sie pewien uktad
nieskonczenie wielu geometrycznych réwnan réznicowych, a nastepnie stosuje twier-
dzenia o postaci ciagtych rozwigzan funkcyjnego rownania Cauchy’ego na przedziale,
a wiec na obcietej dziedzinie.

Zagadnienia poruszane w pracach [P5] 1 [P9] dotycza problemu réwnosci. W pierw-
szej z nich jest to rownos¢ pomiedzy Srednig Lagrange’a L, a $rednig quasi-arytme-
tyczna A% lub AY, przy czym L, oznacza tu srednia Lagrange’a L? generowana
przez dowolng pierwotng ¢ funkcji ¢. Problem réwnosci L, = A¥ jest opisany przez
nastepujace twierdzenie.
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Twierdzenie 49. (|P5, Theorem 3.1|) Niech I C R bedzie przedziatem i niech
@ € CM(I). Wtedy nastepujgce warunki s¢ parami réwnowazne:

(i) L, = A%;

(i) p(x) ~x, x € I;

(ili) L, = A¥ = A.

Przedstawione zostalty dwa dowody: pierwszy polegajacy na sprowadzeniu problemu
do zwyczajnego liniowego réwnania rézniczkowego drugiego rzedu, a drugi korzy-
stajacy z postaci rozwigzan réwnania funkcyjnego Jensena. Ogolniejszy problem
rownosci L, = AY zostal rozwiazany pod dodatkowym zalozeniem o funkcjach ¢ i 1.

Artykul [P9], napisany wspélnie z Dascil, dotyczy problemu réwnosci K% = AY,
gdzie K¥ jest tak zwana srednig sprzezona, w tym przypadku postaci

K9(a.9) = o7 (900 + 000) = 5 (o (Al ) 40 (Aufa) ).

okre$lona na niepustym przedziale otwartym [I. Innymi stowy chcemy rozwigzaé
rownanie funkcyjne

P(x) + P (y)
. —> . (44)

e (o) +000) = 5 (0 (o) + (At ) =0 (M2

OdpowiedzZ jest zawarta w ponizszym rezultacie, ktéry, pod pewnymi zatozeniami
regularnosciowymi, podaje posta¢ lokalnych rozwiazan rownania (44).

Twierdzenie 50. (|P9, Theorem 1|) Niech p,q € (0,1), przy czym choé jedna
z liczb p,q jest rozna od 1/2, i niech p,v € CM(I) bedq funkcjami czterokrotnie
rézniczkowalnymi w sposdb ciqgly. Jesli para (o, ) spetnia rownanie (44), to p+q =
1 1 istnieje taki nietrywialny przedziat J C I, ze

olx)~z, xed, 1 Yx)~z, x e

Dowod polega na zredukowaniu rownania (44) do rownania rézniczkowego postaci
h(z) [AN (z)* + Bh(z)*h'(z) + Ch(z)*] =0

spetnionego przez funkcje h := ¢ /¢'; obliczanie pochodnych wyzszych rzedow i prze-
ksztatcanie otrzymanych réwnosci zostalo wykonane z uzyciem pakietu Mathematica
4.0. Powyzsze twierdzenie uzupetnia gltowny rezultat pracy [39] Dardczyego i Palesa,
gdzie rozwigzane zostalo rownanie

ot (w(x) +oly) —¢ (x ;r y)) =y (—Mﬂj) ; My)) :
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Na koniec oméwimy pozostate prace [P3], [P7] i [P11]. Zagadnienia poruszane
w nich nie naleza do teorii srednich. Notka [P3|, napisana wspolnie z W. Jarczykiem,
zawiera negatywna odpowiedz na pytanie N. Brillouét-Bellout (zob. [17]) o istnienie
ciagtych rozwiazan f: R — R réwnania

z+ fly+ f(2) =y + fle+ f(y)) (45)

Glownym wynikiem jest tu nastepujace twierdzenie, udowodnione w catkowicie ele-
mentarny sposob.

Twierdzenie 51. (|[P3, Theorem|) Nie istnieje takie rozwigzanie f : R — R réw-
nania (45), zZe zbior

{f(-’f)—f(y)

ek o) w
r—y

jest przedziatem.

Zamieniajac rolami zmienne z i y widzimy, ze zbior (46) pokrywa sie ze zbiorem

{f(ﬂ?)—f(y)

cx,y € R, x>y},
r—y

ktory jest obrazem zbioru spojnego poprzez funkcje F : {(z,y) e R*: z #y} - R

o = L1210

Jesli funkcja f jest ciagta, to te sama wlasnos¢ ma funkcja F' i, w konsekwencji,
zbior (46) jest przedziatlem. Z Twierdzenia 51 wynika wiec, ze rownanie (45) nie ma
ciagtych rozwiazan okreslonych na zbiorze R.

W pracy [P7|, wspolnie z Lin Li, W. Jarczykiem i Weinianem Zhangiem, ba-
damy istnienie kwadratowych pierwiastkow iteracyjnych funkcji wielowartosciowych,
ktorych doktadnie jedna wartosé nie jest jednoelementowa. Przez kwadratowy pier-
wiastek iteracyjny funkcji wielowartoéciowej f : X — 2% rozumiemy dowolne g :
X — 2% spehiajace r6wnosé g?> = f, gdzie funkcja wielowartoéciowa g? jest okre-
Slona wzorem

yeg(z)
Jest to proba przeniesienia klasycznego zagadnienia istnienia pierwiastkow iteracyj-
nych funkcji jednowartosciowych na najprostsze funkcje wielowartosciowe.
Majac dany ustalony element ¢ zbioru X oznaczmy przez F.(X) zbior wszystkich
tych funkcji wielowarto$ciowych f: X — 2% ze #f(c) > 1i #f(z) = 1 dla kazdego
z € X \ {c}. Ograniczmy sie do $ci§le monotonicznych funkcji wielowartosciowych.
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W przypadku, gdy X C R, multifunkcje f : X — 2% nazywamy scisle rosngcq
[scisle malejacq], gdy sup f (x1) < inf f (z2) [inf f (x1) > sup f (z2)| dla wszystkich
x1, s € X spelniajacych nier6wnosé x; < xs.

Scigle malejace funkcje wielowartosciowe na ogo! nie maja regularnych scisle mo-
notonicznych pierwiastkéw kwadratowych.

Twierdzenie 52. (|P7, Theorem 3 i Theorem 4|) Zatdzmy, ze X C R jest prze-
dziatem i niech f € F.(X) bedzie Scisle malejgcq funkcjg wielowartosciowqg. Jesli
f jest pdtciagta z gory na zbiorze X \ {c} lub ¢ € f(c), to f nie ma kwadratowego
pierwiastka, potciagltego z gory na X \ {c}.

W przeciwienstwie do powyzszej sytuacji Scisle rosnace funkcje wielowartosciowe
maja na ogélt duzo pierwiastkow kwadratowych. Procedure otrzymywania $cisle
monotonicznych, poétciagtych z gory pierwiastkow iteracyjnych szczegbétowo opisuja
Theorem 5 i Theorem 6 z pracy [P7]. Opis ten wykorzystuje klasyczna konstrukcje
podang w pracy [78]| przez Kuczme dla przypadku jednowartosciowego. Jego sfor-
mulowanie, a takze dowody wspomnianych twierdzen sa do$¢ zawite. Pokazuje to,
ze problemy istnienia i konstrukcji pierwiastkow iteracyjnych funkcji wielowartoscio-
wych, nawet w najprostrzym przypadku, nie maja prostych i eleganckich rozwigzan.
Nie zacheca to do dalszych badan tego zagadnienia, cho¢ niewatpliwie jest ono wazne
i nalezy sie nad nim pochylié¢.

Ostatnia z przedstawianych prac, czyli artykul [P11], powstal we wspotpracy
z Matkowskim i dotyczy badania jednostajnej wypuktosci przestrzeni paraunormo-
wanych. Przypomnijmy niezbedne definicje.

Niech X bedzie rzeczywista przestrzeniag liniowa. Funkcje p : X — R nazywamy
paranormg w przestrzeni X, gdy spelnia nastepujace warunki:

p(z) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy = =0, x € X,

p(_$> = p(ﬂ?), S X>

p(z+y) <p(z) +p(y), z,y € X (subaddytywnosé),

jesli t, —» t, p(x, —x) = 0, to p (tnz, —tx) =0
dla wszystkich ¢t € R, v € X i dla wszystkich ciagéw (t,), oy liczb rzeczywistych
i wszystkich ciagow (r,),.y elementéw zbioru X. Pare (X,p) nazywamy wtedy
przestrzeniq paraunormowang. Moéwimy, ze jest ona jednostajnie wypukta, gdy dla
wszystkich liczb r € (0,+00) i € € (0,2r) istnieje taka liczba §(r,e) € (0,71), ze

sl p(e) <7 p) <7 i pla =) 26 wop (T30 ) <roi0ne)

dla wszystkich z,y € X. Funkcje 6 : A — (0, +00), gdzie A := {(r,e) € (0,+00)?:
e < 2r}, nazywamy modutem wypuktosci przestrzeni (X, p).
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Najwazniejsze rezultaty pracy [P11| dostarczaja warunki dostateczne jednostajnej
wypuklosci przestrzeni catkowalnych funkcji prostych okreslonych na ustalonej przes-
trzeni z miara. Ustalmy taka przestrzen (£2,%, ) i oznaczmy przez S przestrzen
liniowa p-catkowalnych funkeji prostych x : 2 — R. Dla kazdej bijekcji ¢ przedziatu
[0, +00) zerujacej sie w zerze, okreslamy funkcjonat p,, : S — [0, +00) przyjmujac

Po(z) = ¢~ (/Qso o || du) :

Ponizsze dwa twierdzenia opisujg wspomniane warunki dostateczne jednostajnej wy-
puklosci przestrzeni (S, py).

Twierdzenie 53. (|[P11, Theorem 2.3|) Niech ¢ bedzie takq rosngcq bijekcjq prze-
dziatu [0, 4+00), Ze p, jest paranormq w przestrzent S. Jesli funkcja ¢ jest superkwa-
dratowa:

p(r+s) +o(lr—sl) = 20(r) +2¢(s), s € (0,+00),

to przestrzen (S,p,) jest jednostajnie wypukta, a funkcja 6 : A — (0, +00) o wzorze

9

8(r.e) = =7 (e = (3))
jest jej modutem wypuktosci.

Twierdzenie 54. (|P11, Theorem 2.12|) Niech ¢ bedzie takq rosngcqg bijekcjq
przedziatu [0,400), Ze p, jest paranormq w przestrzeni S. Zaldzmy, Ze funkcja
@ jest Scisle wypukta, a funkcja H : [0, +00)* — (0, +00), okreslona wzorem

H(r,s) = (07 () + 97 (s) + o (l¢7 (1) =7 (5)])

spetnia warunek

k
H (Z a; (7, Sz)) < ZaiH (73, 54)
i=1 i=1

dla wszystkich k € N, r,...,1k,81,...,5; € [0,+00) @ takich ay,...,a; € [0,+00),
zea; = u(A;), i=1,...,k, dla pewnych parami roztacznych zbiorow Ay, ..., Ay € X.
Wtedy przestrzen (S, py) jest jednostajnie wypukta i istnieje taki jej modut wypuktosci
d:A— (0,400), ze

© (r —d(r,e) + g) + ¢ <‘7“ —4(r,e) — %D = 2¢p(r)

dla wszystkich (r,e) € A.
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W przypadku, gdy zbior Q jest skoriczony: Q :={1,... k}, to S = S(Q, %, u) =
R* bez wzgledu na miare p. Funkcjonal p, przyjmuje teraz postaé

k
Py(z) = ¢~ (Z aiw(lfvﬂ)) ,

i=1
gdzie a; = p({i}) dla i = 1,..., k. Nietrudno udowodnié¢ nastepujacy rezultat.

Twierdzenie 55. ([P11, Theorem 3.1]) Niech ¢ : [0,4+00) — [0, +00) bedzie takq
funkcjq Scisle wypukta, ze p, jest paranormg w R*. Wtedy przestrzen (Rk,pw) jest
jednostajnie wypukta.

Niestety powyzsze twierdzenie nie podaje zadnych informacji o module wypukto-
Sci badanej przestrzeni.

Przyktad 56. (por. [P11, Example 3.2 i Theorem 3.3]) Niech p bedzie miarg
liczaca na zbiorze O = {1,2}: p({1}) = p({2}) = 1. Wtedy S = 5 (9,29 1) = R%.
Okreslmy funkcje ¢ : [0,4+00) — [0,4+00) wzorem ¢(t) = e — 1. Funkcjonal py,
0 Wzorze

P, =@ (¢ (Jaa]) + ¢ (|22]))

jest paranorma na plaszczyznie R%2. Wobec Twierdzenia 55 przestrzen (R?, p) jest
jednostajnie wypukta. Niestety, poniewaz nie sa spetnione ani zatozenia Twierdze-
nia 53 ani Twierdzenia 54, nie mozemy od razu wskaza¢ modutu wypuktosci tej
przestrzeni. Mozna to jednak efektywnie zrobi¢ poshugujac sie dtugimi rachunkami
zawartymi w dowodzie Theorem 3.3 pracy [P11].
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