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5. Osiagniecie naukowe, o którym mowa w art. 16 ust. 2 ustawy z dnia 14
marca 2003 roku o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule
w zakresie sztuki (Dz. U. Nr 65, poz. 595, z pó¹n. zm.): Cykl 7 prac powi¡zanych
tematem. "Zagadnienia testowania wielu hipotez statystycznych oraz wybrane
zastosowania probabilistyczne".

6. Omówienie celu naukowego i osi¡gni¦tych wyników

6.1. Publikacje stanowi¡ce osi¡gni¦cie naukowe

H1 Furma«czyk, K. Some remarks on the control of false discovery rate under depen-
dence. Applicationes Mathematicae 40(3) (2013):297-307.

H2 Dudzi«ski, M., Furma«czyk, K. A note on control of the false discovery proportion.
Applicationes Mathematicae 36(4) (2009):397-418.

H3 Furma«czyk, K. Selection in parametric models via some stepdown procedures.
Applicationes Mathematicae 41(1) (2014):81-92.

H4 Furma«czyk, K. On some stepdown procedures with application to consistent vari-
able selection in linear regression. Statistics 49(3) (2015):614-628.

H5 Furma«czyk, K. Variable selection using stepdown procedures in high-dimensional
linear models. Applicationes Mathematicae 43(2) (2016):157-172.

H6 Furma«czyk, K. Archimedean copulas with applications to VaR estimation. Statis-
tical Methods and Applications 25(2) (2016):269-283.

H7 Furma«czyk, K., Jaworski, S. Large parametric change-point detection by a V-box
control chart. Sequential Analysis 35(2) (2016):254-264.
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6.2. Wprowadzenie

Gªówn¡ tematyk¡ moich bada« stanowi¡cych osi¡gniecie naukowe, o którym mowa w
art. 16 ust. 2 ustawy z dnia 14 marca 2003 roku o stopniach naukowych i tytule naukowym
oraz o stopniach i tytule w zakresie sztuki (Dz. U. Nr 65, poz. 595, z pó¹n. zm.) s¡ za-
gadnienia testowania wielu hipotez [H1]-[H5] oraz wybrane zastosowania probabilistyczne
[H6]-[H7]. W pracach dotycz¡cych testowania wielu hipotez rozwa»ano asymptotyczn¡
kontrol¦ FDR (ang. false discovery rate) dla zale»nych testowa« [H1], podano oszacow-
ania dla FDP (ang. false discovery proportion) dla dowolnych procedur stepdown w
przypadku zale»nych jak i niezale»nych testowa« [H2]. W kolejnych pracach [H3]-[H5]
zwi¡zanych z testowaniem wielu hipotez badano problemy selekcji zmiennych w parame-
trycznych modelach statystycznych wykorzystuj¡c procedury stepdown testowania wielu
hipotez. W cz¦±ci aplikacyjnej osi¡gni¦cia naukowego podano wyniki dotycz¡ce rozkªadów
sumy zale»nych zmiennych losowych (zale»no±¢ de�niowana przez kopuª¦ archimedesow¡)
wraz z zastosowaniem do estymacji przedziaªowej Value at Risk (VaR) dla zale»nych
szkód w ubezpieczeniach modelowanych poprzez kopuªy Archimedesa [H6]. W pracy [H7]
przedstawiono adaptacj¦ algorytmu V-Box Chart sªu»acego do wykrywania obserwacji
odstaj¡cych w przypadku modeli parametrycznych, wraz z mini-maksowym wyborem
parametrów algorytmu. Dodatkowo podano równie» twierdzenia opisuj¡ce teoretyczne
wªasno±ci algorytmu. W kolejnych rozdziaªach omówiono szczegóªowo poszczególne prace
stanowi¡ce moje osi¡gniecie naukowe.

6.3. Asymptotyka FDR dla zale»nych testowa«

Rozwa»amy procedur¦ testowania wielu hipotez, gdzie m testów jest wykonywanych
jednocze±nie. Niech m0 oznacza liczb¦ prawdziwych hipotez zerowych, za± m−m0 liczb¦
faªszywych hipotez zerowych. False discovery proportion (FDP ) jest okre±lone jako pro-
porcja bª¦dnie odrzuconych hipotez zerowych:

FDP =

{
V/R gdy R > 0

0 gdy R = 0
, (1)

gdzie V jest liczb¡ bª¦dnie odrzuconych hipotez zerowych, R oznacza liczb¦ wszyst-
kich odrzuconych hipotez zerowych w wyniku zastosowania procedury testowania wielu
hipotez. Benjamini i Hochberg (1995) okre±lili False Discovery Rate (FDR) - jako warto±¢
oczekiwan¡ FDP

FDR = E(FDP ).

Procedury testowania wielu hipotez które kontroluj¡ FDR na ustalonym poziomie maj¡
wysok¡ moc, nawet wtedy gdy tysiace hipotez s¡ wykonywane jednocze±nie, co szczegól-
nie jest wa»ne w zastosowaniach wspóªczesnej biologii. Benjamini i Hochberg (1995)
zaproponowali procedur¦ Benjaminiego-Hochberga (BH), która zapewnia kontrol¦ FDR
w przypadku niezale»nych statystyk testowych. Genovese i Wasserman (2004) pokazali,
»e astymptotycznie procedura BH odpowiada ustalonemu progowi u∗ przy którym odrzu-
camy hipotezy zerowe dla których p-warto±ci dla poszczególnych testowanych hipotez
zerowych s¡ mniejsze ni» u∗. Ostatnio ukazaªo si¦ wiele prac dotycz¡cych rozszerzenia
rezultatów kontroli procedury BH na klas¦ zale»nych statystyk testowych (Benjamini i
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Yekutieli (2001), Sarkar (2002), Storey (2003), Farcomeni (2007)). Przy zaªo»eniu nieza-
le»no±ci p-warto±ci Genovese i Wasserman (2004) podali wynik dotycz¡cy asymptotycznej
kontroli FDR u»ywaj¡c metod z procesów stochastycznych. Pewny post¦p zostaª osi¡g-
ni¦ty w pracy Farcomeniego (2007), gdzie p-warto±ci speªniaªy pewne warunki zale»no±ci
m.in. warunki mixingu oraz zale»no±ci stowarzyszonej (associated). Wu (2008) rozszerzyª
te rezultaty na przypadek kiedy ci¡g hipotez zerowych (Hi) jest stacjonarnym procesem
stochastycznym przyjmuj¡cym warto±ci 0-1 oraz przy ustalonym ci¡gu (Hi), p-warto±ci
s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi. W pracy [H1] otrzymano rezultaty, które s¡ uogól-
nieniem wyników otrzymanych przez Genovese i Wasserman (2004) oraz Farcomeniego
(2007). W [H1] zaªo»ono, »e hipotezy zerowe Hi, 1 ≤ i ≤ m, s¡ i.i.d. zmiennymi losowymi
z rozkªadu Bernoulliego

P (Hi = 0) = 1− π (2)

dla pewnego 0 < π < 1. Przyjmujemy, »e Hi = 0 gdy hipoteza Hi jest prawdziwa oraz
Hi = 1 gdy hipoteza Hi jest faªszywa. Niech (pi) to ci¡g p-warto±ci dla pojedynczych
testowa« m hipotez zerowych. Dodatkowo zakªadamy, »e dwuwymiarowe wektory losowe
(pi, Hi) dla i = 1, . . . ,m s¡ i.i.d. oraz takie, »e

P(pi ≤ t|Hi = 0) = t (3)

P(pi ≤ t|Hi = 1) = F (t) (4)

dla t ∈ [0, 1], gdzie F jest dystrybuant¡ p-warto±ci przy prawdziwo±ci hipotezy alternaty-
wnej. Wtedy brzegowa dystrybuanta p-warto±ci pi w powy»szym modelu mieszanym jest
postaci

G(t) = πt+ (1− π)F (t) (5)

dla t ∈ [0, 1]. Okre±lmy proces stochastyczny:

Γm(t) =

∑m
i=1 1{pi ≤ t} (1−Hi)∑m

i=1 1{pi ≤ t}+ 1{p(1) > t}

dla t ∈ [0, 1], gdzie p(1) = min {p1, ..., pm}.
Storey (2002) pokazaª, »e wmodelu mieszanym dla niezale»nych testowa« dla ustalonego

t > 0

E (FDP ) = E (Γm(t)) = Q (t) (1− (1−G(t))m) ,

gdzie

Q(t) = (1− π)
t

G(t)
.

Niech
TPI := sup{0 ≤ t ≤ 1 : Qm(t) ≤ α},

gdzie

Qm(t) = (1− π)
t

Gm(t)
,

Gm(t) =
1

m

m∑
i=1

1{pi ≤ t}.
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W modelu mieszanym dla niezale»nych testowa« Genovese i Wasserman (2004) otrzy-
mali wynik

E (Γm(TPI)) = α + o(1)

przy m→∞. Niech

Λ0,m(t) =
1

m

m∑
i=1

(1−Hi) 1{pi ≤ t},

Λ1,m(t) =
1

m

m∑
i=1

Hi1{pi ≤ t}.

Rozwa»amy przestrze« l∞([0, 1]) funkcji rzeczywistych, jednostajnie ograniczonych na
odcinku [0, 1] z norm¡

‖z‖∞ = sup
t∈[0,1]

|z(t)| ,

gdzie z : [0, 1] → R. Jest to przestrze« metryczna z metryk¡ d (z1, z2) = ‖z1 − z2‖∞.
Podstawowym zaªo»eniem w pracy [H1] jest warunek sªabej zbie»no±ci

(D) √
m (Λ0,m(t)− (1− π)t,Λ1,m(t)− πF (t)) (Z1(t), Z2(t))

przy m→∞ w l∞([0, 1])× l∞([0, 1]), gdzie (Z1, Z2) jest procesem Gaussowskim o
±redniej zero oraz z ograniczonym j¡drem kowariancji

Kij(s, t) = Cov (Zi(s), Zj(t)) (6)

dla i, j = 0, 1.

W pracy [H1] otrzymano tak»e nast¦puj¡ce wyniki:
Lemat 1. Przy zaªo»eniu (D), mamy

Zm(t) :=
√
m (Γm(t)−Q(t)) Z(t)

przy m → ∞ dla t ∈ [δ, 1] dla pewnego δ > 0, gdzie Z jest procesem Gaussowskim ze
±redni¡ zero oraz j¡drem kowariancji postaci

K(s, t) =
π2F (s)F (t)

G2(s)G2(t)
K11(s, t)−

π(1− π)F (t)s

G2(s)G2(t)
K12(s, t)

−π(1− π)F (s)t

G2(s)G2(t)
K21(s, t) +

(1− π)2st

G2(s)G2(t)
K22(s, t),

gdzie Kij s¡ okre±lone w (6).
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Twierdzenie 1. Gdy π jest znane, to warunek (D) implikuje

E (Γm(TPI)) = α + o(1) (7)

przy m→∞.

Rozwa»amy p-warto±ci postaci

pj = G̃(. . . , ηj−1, ηj, ηj+1, . . .), (8)

gdzie (ηj) jest i.i.d, G̃ : R∞ → [0, 1] jest pewn¡ funkcj¡ mierzaln¡. Niech Fi := (. . . , ηi−1,ηi),
Pk
(
ξs,ti
)

:= E
(
ξs,ti | Fk

)
− E

(
ξs,ti | Fk−1

)
,

‖P0 (ξi)‖ :=
√
E(P0 (ξi))2,

gdzie
ξi = ξ0,ti .

ξs,ti = 1{s ≤ pi ≤ t},

dla s, t ∈ [0, 1]. W pracy [H1] podano równie» wyniki kiedy speªniony jest warunek (D).
Lemat 2. Je±li ci¡g hipotez (Hi) jest i.i.d. z rozkªadu Bernoulliego, p-warto±ci (pi)

s¡ postaci (8), oraz
∞∑
i=1

∥∥P0

(
ξs,ti
)∥∥ ≤ Cd(s, t)

dla wszystkich s, t ∈ (δ, 1] dla pewnego δ > 0 i dla pewnej staªej C > 0, gdzie d(s, t) jest
pseudo-metryk¡ na [0, 1] tak¡, »e przestrze« ((δ, 1], d) jest caªkowicie ograniczona (p. Van
der Vaart (1998)), wtedy otrzymujemy warunek (D).

W pracy [H1] rozwa»ono równie» pewien szczególny przypadek modelu (8), gdzie pj
s¡ funkcj¡ procesu liniowego

pj = g

(
∞∑

r=−∞

arηj−r

)
, (9)

gdzie g : R→[0, 1] jest mierzaln¡ funkcj¡ tak¡, »e g ∈ C1(R), g
′
(x) 6= 0 oraz∫ t

s

∣∣∣(g−1 (u)
)′∣∣∣ du < Cd(s, t) dla s, t ∈ (δ, 1] dla pewnego δ > 0, (10)

oraz dla pewnej staªej C > 0, ci¡g zmiennych losowych (ηi) jest i.i.d. o ograniczonej
i lipschizowskiej g¦sto±ci brzegowej fη, oraz

E (η1)
2 <∞. (11)

Dodatkowo zakªadamy warunek zale»no±ci bliskiego zasi¦gu na ci¡g wspóªczynników w
procesie liniowym

∞∑
r=−∞

|ar| <∞. (12)
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W pracy [H1] otrzymano w przypadku gdy π jest znane nast¦puj¡cy

Wniosek 1. W modelu mieszanym gdy hipotezy (Hi) s¡ ci¡giem zmiennych losowych
i.i.d. z rozkªadu Bernoulliego, pi s¡ funkcj¡ procesu liniowego (9) speªniaj¡cego warunki:
(10)-(12), wtedy zachodzi warunek (7).

6.4. Oszacowanie FDP dla procedur stepdown dla niezale»nych i zale»nych
testowa«

Rozwa»amy problem jednoczesnego testowania hipotez zerowychHi, i = 1, ...,m. Kon-
trola FDP (1) wymaga, aby nast¦puj¡cy warunek byª speªniony

P {FDP > γ} ≤ α dla ustalonych γ, α ∈ (0; 1) . (13)

Podamy teraz de�nicj¦ procedury stepdown.
Niech p1, . . . , pm b¦d¡ p-warto±ciami dla m pojedynczych testów, p(1) ≤ . . . ≤ p(m)

oznaczaj¡ uporz¡dkowane p-warto±ci, oraz H(1), . . . , H(m) b¦d¡ odpowiadaj¡cymi im
hipotezami.

Niech α1 ≤ . . . ≤ αm b¦dzie niemalej¡cym ci¡giem staªych o warto±ciach zawartych w
przedziale (0, 1). Je±li

p(1) > α1, (14)

wtedy nie odrzucamy »adnej z hipotez zerowych. W przeciwnym przypadku gdy

p(1) ≤ α1, . . . , p(r) ≤ αr, (15)

to odrzucamy hipotezy H(1), . . . , H(r), gdzie r jest najwi¦ksze speªniaj¡ce (15).
W szczególno±ci procedurami stepdown s¡: procedura Holm okre±lona jako

αi := α/ (m− i+ 1) dla pewnego ustalonego 0 < α < 1, i = 1, . . . ,m, (16)

uogólniona procedura (UHolm) okre±lona jako

αi :=
([γi] + 1)α

m+ [γi] + 1− i
, i = 1, . . . ,m (17)

dla pewnego 0 < γ < 1. Lehmann i Romano (2005) (p. Twierdzenie 3.1) u»yli procedury
(UHolm) do kontroli FDP przy zaªo»eniu

P
{
qi ≤ u | r1, . . . , rm−|I|

}
≤ u dla dowolnego i = 1, . . . , |I| oraz u ∈ (0; 1) , (18)

gdzie q1, . . . , q|I| s¡ p-warto±ciami odpowiadaj¡cymi |I| prawdziwym hipotezom zerowym
oraz r1, . . . , rm−|I| s¡ p-warto±ciami odpowiadaj¡cymi m − |I| faªszywym hipotezom ze-
rowym. W pracy [H2] przedstawiono wyniki dotycz¡ce kontroli FDP, które uzupeªniaj¡
wyniki Lehmanna i Romano (2005). Gªównymi wynikami z pracy [H2] s¡ nast¦puj¡ce
twierdzenia.
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Twierdzenie 1. Niech q1, . . . , q|I| b¦d¡ zmiennymi losowymi o jednakowym rozkªadzie
o dystrybuancie brzegowej Fq oraz r1, . . . , rm−|I| b¦d¡ zmiennymi losowymi o jednakowym
rozkªadzie o dystrybuancie brzegowej Fr. Dodatkowo zaªó»my, »e ci¡g

{
q1, ..., q|I|

}
jest

niezale»ny od ci¡gu
{
r1, . . . , rm−|I|

}
, oraz:

Fq(u) ≤ u dla dowolnego u ∈ (0; 1) . (19)

Wtedy dla dowolnej procedury stepdown ze staªymi α1 ≤ . . . ≤ αm ≤ α oraz dla
dowolnego 0 < γ < 1

10 dla |I| 6= m

P {FDP > γ}

≤
∑

il

{
min

(
|I|
l
αi, 1

)
−max

(
|I|Fq(αi)− l
|I| − l

, 0

)}
×

×
{

min

(
m− |I|
i− l

Fr(αi), 1

)
−max

(
(m− |I|)Fr(αi)− (i− l)

(m− |I|)− (i− l)
, 0

)}

+

|I|∑
i=1

(1− Fr(αi+1)) min

(
|I|
i
αi, 1

)

+

[ |I|−1
γ ]∧(m−1)∑
i=|I|+1

αi min

(
m− |I|
m− i

(1− Fr(αi+1)) , 1

)
+ |I|αm−|I|+1,

gdzie ∑
il

:=

[ |I|−1
γ ]∧m∑
i=1

(|I|−1)∧(i−1)∑
l=([γi]+1)∨(i−m+|I|+1)

.

20 dla |I| = m

P {FDP > γ} ≤
m∑
j=1

m

j
αj.
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Twierdzenie 2. Niech
{
q1, . . . , q|I|

}
,
{
r1, . . . , rm−|I|

}
b¦d¡ ci¡gami i.i.d. o odpowied-

nich dystrybuantach brzegowych Fq, Fr, oraz wszystkie pozostaªe zaªo»enia Twierdzenia 1
s¡ speªnione. Wtedy dla dowolnej procedury stepdown ze staªymi α1 ≤ . . . ≤ αm ≤ α oraz
dla dowolnego 0 < γ < 1

10 dla |I| 6= m
P {FDP > γ}

≤
∑

il

(|I|
l

)
(αi)

l (1− Fq(αi))|I|−l
(
m−|I|
i−l

)
(Fr(αi))

i−l (1− Fr(αi))m−|I|−i+l

+

|I|∑
i=1

(1− Fr (αi+1))
m−|I|

|I|∑
j=i

(|I|
j

)
(αi)

j (1− Fq (αi))
|I|−j

+

[ |I|−1
γ ]∧(m−1)∑
i=|I|+1

(αi)
|I|

i−|I|∑
j=0

(
m−|I|
j

)
(Fr (αi+1))

j (1− Fr (αi+1))
m−|I|−j

+

[ |I|−1
γ ]∧(m−1)∑
i=m−|I|+1

(Fr (αi))
m−|I| ( |I|

i−m+|I|

)
(αi)

i−m+|I| (1− Fq (αi))
m−i

+ (Fr (αm))m−|I| (αm)|I| .

2 0 dla |I| = m

P {FDP > γ} ≤
m∑
i=1

m∑
j=1

(
m

j

)
(αi)

j (1− Fq (αi))
m−j .

Kolejnymi wynikami z pracy [H2] s¡ Twierdzenie 3 oraz Stwierdzenie 1.
Twierdzenie 3. Niech q1, . . . , q|I| maj¡ identyczny rozkªad o dystrybuancie brzegowej

Fq oraz zachodzi (19). Wtedy dla dowolnej procedury stepdown ze staªymi α1 ≤ ... ≤
αm ≤ α oraz dla dowolnego 0 < γ < 1

P {FDP > γ} ≤
|I|∑
j=1

|I|
j
αj +

|I|
C(γ)

αm−|I|+C(γ),

gdzie C(γ) := min

([
γ

1− γ

]
+ 1, |I|

)
.

Mówimy, »e n-wymiarowy wektor losowy ma rozkªad MTP2 (multivariate totally pos-
itive of order two), je±li jego g¦sto±¢ ª¡czna f(x) speªania warunek

f(x ∨ y)f(x ∧ y) ≥ f(x)f(y) dla dowolnych x, y ∈ Rn,

gdzie: x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn), x ∨ y = (max(x1, y1), ...,max(xn, yn)), x ∧ y =
(min(x1, y1), . . . ,min(xn, yn)).
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Stwierdzenie 1. Niech
(
q1, . . . , q|I|

)
jest wektorem losowym o rozkªadzie MTP2 oraz

niech α1 ≤ α2 ≤ . . . ≤ αs ≤ α jest taki, »e ci¡g
{αi
i

}M
i=1

jest niemalej¡cy, gdzie M :=

min ([γm] + 1, |I|). Wtedy dowolna procedura stepdown kontroluje FDP na poziomie α.

6.5. Selekcja zmiennych w parametrycznych modelach statystycznych przy
u»yciu procedur stepdown

W pracach [H3]-[H5] rozwa»ano problem selekcji zmiennych w parametrycznych mod-
elach statystycznych przy u»yciu procedur stepdown testowania wielu hipotez. Oprócz
wyników teoretycznych dotycz¡cych zgodnej selekcji w pracach tych przedstawiono studium
symulacji wery�kuj¡cych moc stosowanych procedur stepdown u»ytych do wyboru selekcji
zmiennych w modelach parametrycznych. W pracy Bunea i inni (2006) pokazano, »e
procedura Benjaminiego-Yekutieliego (BY) oraz procedura Bonferroniego zastosowane do
selekcji zmiennych w regresji liniowej oraz regresji logistycznej prowadz¡ do zgodnego
wyboru zmiennych. W pracach [H3]-[H5] przy ogólnych zaªo»eniach pokazano, »e proce-
dury stepdown prowadz¡ do zgodnej selekcji zmiennych w modelu regresji liniowej, regresji
logistycznej oraz regresji Coxa. Rozwa»my klas¦ modeliMβ indeksowanych parametrem
β ∈Rp, gdzie p jest liczb¡ predyktorów w modelu parametrycznym. Prawdziwy model,
który jest nieznany, jest wyspecy�kowany nast¦pujaco:

Mtrue
β : βi 6= 0 dla i ∈ I0 oraz βi = 0 dla i ∈ I1,

gdzie I1 := {1, . . . , p}\I0 (|I0| = p0 ), β = (β1, . . . , βp)
T . Ponadto zakªadamy, »e liczba

istotnych zmiennych p0 jest ustalona i niezale»na od n - rozmiaru próby.
Problem wyboru zmiennych jest równowa»ny problemowi estymacji zbioru istotnych

zmiennych I0. W typowej sytuacji rozkªad obserwowanej zmiennej obja±nianej zale»y od
parametrów modelu βi, i = 1, . . . , p. Na podstawie statystyk testowych tni rozwa»amy
problem testowania wielu hipotez:

(h0)
Hi : βi = 0 vs. H

′

i : βi 6= 0, dla i = 1, . . . , p.

Procedura selekcji zmiennych w modelu parametrycznymMβ mo»e by¢ opisana jako
wybór zbioru Î wszystkich indeksów i ∈ I1 dla których hipotezy zerowe Hi s¡ odrzucane,
oraz jest zgodna gdy

P
(
Î = I0

)
→ 1 przy n→∞.

Rozwa»ano nast¦puj¡ce przypadki. W pracy [H3] analizowano przypadek p ustalonego
niezale»nie od rozmiaru próby n gdy p < n. W pracy [H4] badano przypadek gdy p zale»y
od n i p(n) < n. Za± w pracy [H5] rozwa»ono przypadek wysokowymiarowy tzn. p
zale»y od n oraz p(n) >> n. B¦dziemy rozwa»ali m.in. w nast¦puj¡cej postaci procedury
stepdown:
a) procedura Holm

αj =
qn

p+ 1− j
,
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b) procedura UHolm dla

αj =
([γj] + 1) qn

p+ [γj] + 1− j
dla pewnego 0 < γ < 1,

c) procedura Bonferroniego

αj =
qn
p
,

gdzie j = 1, . . . , p. Ponadto zakªada si¦, »e qn → 0 przy n→∞ w odpowiedni sposób.

Przypadek p < n oraz p jest ustalone

Zakªadamy, »e wszystkie statystyki tni, pod warunkiem prawdziwo±ci Hi maj¡ rozkªad
asymptotycznie normalny. Bardziej formalnie zakªadamy, »e dla pewnego estymatora β̂
istnieje odwracalna macierz Mn zale»na od rozmiaru próby n, taka »e

M
1
2
n

(
β̂ − β

)
→d Np (0, I) , (20)

przy n→∞, gdzie I jest macierz¡ identyczno±ci p× p. Dodatkowo zakªadamy, »e

Mn

n
→ V > 0. (21)

Statystyki testowe tni s¡ postaci

tni =
β̂i√
mii

(22)

dla i = 1, . . . , p, gdzie M−1n = (mij)1≤i,i≤p.
Na mocy (20), przyjmujemy, »e p-warto±ci dla tni s¡ postaci

πi(tni) = 2 (1− Φ(|tni|)) ,
gdzie Φ jest dystrybuant¡ standardowego rozkªadu normalnego. Niech q1, . . . , qp−p0 oz-
naczaj¡ p-warto±ci dla prawdziwych hipotez zerowych w (h0), oraz r1, . . . , rp0 oznaczaj¡
p-warto±ci dla faªszywych hipotez zerowych. Niech Fj oznacza dystrybuant¦ zmiennej
losowej rj dla j = 1, . . . , p.

Rozwa»my nast¦puj¡ce warunki:

(A1) αp → 0 as n→∞.

(A1a)

log
(

1
αp

)
n

→ 0 przy n→∞.

(A2)

max
j∈I0

(1− Fj(α1))→ 0 przy n→∞.

Najwa»niejszym wynikiem teoretycznym w pracy [H3] jest nast¦puj¡ce
Twierdzenie 1. Procedura stepdown speªniaj¡ca warunki (A1)-(A2), przy warunkach

(20)-(21) jest zgodn¡ procedur¡ selekcji w parametrycznych modelach.

W pracy [H3] pokazano, »e przy pewnych warunkach regularno±ci modele regresji
liniowej, logistycznej oraz Coxa speªniaj¡ warunki (20)-(21).
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Przypadek p < n oraz p = p(n)

Niech Y = (Y1, . . . , Yn)T , X b¦dzie nielosow¡ macierz¡ o elementach xij, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤
j ≤ p, niech β = (β1, . . . , βp)

T b¦dzie wektorem nieznanych wspóªczynników. Rozwa»amy
model liniowy

Y = Xβ + ε, (23)

gdzie βj 6= 0 dla j ∈ I0 i βj = 0 dla j ∈ I1, I1 := {1, . . . , p}\I0 (|I0| = p0), oraz
ε = (ε1, ..., εn)T jest wektorem bª¦dów losowych.

Zakªadamy, »e istnieje macierz
(
XTX

)−1
= (mij)1≤i,j≤p dla dostatecznie du»ych n, oraz

(εi)
∞
i=1 jest ci¡giem ±ci±le stacjonarnym, takim, »e E (εi) = 0, E (ε2i ) = σ2. Dodatkowo

rozwa»amy nast¦puj¡ce warunki:

(B0)
max
1≤i≤p

‖Gni − Φ‖∞ = O (cn) ,

gdzie cn → 0 przy n→∞, Φ jest dystrybuant¡ standardowego rozkªadu normalnego oraz
Gni jest dystrybuant¡ zmiennej losowej

t̃ni =
β̂i − βi
σ
√
mii

.

Niech β̂i bedzie estymatorem najmniejszych kwadratów parametru βi w modelu (23)

oraz se
(
β̂i

)
b¦dzie jego bª¦dem standardowym. Na podstawie statystyk tni = β̂i/se

(
β̂i

)
,

gdzie

se
(
β̂i

)
=

{
σ
√
mii gdy σ jest znane,

S
√
mii gdy σ jest nieznane,

S to zgodny estymator σ, rozwa»amy problem testowania wielu hipotez (h0). Zakªadamy,
»e p-warto±ci dla pojedynczego testowania Hi vs. H

′
i na podstawie tni s¡ postaci

πi(tni) = 2 (1− Φ(|tni|)) .

Rozwa»my nast¦puj¡ce warunki:

(A0)
pcn → 0 przy n→∞,

gdzie cn jest takie jak w (B0),

(A1)
pαp → 0 przy n→∞,

(A2)
max
j∈I0

(1− Fj(α1))→ 0 przy n→∞.

(C)
pP (|S − σ| > δ)→ 0, dla dowolnego δ > 0, przy n→∞.
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Gªównym wynikiem w pracy [H4] jest
Twierdzenie 2. Dowolna procedura stepdown speªniaj¡ca (A1)-(A2), przy warunkach

(A0), (B0) gdy σ jest znane, lub przy warunkach (A0), (B0), (C) gdy σ jest nieznane,
jest zgodn¡ procedur¡ selekcji w modelu liniowym.

W pracy [H4] rozwa»ano równie» osªabienie warunku niezale»no±ci bª¦dów w regresji
liniowej.

(MD) (εi) jest ±ci±le stacjonarnym ci¡giem ró»nic martyngaªowych w L3 speªniaj¡cych
pewien warunek regularno±ci;

(LP) (εi) jest procesem liniowym postaci εi =
∑

r∈Z brξi−r, gdzie proces innowacji (ξi)
jest scentrowanym ±ci±le stacjonarnym ci¡giem ró»nic martyngaªowych w L3 speª-
niaj¡cym pewien warunek regularno±ci, oraz∑

r∈Z

|br| <∞, (24)

min
1≤i≤p

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

bkak,i

∣∣∣∣∣ > C dla pewnej staªej C > 0. (25)

Niech hn := max1≤k≤n
√
hkk, gdzie hkk jest elementem diagonalnym macierzy rzutu

H := X
(
XTX

)−1XT , oraz mn := max1≤k≤pmkk.
Nast¦puj¡ce Stwierdzenie 1 omawia kwestie kiedy warunki Twierdzenia 2 s¡ speªnione.

Stwierdzenie 1. i) Gdy σ jest znana, ci¡g (εi) jest i.i.d., macierz rzutu H speªnia

warunek phn → 0, oraz mn = O
(

1
logn

)
, p = O

(
n

logn

)
przy n → ∞, wtedy zaªo»enia

Twierdzenia 2 s¡ speªnione dla procedur Bonferroniego, Holm, UHolm dla qn ∼ 1
logn

.

ii) Gdy σ jest nieznane, ci¡g (εi) jest i.i.d., E |ε1|4λ < ∞ dla pewnego λ > 1, p =

O
(

n
logn

)
przy n→∞, macierz rzutu H speªnia warunek phn → 0, oraz mn = O

(
1

logn

)
,

wtedy zaªo»enia Twierdzenia 2 s¡ speªnione dla procedur Bonferroniego, Holm, UHolm
dla qn ∼ 1

logn
.

iii) Gdy σ jest znane, (εi) jest ci¡giem ró»nic martyngaªowych (MD) lub (εi) jest

procesem liniowym (LP), oraz mn = O
(

1
logn

)
, p = O

(
n

logn

)
, hn = O

(
n−1/2

)
przy

n → ∞, wtedy zaªo»enia Twierdzenia 2 s¡ speªnione dla procedur Bonferroniego, Holm,
UHolm dla qn ∼ 1

logn
.

Przypadek p = p(n) >> n

Rozwa»my regresj¦ grzbietow¡

β̂ = arg min
β
‖Y− Xβ‖22 /n+ λ ‖β‖22

=
(
n−1X′X + λI

)−1
n−1X′Y, (26)

gdzie λ = λn jest parametrem regularyzacji, I jest macierz¡ identyczno±ci. Niech X =RSV
′

b¦dzie dekompozycj¡ SVD. Oznaczmy R(X) ⊂ Rp jako przestrze« liniow¡ generowan¡
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przez n wierszy macierzy X. Wtedy macierz rzutu z Rp na R(X) jest postaci PX =

X′
(
XX′

)−
X =VV

′
, gdzie

(
XX′

)−
oznacza macierz pseudo odwrotn¡ macierzy XX′ .

Niech θ :=PXβ = VV
′
β. Skorygowany estymator regresji grzbietowej jest postaci (p.

Bühlmann (2013))
β̂corr,j = β̂j −

∑
k 6=j

(PX)j,k β̂int,k (27)

dla j = 1, . . . , p. Niech Σ̂ = 1
n
X′X. Wtedy Cov

(
β̂
)

= n−1σ2Ω, gdzie

Ω = Ω(λ) =
(
Σ̂+λI

)−1
Σ̂
(
Σ̂+λI

)−1
.

Niech
an,j :=

√
nσ−1Ω

−1/2
j,j .

Rozwa»my nast¦puj¡ce warunki:

(A) Istniej¡ takie staªe ∆j,n > 0 »e

P

(
∩pj=1

{∣∣∣∣∣an,j∑
k 6=j

(PX)j,k

(
β̂int,k − βk

)∣∣∣∣∣ ≤ ∆j,n

})
→ 1 przy n→∞.

(B) Parametr regularyzacji λ = λn speªnia warunek

λn (Ωmin(λn))−1/2 = o
(
n−1/2 ‖θ‖−12 λmin6=0

(
Σ̂
))

przy n→∞,

gdzie Ωmin(λ) = minj=1,...,p Ωj,j (λ) > 0 oraz λmin 6=0

(
Σ̂
)
jest najmniejsz¡ ró»n¡ od

zera warto±ci¡ wªasn¡ macierzy Σ̂.

Rozwa»amy problem testowania p hipotez (h0). Podobnie jak Bühlmann (2013), za-
kªadamy, »e p-warto±¢ dla testowania pojedynczej hipotezy Hi vs. H

′
i jest postaci

πi = 2

(
1− Φ

((
an,i

∣∣∣β̂corr,i∣∣∣−∆i,n

)
+

))
(28)

dla i = 1, . . . , p.
W przypadku gdy bª¦dy losowe w modelu regresji liniowej s¡ gaussowskie rozwa»amy

nast¦puj¡ce warunki:

(C) pαp → 0 przy n→∞.

(D)
∣∣∣(PX)j,j βj

∣∣∣ ≥ n−c dla pewnego c ∈ (0, 1/2) oraz ∆j,n = O (1), an,j >
√
n dla ka»dego

j ∈ I0, oraz n1/2−c − Φ−1(1− α1

2
)→∞ przy n→∞.
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Poni»ej przestawiamy gªówne wyniki otrzymane w pracy [H5].
Twierdzienie 3. Dowolna procedura stepdown speªniaj¡ca warunki (A)-(D) jest

zgodn¡ procedur¡ selekcji w modelu regresji liniowej.

W przypadku niegaussowskim zakªadamy, »e bª¦dy (εi) s¡ i.i.d. takie, »e E (ε1) = 0,
E |ε1|3 <∞. Zamiast warunku (B) rozwa»amy warunek

(B1) Parametr regularyzacji λ = λn speªnia warunek

λn (Ωmin(λn))−1/2 = o
(
p−1n−1/2 ‖θ‖−12 λmin6=0

(
Σ̂
))

przy n→∞.

Twierdzenie 4. Dowolna procedura stepdown speªniaj¡ca warunki (A), (B1), (C),
(D) jest zgodn¡ procedur¡ selekcji w modelu regresji liniowej.

W pracy [H5] podano te» przykªady procedur stepdown, kiedy zaªo»enia powy»szych
twierdze« s¡ speªnione wraz ze studium symulacji numerycznych.

6.6. Rozkªad sumy dla zmiennych losowych pochodz¡cych z kopuªy Archimedesa

Niech X1, . . . , Xn b¦d¡ zmienymi losowymi o rozkªadzie absolutnie ci¡gªym o dystry-
buantach brzegowych Fi oraz g¦sto±ciach brzegowych fi, i = 1, . . . , n. �¡czny rozkªad
wektora losowego (X1, . . . , Xn) jest absolutnie ci¡gªy jak te» odpowiednia kopuªa C :
[0, 1]n → [0, 1]. Wtedy z Twierdzenia Sklara (1959)

P (X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn) = C(F1(x1), . . . , Fn(xn))

dla dowolnego (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

Wektor losowy (X1, . . . , Xn) ma kopuª¦ Archimedesa o generatorze ϕ gdy

C (u1, . . . , un) = Cϕ(u1, . . . , un) = ϕ−1(ϕ(u1) + . . .+ ϕ(un)), (29)

dla dowolnego ui ∈ [0, 1], i = 1, . . . , n, gdzie ϕ jest ci¡gª¡ i ±ci±le malejac¡ funkcj¡ z [0, 1]
do [0,∞) tak¡, »e ϕ(0) = ∞, ϕ(1) = 0, oraz pochodne ϕ−1 wszystkich rz¦dów speªniaj¡
warunek

(−1)i
di

dui
ϕ−1(u) ≥ 0

dla wszystkich u ∈ (0, 1), i = 1, 2, . . .. Wtedy z Twierdzenia Bernsteina (1928) istnieje
zmienna losowa Θ ≥ 0 taka, »e ϕ−1 jest transformat¡ Laplace zmienej Θ,

ϕ−1(s) = E exp (−Θs) . (30)

Dodatkowo zakªadamy, »e

P (Xi ≤ x | Θ = θ) = (Gi(x))θ , (31)

gdzie
Gi(x) = exp (−ϕ(Fi(x))) . (32)

Przy tych zaªo»eniach zmienne losowe X1, . . . , Xn s¡ warunkowo niezale»ne pod warunk-
iem Θ = θ.
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W analizach ryzyka ubezpieczeniowego warto rozwa»a¢ rozkªad zagregowanych szkód
z poszczególnych portfeli X1, . . . , Xn pochodz¡cych z kopuªy Archimedesa (rozkªad ª¡czny
jest wyznaczony przez kopuª¦ Archimedesa) tzn. rozkªad sumy

Sn =
n∑
i=1

Xi. (33)

Wüthrich (2003) oraz Alink et al. (2004)-(2005) podali rozkªad asymptotyczny dla (33)
przy pewnych warunkach regularno±ci na generator ϕ oraz podali jego zastosowanie do
estymacji Value-at-Risk (VaR). Nasz gªówny wynik z pracy [H6] Twierdzenie 1 podaje
nieasymptotyczny rozkªad sumy (33) dla kopuª Archimedesa bez dodatkowych restrykcji
na posta¢ generatora ϕ oraz bez ograniczenia si¦ do jednakowych rozkªadów brzegowych
Fi, i = 1, . . . , n.

Twierdzenie 1. Je±li X1, . . . , Xn pochodz¡ z kopuªy Archimedesa (29)-(32), wtedy
dla dowolnego n ≥ 2,

P (Sn ≤ t) =

∫ ∞
−∞
· · ·
∫ ∞
−∞

(
ϕ−1(s)

)(n−1) |s=sn−1(t)

n−1∏
i=1

ϕ
′
(Fi+1(ui))fi+1(ui)dui (34)

(je±li powy»sza caªka istnieje), gdzie
sn−1(t) =

∑n−1
i=1 ϕ (Fi+1 (ui)) + ϕ

(
F1

(
t−
∑n−1

i=1 ui
))
,

(ϕ−1(s))
(n−1)

= dn−1

dun−1ϕ
−1(s) oraz fi = F

′
i .

Poni»sze Stwierdzenie 1 w pracy [H6] o rozkªadzie statystyk pozycyjnych dla kopuªy
Archimedesa posªu»yªo nam do konstrukcji nieparametrycznego przedziaªu ufno±ci dla
VaR dla Sn.

Stwierdzenie 1. Je±li X1, . . . , Xn pochodz¡ z kopuªy Archimedesa (29)-(30), wtedy

P (Xm:n ≤ x) =
n∑

j=m

(−1)j−m
(
j−1
m−1

)(
n
j

)
ϕ−1

(
j∑
i=1

ϕ(Fi(x))

)
. (35)

St¡d konstruujemy nast¦puj¡cy przedziaª ufno±ci dla V aRγ(Sn)

P (V aRγ(Sn) ≥ nXr:n) ≥ 1− β,
gdzie 1 − β jest poziomem ufno±ci. Korzystaj¡c z oszacowania (p. Mesi�oui i Quessy
(2005)) dla γ ≤ F (x∗),

V aRγ(Sn) ≥ nF−1
(γ
n

)
,

gdzie F jest brzegow¡ dystrybuant¡ Xi, i = 1, . . . , n, oraz f(x) = dF (x)/dx jest niemale-
j¡ca dla x ≤ x∗ dla pewnego punktu x∗. Wtedy wystarczy wyznaczy¢ r takie, »e

P
(
Xr:n ≤ F−1

(γ
n

))
≥ 1− β.

St¡d r wyznaczamy z nierówno±ci

n∑
j=r

(
n
j

)
(−1)j−r

(
j−1
r−1

)
ϕ−1

(
jϕ
(γ
n

))
≥ 1− β.
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6.7. Parametryczna wersja algorytmu V-Box w detekcji obserwacji odsta-
j¡cych

W klasycznej teorii kart kontrolnych zakªada si¦, »e obserwowany proces {Yi} jest
okre±lony jako

Yi = θ1 (i ≥ q) + ξi,

gdzie (ξi) jest ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych, θ jest przesuni¦ciem oraz q > 0
jest nieznanym parametrem momentu skoku procesu. W tym uj¦ciu powszechnie si¦
przyjmuje, »e proces szumu (ξi) jest gaussowski lub ma inny ci¡gªy rozkªad. W pracy
Rafajªowicza i inni (2010) pojawiªa si¦ koncepcja ruchomego pionowego okna (V-Box
Chart). Ten algorytm mo»emy opisa¢ nast¦puj¡co:

1. W danej chwili t obliczamy warto±¢ statystyki

T =
t−1∑
i=1

1 (Yt −H ≤ Yi ≤ Yt +H) .

2. Je±li warto±¢ ta jest wi¦ksza ni» γ(t − 1), to t zast¦pujemy przez t + 1 i pierwszy
krok algorytmu jest powtarzany. W przeciwnym przypadku algorytm zatrzymuje
si¦ oraz q = t jest jego wynikiem.

Parametry H > 0 i γ ∈ (0, 1) s¡ ustalone. Ich wybór zale»y od zaªo»e« o rozkªadzie
(ξi) oraz od warto±ci H i γ.

W pracy [H7] rozwa»amy m.in. nast¦puj¡cy model zmian (change-point):

Yi = θ1 (i ≥ N + 1) + ξi, i = 1, . . . , N,

gdzie θ ∈ R oraz ξ1, ..., ξN+1 s¡ i.i.d. o ci¡gªej dystrybuancie F .
Rozwa»ono problem decyzyjny: d1 : |θ| ≤ ε lub d2 : |θ| > ε, dla ustalonego ε > 0.

Zgodnie z koncepcj¡ algorytmu V-Box Chart nast¦puj¡ca klasa reguª decyzyjnych jest
rozwa»ana:

D = {d (γ,H) : γ ∈ (0, 1), H > 0},
gdzie

d (γ,H) =

{
d1 gdy TN(H) > γN,
d2 gdy TN(H) ≤ γN,

oraz TN(H) =
∑N

i=1 1 (YN+1 −H ≤ Yi ≤ YN+1 +H).
W pracy [H7] u»yto nast¦puj¡cego mini-maksowego kryterium optymalizacji dla wyboru

parametrów γ i H:

sup
θ

EθL
(
d
(
γopt, Hopt

)
, θ
)

= inf
γ,H

sup
θ

EθL (d (γ,H) , θ) ,

gdzie funkcja straty jest nast¦puj¡ca:

L(di, θ) |θ| ≤ ε |θ| > ε
d1 0 b
d2 a 0
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dla ustalonych warto±ci a, b > 0. W pracy [H7] podano równie» twierdzenia dotycz¡ce
asymptotycznego rozwi¡zania tego problemu mini-maksowego w przypadku ci¡gªym jak
i dyskretnym. Uzyskane wyniki s¡ ilustrowane numerycznymi przykªadami zastosowania
zaimplementowanego algorytmu w przypadku gdy dane pochodz¡ z rozkªadu normalnego
jak te» z rozkªadu Poissona.
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7. Pozostaªy dorobek naukowy

Mój pozostaªy dorobek naukowy skªada si¦ z 27 prac naukowych po doktoracie (12
z listy JCR), 2 prac popularno-naukowych po doktoracie, 2 prac naukowych przed dok-
toratem (1 z listy JCR) oraz raportu naukowego Warszawskiego Uniwersytetu Medy-
cznego.

7.1. Publikacje naukowe (po doktoracie)

P1 Furma«czyk, K. Some remarks on the central limit theorem for functionals of linear
processes under short range dependence. Probability and Mathematical Statistics
27(2) (2007):235-245.

P2 Furma«czyk, K. The theorems characterizing the positive quadrant dependence
models and Lancaster distributions. Demonstratio Mathematica 40(4) (2007):951-
962.

P3 Furma«czyk, K. Bounds for E |Sn|Q for subordinated linear processes with applica-
tion to M-estimation. Probability and Mathematical Statistics 28(1) (2008):129-141.

P4 Dudzi«ski, M., Furma«czyk, K. On the almost sure central limit theorems in the
joint version for the maxima and minima of some random variables. Demonstratio
Mathematica 41(3) (2008):705-722.

P5 Maksimiuk, A., Furma«czyk, K., Ignar, S., Krupa, J, Okruszko, T. Analiza wpªywu
zmian klimatycznych na ekosystemy wodno-bªotne w dolinie Biebrzy. Przegl¡d
Naukowy In»ynierii i Ksztaªtowania �rodowiska SGGW, Zeszyt 3(41) (2008):59-68.

P6 Furma«czyk, K. A uniform central limit theorem for dependent variables. Applica-
tiones Mathematicae 36(2) (2009):129-138.

P7 Piekarska, B., Samoli«ski, B., Furma«czyk, K. Stan ±rodowiska przyrodniczego a
wyst¦powanie alergii i astmy w Polsce � wyniki ECAP. Problemy Higieny i Epi-
demiologii 90(3) (2009):316-321.

P8 Dudzi«ski, M., Furma«czyk, K. Application of copulas in the value-at-risk estima-
tion. Polish Journal of Environmental Studies 18(5B) (2009):81-87.
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(2011):87-96.
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plomowe V.III, No.1/(2011):30-38.

P14 Samoli«ski, B., Raciborski, F., Tomaszewska, A., Walkiewicz, A., Samel-Kowalik,
P., Lusawa, A., Borowicz, J. , Komorowski, J., Gutkowska-�lesik, J., Piekarska, B.,
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sztormów. Geologia i Geomorfologia Pobrze»a i Poªudniowego Baªtyku. Akademia
Pomorska w Sªupsku, 9 Sªupsk 2012
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2013-0057

P20 Dudzi«ski, M., Furma«czyk, K., Koci«ski, M. (2013) Bayesian con�dence intervals
for the number and the size of loses in the optimal bonus-malus system. Quantitative
methods in economics 14(1) (2013):93-104.

P21 Dudzi«ski, M., Furma«czyk, K. The frequentistic and Bayesian quantile estimation
for the maxima of sea levels. Model Assisted Statistics Applications 9(4) (2014):325-
342.

22



P22 Sybilski, A., Raciborski, F., Lipiec, A., Tomaszewska, A., Lusawa, A., Furma«czyk,
K., Krzych-Faªta, E., Komorowski, J., Samoli«ski, B. Obesity - a risk factor for
asthma, but not for atopic dermatitis, allergic rhinitis and sensitization. Public
Health Nutrition 18(3) (2015):530-536. DOI:
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P23 Sybilski, A., Zalewska, M., Furma«czyk, K., Lipiec, A., Krzych-Faªta, E., Samoli«ski,
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7.2. Syntetyczne omówienie prac

Mój pozostaªy dorobek naukowy koncentruje si¦ wokóª prac ze statystyki matematy-
cznej i teorii prawdopodobie«stwa: [P1]-[P4], [P6], zastosowa« statystyki w ekonomii:
[P8]-[P9], [P12], [P16], [P20], zastosowa« statystyki w hydrologii i geogra�i: [P5], [P10]-
[P11], [P15], [P17], [P21] oraz zastosowa« statystyki w medycynie i weterynarii: [P7],
[P14], [P18]-[P19], [P22]-[P27].

Prace ze statystyki matematycznej i teorii prawdopodobie«stwa

Wpracy [P1] podano pewne uogólnienie wyników z mojej pracy doktorskiej na funkcjon-
alne centralne twierdzenie graniczne dla funkcjonaªów wielowymiarowego procesu lin-
iowego speªniaj¡cego warunki zale»no±ci bliskiego zasi¦gu. Dokªadniej, wielowymiarowy
proces liniowy jest okre±lony jako

Xj =
∞∑
r=0

ArZj−r,

gdzie innowacje (Zn) = (Z
(1)
n , . . . , Z

(m)
n ) s¡ i.i.d. wektorami losowymi w Rm, o ±redniej

zero oraz E |Z1|2 = 1. Niech Yn = G(Xn)−EG(Xn) oraz D[0, 1] oznacza przestrze« funkcji
rzeczywistych okre±lonych na [0, 1], które s¡ prawostronnie ci¡gªe i posiadaj¡ lewostronne
granice wyposa»on¡ w topologi¦ Skorohoda. Przy pewnych warunkach na ci¡g macierzy
nielosowych (Ar), rozkªad innowacji (Zn) oraz odwzorowanie G otrzymano 1√

n

[nt]∑
j=1

Yj, 0 ≤ t ≤ 1

 =⇒ σ{B(t), 0 ≤ t ≤ 1} w D[0, 1],

gdzie σ2 := E(Y1)
2+2

∑∞
j=1 E(Y1Y1+j) i B jest standardowym ruchem Browna na [0, 1].

Warto nadmieni¢, »e podobne twierdzenie uzyskaª Wu (2002) przy innych zaªo»eniach.
W pracy [P3] otrzymano oszacowania warto±ci oczekiwanejQ-tej pot¦gi sumy funkcjon-

aªów procesu liniowego speªniaj¡cego warunki zale»no±ci bliskiego zasi¦gu tzn. otrzymano

E

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

Yj

∣∣∣∣∣
Q

≤ Cn
Q
2 ,

gdzie C jest pewn¡ staª¡. W pracy tej podano te» zastosowanie powy»szej nierówno±ci
do otrzymania reprezentacji asymptotycznej M -estymatorów dla danych zale»nych.

W [P2] przedstawiono wyniki o charakteryzacji pewnej klasy g¦sto±ci dwuwymiarowych
zadanej przez parametryczn¡ kopuª¦ za pomoc¡ funkcji regresji E(Y |X) i E(X|Y ) oraz
rozkªadów brzegowych X i Y .

Razem z dr Marcinem Dudzi«skim z SGGW w pracy [P4] podano wersje prawie na
pewno centralnego twierdzenia granicznego dla ª¡cznego rozkªadu maksimów i minimów w
przypadku ci¡gu i.i.d. oraz w przypadku stacjonarnego ci¡gu gaussowskiego przy pewnym
ograniczeniu funkcji kowariancji.

W pracy [P6] podano jednostajne centralne twierdzenie graniczne dla ci¡gów stacjonarnych
speªniaj¡cych jednostajne ograniczenie na trzecie momenty sumy oraz jednostajne ogranicze-
nie pewnych warunków kowariancyjnych. W szczególno±ci otrzymano jednostajne cen-
tralne twierdzenie graniczne dla procesu liniowego speªniaj¡cego warunek zale»no±ci bliskiego
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zasi¦gu. Powy»sze wyniki byªy pewnym uzupeªnieniem jednostajnego centralnego twierdzenia
granicznego dla schematu Bernoulliego otrzymanego w pracy Niemiro i Zieli«skiego (2007).

Prace z zastosowa« statystyki w ekonomii

W pracy [P8] razem z dr Marcinem Dudzi«skim z SGGW zastosowano adaptacj¦
prostej metody Monte Carlo do obliczenia Value at Risk (odpowiedniego kwantyla) dla
portfela dwóch cen akcji modelowanych procesem GARCH, gdzie reszty modelu byªy pow-
i¡zane parametrycznymi kopuªami. Otrzymane wyniki zilustrowano analiz¡ rzeczywistych
danych gieªdowych.

W [P9] w zespole z dr Marcinem Dudzi«skim, dr Markiem Koci«skim i prof. dr
hab. Krystyn¡ Twardowsk¡ z SGGW sformuªowano model obja±niaj¡cy liczb¦ upadków
�rm z wykorzystaniem procesów gaª¡zkowych wraz z dopasowaniem otrzymanego mod-
elu na przykªadzie danych dotycz¡cych �rm budowlanych dziaªaj¡cych w województwie
mazowieckim.

Wraz z dr Stanisªawem Jaworskim z SGGW w pracy [P12] u»yto mini-maksow¡
adaptacj¦ metody V-Box do wykrywania obserwacji nietypowych w przypadku parame-
trycznym. Zaproponowan¡ metod¦ wykorzystano do analizy danych gieªdowych.

W kolejnej pracy [P16] z dr Stanisªawem Jaworskim z SGGW badaj¡c dynamik¦
bezrobocia w krajach UE, zastosowano funkcjonalne PCA na przykªadzie danych szeregów
czasowych o bezrobociu w wybranych krajach UE.

We wspóªpracy z dr Marcinem Dudzi«skim i dr Markiem Koci«skim z SGGW [P20]
podano bayesowskie przedziaªy ufno±ci dla liczby szkód i ich wielko±ci w modelu ubez-
piecze« samochodowych typu bonus-malus. W analizie u»yto danych symulowanych.

Prace z zastosowa« statystyki w hydrologii i geogra�i

Ze wspóªpracy z zespoªem hydrologów z SGGW powstaªa praca [P5] dotycz¡ca badania
trendu w danych hydrologicznych w oparciu o test Manna-Kendalla.

W pracach [P10], [P15], [P17] we wspóªpracy z Wydziaªem Nauk o Ziemi Uniwersytetu
Szczeci«skiego badano sztormy ekstremalne na Baªtyku. W analizach statystycznych
wykorzystano model log-liniowy, analiz¦ skupie« i drzewa klasy�kacyjne.

W pracach z dr Marcinem Dudzi«skim z SGGW [P11], [P21] przedstawiono formuª¦
przybli»aj¡c¡ estymacje wysokich kwantyli wraz z przedziaªami ufno±ci oraz na tej pod-
stawie korzystaj¡c z rzeczywistych danych obliczono wysokie kwantyle poziomów morza.

Prace z zastosowa« statystyki w medycynie i weterynarii

We wspóªpracy z Zakªadem Pro�laktyki Zagro»e« �rodowiskowych i Alergologii prof.
dr hab. Bolesªawa Samoli«skiego z Warszawskiego Uniwersytetu Medycznego powstaªy
prace [P7], [P13]-[P14] dotycz¡ce analizy danych medycznych zwi¡zanych z programem
ogólnopolskich bada« alergologicznych ECAP.

Kolejne prace powstaªe ze wspóªpracy z tym zespoªem to prace [P22]-[P27]. Do analiz
statystycznych danych medycznych z badania ECAP wykorzystano regresje logistyczn¡,
iloraz szans, test t-Studenta oraz test Wilcoxona. W pracy [25] dodatkowo u»yto poprawki
Bonferroniego dla testowania wielu hipotez w celu uzyskania istotnych czynników ryzyka
zachorowania na choróby alergiczne.
W zespole z dr hab. Mart¡ Zalewsk¡ z Warszawskiego Uniwersytetu Medycznego, dr
Stanisªawem Jaworskim z SGGW i prof. dr hab. Wojciechem Niemiro z Wydziaªu
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Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego u»yto analiz¦ kore-
spondencji wraz z podaniem jej pewnej nowej interpretacji na przykªadzie danych medy-
cznych pochodz¡cych z badania ECAP [P18].

Ze wspóªpracy z prof. dr hab. Zdzisªawem Gajewskim z Wydziaªu Weterynarii SGGW
powstaªa praca [P19] przedstawiaj¡ca analiz¦ danych pewnych parametrów krwi koni.

8. Spis publikacji
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