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3. PRELIMINARIA

W autoreferacie bedziemy uzywaé przestrzeni topologicznych Hausdorffa. Niech H, bedzie
funktorem homologii Cecha o zwartych nosnikach i wspotczynnikach w ciele liczb wymiernych
Q 7z kategorii przestrzeni topologicznych Hausdorffa i odwzorowan ciaglych do kategorii
przestrzeni liniowych z gradacja, stopnia zero. Niech H,(X) = {H,(X)} bedzie przestrzenia
liniowa z gradacja i niech H(X) oznacza k-wymiarowa grupe homologii Cecha o zwartych
nosnikach zawartych w przestrzeni X. Dla odzworowania ciagtego f : X — Y, H.(f)
jest indukowanym odwzorowaniem liniowym f. = {fx}, gdzie fi : Hp(X) — Hp(Y) (|6]).
Przestrzen X jest acykliczna, jesli:
(i) X jest niepusty,

(ii) Hi(X) =0 dla wszystkich £ > 11
(iii) Ho(X) = Q.
Niech v : F — E bedzie endomorfizmem, gdzie E jest przestrzenig liniows. Ktadziemy
N(u) ={z € E:u"(x) =0 dla pewnego n},

gdzie u™ jest n-ty iteracja zlozenia u i E = E/N(u). Poniewaz u(N(u)) C N(u), wiec mamy
indukowany endomorfizm w : E — E dany wzorem u([z]) = [u(z)]. Mowimy, ze u jest
dopuszczalne, jezeli dimFE < oo.

Niech u = {uy} : E — E bedzie endomorfizmem, stopnia zero, przestrzeni liniowej z gradacja
E = {E}}. Mowimy, ze u jest endomorfizmem Leraya, jesli

(i) dla kazdego k, uy, jest dopuszczalne,
(i) prawie wszystkie Ej sa trywialne.

Dla takiego u, definiujemy uogolniong liczbe Lefschetza A(u) odwzorowania u wzorem

Aw) =Y (=1)Ftr(a),

k

gdzie tr(uy) jest Sladem macierzy odwzorowania liniowego uy, (patrz, [6]).

Niech X i Y beda przestrzeniami topologicznymi i zatézmy, ze dla kazdego x € X dany jest
niepusty i zwarty zbior ¢(z) w przestrzeni Y. W takim przypadku, mowimy, ze ¢ jest odw-
zorowaniem wielowartosciowym. Odwzorowania wielowartosciowe bedziemy oznacza¢ na-
jezedciej literami greckiego alfabetu: ¢, 1), ..., na przyktad ¢ : X — Y, natomiast odwzorowa-
nia jednowartosciowe bedziemy oznaczac¢ literami polskiego alfabetu: f,g,..., na przyktad
f: X — Y. Dla odwzorowania wielowartosciowego ¢ : X —o Y i zbioru A C Y oznaczmy:

e '(A) ={z € X; o(z) C A},

e (A) = {z € X; p(z)NA#0}.

Zbior ¢~1(A) bedziemy nazywaé¢ malym przeciwobrazem, natomiast zbior ¢, '(A) duzym
przeciwobrazem. Ciagle i domkniete odwzorowanie f : X — Y nazywamy wlasciwym,
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jesli dla dowolnego zbioru zwartego K C Y, zbiér f~!(K) jest niepusty i zwarty. Odw-
zorowanie wtasciwe p : X — Y nazywamy odwzorowaniem Vietorisa, jezeli dla kazdego
y € Y, zbior p~1(y) jest acykliczny. Odwzorowanie wlasciwe p : X — Y nazywamy odw-
zorowaniem cell-like, jezeli dla kazdego y € Y, zbior p~!(y) ma trywialny ksztalt w sensie
Borsuka (patrz, [2|). Z ciagtosci homologii Cecha wynika, ze zwarty zbior o trywialnym
ksztalcie jest acykliczny. Wobec tego, jest jasne, ze jesli p : X — Y jest odwzorowaniem
cell-like, to jest odwzorowaniem Vietorisa. Przypomnijmy, ze ztozenie dwoch odwzorowan
Vietorisa jest odwzorowaniem Vietorisa i jezeli p : X — Y jest odwzorowaniem Vietorisa,
to pi : Ho(X) — H.(Y) jest izomorfizmem (patrz, [6]). Niech ¢ : X — Y bedzie odw-
zorowaniem wielowarto$ciowym. Jezeli dla kazdego zbioru otwartego U C Y, zbior o= (U)
jest otwarty, to ¢ nazywamy odwzorowaniem poétciagtym z gory (piszemy, ¢ jest u.s.c). Pare
(p,q) odwzorowan jednowartosciowych, ciaglych nazywamy para selektywna odwzorowa-
nia ¢ (piszemy, (p,q) C ), jesli istnieje przestrzeri metryzowalna Z taka, ze spelnione sa
nastepujgce warunki:

(i) p: Z — X jest odwzorowaniem Vietorisa,
(ii) q(p~'(x)) C p(x) dla dowolnego z € X, gdzie ¢: Z — Y.

Odwzorowanie wielowartoéciowe ¢: X —o Y nazywamy dopuszczalnym, jesli istnieje para
selektywna (p, q) odwzorowania ¢. Odwzorowanie wielowartosciowe ¢: X —o Y nazywamy
silnie dopuszczalnym (s-dopuszczalnym), jezeli istnieje para selektywna (p, ¢) odwzorowania
o taka, ze dla kazdego z € X q(p~'(x)) = () (piszemy, (p,q) = ). Niech ¢ : X — Y
bedzie odwzorowaniem i niech A C X bedzie niepustym zbiorem. Symbolem @4 : A — Y
oznaczymy odwzorowanie dane wzorem @ 4(z) = ¢(x) dla kazdego x € A. Przestrzenn X jest
przeliczalnie wymiarowa, jesli

X = U Xy, gdzie dimX, < oo dla kazdego n.

n=1

Przestrzen metryzowalna X jest skoificzonego typu, jesli prawie wszystkie homologie X sa
trywialne i dla kazdego £ > 0
dimH(X) < 0.



4. WSTEP

W literaturze matematycznej znanych jest wiele waznych, przede wszystkim ze wzgledu na
zastosowania relacji w klasie przestrzeni metrycznych. Jedna z nich jest relacja dominacji,
wprowadzona przez wybitnego matematyka Karola Borsuka. Produktem tej dominacji jest
szeroka klasa zbioréw zwanych absolutnymi retraktami (AR) i absolutnymi otoczeniowymi
retraktami (AN R). W 1967 roku ukazala sie monografia Karola Borsuka, ktora szczegotowo
opisuje wlasnosci i zastosowania dominacji przestrzeni metrycznych (patrz, [1]). Przypom-
nijmy, ze przestrzen metryzowalna X dominuje nad przestrzenia metryzowalna Y (piszemy,
X >Y), jezeli istnieja odwzorowania ciagle

(1) vy 4. x oy

takie, ze dla kazdego y € Y, f(g(y)) = y. Niech E bedzie przestrzenia unormowana. Wiemy,
ze jezeli E > X, to X € AR, natomiast jesli U > X dla pewnego zbioru otwartego U C F,
to X € ANR. Niech ¢ : X — Y bedzie odwzorowaniem wielowartosciowym polciaglym z
gory o obrazach zwartych, ktore maja trywialny ksztalt w sensie Borsuka (patrz, [2]). W
1983 roku A. Suszycki w pracy [24] wprowadzil pojecie absolutnego multiretraku (m—AR) i
absolutnego otoczeniowego multiretraktu (m — AN R). W rzeczywistosci zdefiniowal pewien
rodzaj dominacji wielowarto$ciowej w klasie przestrzeni metrycznych zwartych, to znaczy
przestrzen zwarta X dominuje nad przestrzenig zwarta Y w sensie Suszyckiego (bedziemy
pozniej pisaé, X o > Y') jezeli istnieja odwzorowania

(2) y 4= X 2,

takie, ze y € v(g(y)), dla kazdego y € Y. Analogicznie (patrz, (1)), jezeli Eo > X, to
X € (m—AR) ijezeli Uo > X dla pewnego zbioru otwartego U C E, to X € (m — ANR).
Warto nadmieni¢, ze w przypadku skoniczenie wymiarowym absolutne multiretraky w sensie
Suszyckiego (m — AR) pokrywaja sie z fundamentalnymi absolutnymi retraktami (F AR,
patrz |2]), natomiast absolutne otoczeniowe multiretrakty (m — AN R) zawieraja sie w klasie
fundamentalnych absolutnych otoczeniowych retraktow (FANR, patrz [2]). W pracy [24]
jest przyklad przestrzeni skoriczenie wymiarowej X € FANR i takiej, ze X ¢ (m — ANR).
Przypomnijmy, ze odwzorowanie wielowartosciowe ¢ : X —o Y nazywamy silnie dopuszczal-
nym, jezeli istnieja odzworowanie Vietorisa p : Z — X i odwzorowanie ciagle ¢ : 7 — Y
takie, ze p(x) = q(p~!(z)) dla kazdego z € X. Wiemy, ze odwzorowanie wielowartosciowe
polciagte z gory o obrazach zwartych i acyklicznych (w szczegolnosci majacych trywialny
ksztalt) jest silnie dopuszczalne. Szczegoly dotyczace odwzorowan silnie dopuszcezalnych
mozna znalez¢ w ksiazce Profesora Lecha Goérniewicza (tworcy odwzorowan dopuszcezalnych
i silnie dopuszczalnych, patrz, [6]). Praca A. Suszyckiego stala sie inspiracja dla naszych
badan. W rozdziale piatym wprowadzamy pojecie multifunkcji (pewnej wersji odwzorowa-
nia silnie dopuszczalnego) opartej na klasie abstrakcji, ktora nazwali$my multimorfizmem.
Multifunkcje bedziemy traktowaé¢ jako podstawowe narzedzie do naszych badan. Wazna
zaletg multifunkcji jest ich homotopia, ktora jest relacja réwnowaznosci oraz to, ze kazda
multifunkcja ¢ : X — Y ma doktadnie jednego reprezentanta na poziomie homologii Cecha
o« ¢ Ho(X) — H.(Y). W rozdziale szostym w klasie przestrzeni metryzowalnych definiu-
jemy relacje multidominacji, zastepujac na powyzszym diagramie (patrz, (1)) funkcje fig
multifunkcjami

(3) y Y x .y
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i takimi, ze:

(i) dla kazdego y € Y, ¥(y) C ¢ (),
(11) @« © w* = [dH*(Y)v

gdzie o, ' (y) oznacza duzy przeciwobraz zbioru jednoelementowego {y} a odwzorowania

H(Y) 2 H(X) 2 H.(Y)
to homomorfizmy reprezentujace odpowiednio odwzorowania v i ¢ na poziomie homologii
Cecha. Tak zdefiniowana relacja uogolnia oczywiscie poprzednie relacje dominacji zaréwno w
sensie Borsuka (patrz, (1)) jak i w sensie Suszyckiego (patrz, (2)). Multidominacje¢ podzielil-
ismy na lewostronna (piszemy, X o > Y)

(4) % g X @ Y,

gdzie po lewej stronie przy zlozeniu po g (patrz, (3)) wystepuje multifunkcja, a g jest ciagta
funkcja i prawostronna (piszemy, X > oY)

(5) y 2, x 1

Y,

gdzie po prawej stronie przy ztozeniu fop (patrz, (3)) wystepuje multifunkcja, a f jest ciagta
funkcja. Pewne wlasnosci multidominacji lewostronnej zostaly zbadane przez A. Suszyckiego
w pracy ([24]). W naszych badaniach zajeliémy sie glownie multidominacja prawostronna,
przede wszystkim ze wzgledu na jej liczne zastosowania. Produktem multidominacji pra-
wostronnej jest klasa absolutnych multiretraktow (AM R) i absolutnych otoczeniowych mul-
tiretraktow (AN M R), ktore umownie bedziemy nazywa¢ multiretraktami prawostronnymi
lub krotko multiretraktami. Podobnie (patrz, (1) i (2)) jezeli E > o X, to X € AMR i
jezeli U > o X dla pewnego zbioru otwartego U C E, to X € ANMR. Podalismy wiele
przykladow na to, ze klasa AM R (ANDM R) jest istotnie szersza niz klasa AR (ANR). Do
badania multiretraktow uzyliSmy wczesniej zdefiniowanych multifunkcji (uzycie funkcji nie
datoby tych samych rezultatow) i wykazaliSmy ze, ich wlasnosci (w konteksécie multifunkeji)
sg podobne do wtasnoéci retraktow w sensie Borsuka. W rozdziale siodmym wprowadzil-
iSmy pojecie relatywnego retraktu i zbadaliémy jego wtasnosci. Wykazalismy, ze w szczegdl-
nym przypadku, relatywne retrakty sg multiretraktami. Duzieki temu uzyskaliSmy kilka
nowych wtlasnosci multiretraktéw. Naszym zdaniem, relatywne retrakty sa warte uwagi,
zwlaszcza ze wzgledu na ich zastosowania. W rozdziale 6smym przedstawiliSmy zastosowa-
nia relatywnych retraktow (w szczegélnosci multiretraktow) do teorii punktow statych, do
teorii koincydencji, do charakteryzacji retraktow w przestrzeniach skonczenie wymiarowych
i do badania acyklicznosci zbiorow. Rozdzial dziewiaty poswieciliSmy aproksymatywnym
multiretraktom. W literaturze matematycznej znane sa aproksymatywne absolutne retrakty
(AAR) i aproksymatywne absolutne otoczeniowe retrakty (AANR). Aproksymatywne ab-
solutne otoczeniowe retrakty mozna podzieli¢c na dwa zbiory. Pierwszy zbioér, to aproksy-
matywne absolutne otoczeniowe retrakty w sensie Noguchi (bedziemy pisa¢, AAN Ry, pa-
trz, [20]), ktore sa skoriczonego typu, natomiast drugi zbior, to aproksymatywne absolutne
otoczeniowe retrakty w sensie Clappa (bedziemy pisa¢, AAN R, patrz, [3]), ktore moga nie
by¢ skonczonego typu. Oczywiscie, wiemy ze jezeli przestrzen metryczna X € AANRy, to
X € AANR¢. Dzigki relatywnemu ujeciu aproksymatywnych multiretraktow, moglismy je



podzieli¢ na dwa analogiczne zbiory o podobnych wtasnosciach. Podalismy kilka przyktadow,
ktore potwierdzaja, ze klasa aproksymatywnych absolutnych otoczeniowych multiretraktow
w sensie Noguchi jest istotnie szersza od klasy AAN Ry, natomiast klasa aproksymaty-
wnych absolutnych otoczeniowych multiretraktéow w sensie Clappa jest istotnie szersza od
klasy AAN R¢. Podalismy, tez kilka zastosowan aproksymatywnych multiretraktow do teorii
punktow statych, do teorii przedtuzania odwzorowan wielowartosciowych, do teorii aproksy-
matywnych selektorow odwzorowan wielowartosciowych i do charakteryzacji aproksymaty-
wnych retraktow w przestrzeniach skonczenie wymiarowych. W rozdziale dziesigtym opisal-
ismy klase odwzorowan lokalnie dopuszczalnych. Pokazalidémy, ze jest klasg istotnie szer-
sza niz klasa odwzorowan dopuszczalnych. Do jej zbadania w kontek$cie punktéw statych
uzyliSmy metod homologicznych. Na poczatku kazdego rozdziatu umiesciliSmy preliminaria,
w ktorych zawarliémy definicje i fakty wykorzystane w tym rozdziale. W catym autoreferacie
zastosowalismy trojliczbowa numeracje definicji i faktow (twierdzen, propozycji, lematow).
Pierwsza liczba oznacza numer rozdziatu, druga numer paragrafu, natomiast trzecia liczba
oznacza kolejny numer definicji lub faktu.



5. MULTIMORFIZMY

5.1. Preliminaria

Bedziemy potrzebowaé nastepujace definicje i fakty. Symbolem D(X,Y’) bedziemy oznaczaé
zbior wszystkich diagramoéw postaci

X 2z 1y,

gdzie p : Z — X jest odwzorowaniem Vietorisa i ¢ : Z — Y jest odwzorowaniem ciaglym.
Kazdy taki diagram bedziemy oznaczaé (p, q).

Definicja 5.1.1. (patrz, [6]) Niech (p1,q1) € D(X,Y) i (p2,q2) € D(Y,T). Ztozeniem
diagramow

X < D1 7 (TN \a D2 Zs q2 T,
nazywamy diagram (p,q) € D(X,T)

X 2 ZiNpypy 7o —2— T,
gdzie Zy Dgyp, Zo = {(21,22) € Z1y X Zy : qu(z1) = pa(22) },
p=pi°f1, ¢=qo fo
Z1 L Zl Aq1p2 ZQ L ZQ,
f1(z1, 29) = z1 (odwzorowanie Vietorisa), fa(z1,22) = 2o dla kazdego (z1,22) € Z.
Bedziemy pisaé
(p,q) = (P2, ¢2) © (p1, 1)

Z Twierdzeni ((40.5), (40.6)) (6], p. 201, 202) wynika roéwniez, ze w Definicji 5.1.1 zlozenie
diagramow spetnia warunek:

(5.1) dla kazdego = € X ¢(p~"(2)) = @2(pz ' (@1 (py ' (2))))-

Niech X i Y beda przestrzeniami metryzowalnymi. Mowimy, ze odwzorowanie ciagle f :
X — Y jest uniwersalne, jezeli kazde odwzorowanie ciagte g : X — Y ma z odwzorowaniem
f punkt koincydencji, to znaczy istnieje punkt x € X taki, ze f(x) = g(x). Odzworowanie
ciggte f : X — Y nazywamy zwartym, jezeli zbior m C Y jest zwarty.

Twierdzenie 5.1.2. [6] Rozwazmy diagram:

X2 7z 10X

)

w ktérym X € ANR, p jest odwzorowaniem Vietorisa i q jest zwarte. Wtedy q, o p;1 jest
endomorfizmem Leraya i A(g. o p;') # 0 implikuje, ze p i ¢ magjg punkt koincydencyi.

Niech R bedzie zbiorem liczb rzeczywistych i niech [0, 1] bedzie przedziatem. Niech
[0,1]" =[0,1] x [0,1] X ... x [0,1] (n — razy [0, 1]).

Twierdzenie 5.1.3. (patrz [10, 11]) Niech X bedzie spdjng i metryzowalng przestrzeniq.
Jesli istnieje odwzorowanie uniwersalne f: X — [0,1]", to dimX > n.



5.2. Abstrakcyjne morfizmy

W literaturze matematycznej znane sa morfizmy, jako klasy abstrakeji pewnej relacji rownowaznosci
w zbiorze D(X,Y) (patrz, |6, 7, 16]). Podamy warunki (aksjomaty), jakie musi spelniac
relacja rownowaznos$ci w zbiorze D(X,Y), aby byla konstruktorem morfizméw to znaczy,

aby jej klasy abstrakcji byly morfizmami. Abstrakcyjne morfizmy zostaty opisane w pracy

[27].

Definicja 5.2.1. Niech (p1,q1), (p2,q2) € D(X,Y). Relacje rownowazno$ci w zbiorze D(X,Y)

nazywamy konstruktorem morfizmow (piszemy, ~, ), jezeli spetnione sq nastepujgce warunki:

5.2.1.1 ((pr, 1) ~a (P2, @2)) = (dla kazdego x € X qi(py'(x)) = q2(p5 ' (1)),

5.2.1.2 (p1, 1) ~a (P2, 2)) = (que 0 P} = @20 0 p3),
5.2.1.8 Niech (ps,qs), (ps,qs) € D(Y,T). Wtedy

((p1, 1) ~a (P2, G2) @ (P3,G3) ~a (P1,94)) = ((P3,03) © (P1,01)) ~a ((Pa;Ga) © (P2, G2)))-

Warunek (5.2.1.1) bedziemy nazywaé aksjomatem topologicznej rownosci, warunek (5.2.1.2)
- aksjomatem homologicznej réwnosci i warunek (5.2.1.3)- aksjomatem ztozenia.

Elementy zbioru M,(X,Y) = D(X,Y),., bedziemy nazywa¢ abstrakcyjnymi morfizmami
(a-morfizmami). Dzieki Definicji 5.2.1 (warunek 5.2.1.1) mamy nastepujaca definicje:

Definicja 5.2.2. Niech (p,q) € D(X,Y). Dla dowolnego ¢, € M,(X,Y) zbior p(x) =
q(p~()), gdzie o = [(p, q)]a nazywamy obrazem punktu x a-morfizmu p,.

Symbolem
(5.2) 0: X =, Y
oznaczymy odwzorowanie wielowartosciowe wyznaczone przez a-morfizm ¢, = [(p,q)]. €

M,(X,Y), ktore bedziemy nazywaé abstrakcyjnym odwzorowaniem wielowartoSciowym.

Odzworowanie ¢ : X —o Y nazywamy silnie dopuszczalnym (patrz, [6]) jesli istnieje diagram
(p,q) € D(X,Y) taki, ze dla kazdego z € X

(5.3) a(p~ (2)) = p(2).

Takie odwzorowanie moze by¢ reprezentowane przez wiele a-morfizméw. Niech S" oznacza
n-wymiarows sfere w przestrzeni euklidesowej R™*1.

Przyklad 5.2.3. Niech ¢ : S" —o S™ bedzie odzworowaniem silnie dopuszczalnym opisanym
w przyktadzie (40.7) ([6], p. 202). Wtedy istnieje (p1,q1), (p2,q2) € D(S™,S™) takie, ze dla
kazdego x € S™

a1 (pr () = g2(p3 (%)) = @(x), ale g1, 0 pL,} # gos © P,

Stqd @ z Definicyi 5.2.1 wynika, zZe

(phC]l) q (p2,Q2)~



Dla odwzorowan jednowartosciowych mamy nastepujacy fakt:

Propozycja 5.2.4. ([27]) Niech f : X — Y bedzie odwzorowaniem cigglym i niech f, €
M,(X,Y) bedzie a-morfizmem takim, ze dla dowolnego (p,q) € fa, q(p™'(x)) = f(z) dla
kazdego x € X. Wtedy q = f op dla kazdego (p,q) € fa.

Niech TOP oznacza kategorie przestrzeni topologicznych Hausdorffa, w ktorej odwzorowani-
ami sg funkcje ciagte. Niech TOP, oznacza kategorie przestrzeni topologicznych Hausdorffa,
w ktorej odwzorowaniami sa abstrakcyjne odwzorowania wielowartosciowe (patrz, (5.2)). Dz-
ieki Definicji 5.2.1 (5.2.1.3), kategoria TOP, jest poprawnie zdefiniowana i TOP C TOP,.
Niech VECT g oznacza kategorie przestrzeni liniowych z gradacja, w ktorej odwzorowaniami
sa odwzorowania liniowe stopnia zero.

Twierdzenie 5.2.5. ([27])
Odzworowanie H, : TOP, — VECTg dane wzorem

—~

H.(p) =gq.op, ",

gdzie o jest abstrakcyjnym odwzorowaniem wielowartosciowym wyznaczonym przez p, =
[(p, q)]a jest funktorem i jest przedtuzeniem funktora homologii Cecha

H.: TOP — VECTg.

5.3. Multimorfizmy

Wprowadzimy pojecie morfizmu (patrz, [32]) i wykazemy, ze jest istotnie r6zny od mor-
fizmow, ktére znane sg w literaturze matematycznej. Zdefiniowane morfizmy bedziemy
nazywa¢ multimorfizmami i wykorzystamy do badania multiretraktéw. Przypomnijmy, ze
ztozenie dwoch odwzorowan Vietorisa jest odwzorowaniem Vietorisa. Niech Idx : X — X
bedzie odwzorowaniem identycznosciowym. W zbiorze diagramow D(X,Y'), wprowadzimy
nastepujaca relacje:

Definicja 5.3.1. Niech (p1,q1), (p2,q2) € D(X,Y).

(p17 Q1) ~m (p27 qZ)

wtedy 1 tylko wtedy, gdy istniejq przestrzenie Z, Zy i 4y, odwzorowania Vietorisa ps : Z —
Z1,py £ — Zo takie, ze nastepujgcy diagram jest przemienny:

X ¢ p1 Z1 q1 Y

Idx szs Idy
p q
X Z > Y
Idx lpzx lldy

X g, 2y

Y

to jest
P=DpP1O0pP3 =P20P4, 4= (¢1°P3 = (G20 P4.
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Propozycja 5.3.2. (/32]) Relacja w zbiorze D(X,Y) wprowadzona w Definicji 5.3.1 jest
relacjqg rownowaznosci.

Propozycja 5.3.3. ([32]) Relacja réwnowaznosci ~,y, jest konstruktorem morfizmdw (patrz,
Definicja 5.2.1) w zbiorze D(X,Y).

Zbior klas abstrakeji powyzszej relacji bedziemy oznaczaé¢ symbolem

M,(X,Y)=D(X,Y)

[~me

Elementy zbioru M,,(X,Y’) nazywamy multimorfizmami i oznaczamy: ¢, ¥, .... Wprowadz-
imy pewne oznaczenia:

Om = (D, @)|m (piszemy (p,q) € @),

gdzie diagram (p, ¢) jest reprezentantem klasy abstrakcji [(p, q)]m w relacji ~, .
Zauwazmy, ze jesli dwa diagramy (p1, ¢1), (p2, ¢2) € D(X,Y) sa w relacji w sensie Kryszewskiego
(patrz, [16]), to

(ph ‘.71) ~m (an QQ)'
Podamy przyktad, ze implikacja odwrotna nie jest prawdziwa. Niech R bedzie zbiorem liczb
rzeczywistych i niech [0, 1] C R bedzie przedziatem.

Przyktlad 5.3.4. Niech ¢ : [0,1] —o [0, 1] bedzie odwzorowaniem danym wzorem:

0 dla x<%,
() =q10,1] dla x =3,
1 dla a:>%.

Odzworowanie ¥ jest u.s.c. 1 ma zwarte © wypukte obrazy. Odnotujmy, ze 1 nie ma cigglego
selektora, to znaczy, nie istnieje ciggte odwzorowanie f : [0, 1] — [0, 1] takie, zZe dla dowolnego
z € [0,1] f(x) € ¥(x). Niech Ty, = {(x,y) € [0,1] x [0,1];y € ¢¥(x)}. Wtedy zbior Ty, jest
homeomorficzny ze zbiorem [0, 1]. Mamy nastepujqcy diagram przemienny:

0,1 «X— T, —%= [0,1]

TI do,1) TI dr,, Tf dio,1)

lfd[o,l] lp lfd[o,l]

dio 1 Idig ;
0,1] <12 [0,1) 2202 [0, 1]

gdzie p(z,y) = = (odwzorowanie Vietorisa) dla kazdego (x,y) € I'y. Zauwazmy, ze

(p7p) ~m (Id[o,l]a ]d[0,1]>’

ale diagramy (p, p), (Idp1, Ido) € D([0,1],[0, 1]) nie sq w relacji ani w sensie Kryszewskiego,
ani w sensie Gorniewicza (patrz, [7]). Zaldzmy przeciwnie, Ze istnieje odwzorowanie ciggte
(niekoniecznie homeomorfizm) h : [0,1] — 'y takie, Ze po h = Id. Wtedy dla wszystkich
z €[0,1] h(xz) € p~*(z). Niech q:Ty — [0,1] bedzie dane wzorem q(x,y) =y dla dowolnego
(xz,y) € I'y. W konsekwencji odwzorowanie f : [0,1] — [0,1] dane wzorem f = qo h bytoby
ciggtym selektorem 1), ale to jest niemozliwe.
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Dla odwzorowan jednowartosciowych mamy nastepujacy fakt:
Propozycja 5.3.5. ([32]) Niech f: X — Y bedzie ciggtym odwzorowaniem i niech (p,q) €
D(X,Y), gdzie

X+— 27—V

Wtedy nastepujgce warunki sq rownowazne:

5.3.5.1q= fop,

5.3.5.2 (p,q) ~m (Id, f),
5.3.5.3 q(p~(z)) = f(x) dla kazdego v € X .

7 ostatniego faktu wynika, ze multimorfizmy jednowartosciowe w sposob naturalny pokry-
waja sie z funkcjami ciggtymi.

4.4 Homotopia multimorfizmoéw

Bardzo wazna zaleta multimorfizmow jest ich homotopia (patrz, [32]), ktora jest relacja
rownowaznosci. Zdefiniujemy homotopie diagraméw w zbiorze D(X,Y) i udowodnimy, ze
jest relacja rownowaznosci. Homotopie funkcji ciagtych f,g : X — Y bedziemy oznaczaé
symbolem

[~y
Na poczatek podamy nastepujacy potrzebny fakt:

Propozycja 5.4.1. ([32]) Niech (p1,q1), (p2, q2) € D(X,Y), gdzie

X M 7 q1>Y’ X 2 7y © .,y

Wtedy istnieje (p,q), (p,q') € D(X,Y) takie, ze:

(p1791) ~m (p, Q) and (p27Q2) ~m (p, q/).

7 ostatniego faktu wynika, ze kazde dwa rézne multimorfizmy maja wspolne odwzorowanie
Vietorisa. Oznacza to, ze tylko ciaggle odwzorowania ¢, ¢y decyduja o tym, ze multimor-

fizmy [(p1,¢1)lm = ©m 1 [(P2,92)]m = ¥m moga by¢ rozne. Korzystajac z Propozycji 5.4.1
wprowadzimy definicje homotopii diagramow.

Definicja 5.4.2. Niech (p1,q1), (p2,q2) € D(X,Y), gdzie

X ¢ P1 Zl q1 }/’

X 2z, 2.V

Mdwimy, ze diagramy (p1,q1) i (p2, q2) sq homotopijne, co oznaczamy

(pb Ch) ~HD (P2> C]Q)

jesli istnieje przestrzen Z i odwzorowania Vietorisa ps : Z — Zy i py: Z — Zo takie, Ze sq
spetnione nastepujgce warunks:

0.4.2.1 pyops =paopy
5.4.2.2 q1 o p3 ~ g2 0 py to jest, odwzorowania q; © P3, gz 0 py : £ — Y sq homotopijne.
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Propozycja 5.4.3. (/32]) Relacja homotopii wprowadzona w Definicji 5.4.2 jest relacjq
réwnowaznosci w zbiorze diagramoéw D(X,Y).

Nastepujacy prosty fakt nie wymaga dowodu.

Propozycja 5.4.4. Niech (p1,q1), (p2,q2) € D(X,Y) i niech (p1,q1) ~m (p2,q2), wtedy
(p1sq1) ~uD (P2, q2)-

Propozycja 5.4.5. ([32]) Niech (p1,q1), (p2,q2) € D(X,Y), gdzie

X2z 25y X &8z, 25y
Jesli (p1,q1) ~up (p2, q2) wtedy qi. o py," = qoi 0 Py, gdzie
H,(X) <2~ H.(7Z) 2 H(Y), H.(X) <2~ H.(Z,) -2 H,(Y).

Teraz, korzystajac z Propozycji 5.4.3 i 5.4.4, mozemy zdefiniowa¢ homotopie multimor-
fizmow.

Definicja 5.4.6. Niech p,,, 0y € M, (X,Y) bedg multimorfizmami. Mdwimy, Ze multimor-
fizmy @ @ Uy sq¢ homotopijne (piszemy, ©m ~mgn Um) jesli istniejq diagramy (p1,q1) € ©m
i (2, q2) € U takie, Ze (p1,q1) ~mp (P2, G2)-

Propozycja 5.4.7. (/32]) Relacja homotopii wprowadzona w Definicji 5.4.6 jest relacjq
rownowaznosci w zbiorze multimorfizmow M,,(X,Y).

Z Propozycji 5.4.3 1 5.4.4 wynika fakt, ze, jesli @, ~gar Ym, gdzie @, Ym € M, (X,Y) sa
multimorfizmami, to dla kazdego (p1,¢1) € ©m i (p2,q2) € Vm

(5-4) (]917 C]l) ~HD (p27 (]2)-

Niech f: X — Y bedzie funkcja ciagta. Symbolem f,, € M,,(X,Y) oznaczamy multimor-
fizm taki, ze dla wszystkich (p,q) € f,, 1 dla kazdego z € X

g(p~'(2)) = f(@).
Propozycja 5.4.8. ([32]) Niech f,g: X — Y bedq funkcjami cigglymi. Jezeli f ~ g, to
fm ~HM 9m-

Propozycja 5.4.9. ([32]) Niech f,g: X — Y bedqg funkcjami ciggtymi. fo, ~gm gm wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje przestrzen Z i odwzorowanie Vietorisa p : Z — X takie, ze

fop~gop.

5.5 Uogoblnione odwzorowania Vietorisa

Wprowadzimy pojecie uogolnionego odwzorowania Vietorisa i podamy kilka jego wlasnosci,
ktore wykorzystamy do naszych badan. Szczegoly mozna znalez¢ w pracy [28]. W tym para-
grafie, odwzorowania wyznaczone przez multimorfizmy ¢, € M,,(X,Y) bedziemy oznacza¢
¢ : X —,, Y inazywa¢ multifunkcjami, natomiast dla funkcji rezerwujemy litery f, g, h, ....
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Definicja 5.5.1. Multifunkcje ¢ : X —,, Y nazywamy uogdlnionym odwzorowaniem Vi-
etorisa (p € GV') jesli istnieje przestrzen Z i odwzorowania Vietorisa py : Z — X i
po i Z =Y takie, Ze (p1,p2) € Om-

Definicja 5.5.2. Niech ¢ : X —,, Y, v € GV. Uogdlnione odwzorowanie Vietorisa i :
Y =, X nazywamy odwzorowaniem odwrotnym do odwzorowania ¢ jezeli istnieje (py, ps) €
©m takie, Ze (p2,p1) € Up,. Odwzorowanie odwrotne do odwzorowania ¢ bedziemy oznaczad
symbolem %

Podamy przyklad, ktory pokazuje, ze klasa uogélnionych odwzorowan Vietorisa jest istotnie
szersza niz klasa odwzorowan Vietorisa.

Przyklad 5.5.3. Niech
X ={(z,y) € R?*; y=sin(1/x), x € (0,1]} U ({0} x [-1,1]).

Wiemy, (patrz, [5, 6]) Ze X jest zwarta, spdjna i ma trywialny ksztalt (w szczegdlnosci jest
acykliczna). Wiemy réwniez, ze X nie jest tukowo spdjna. Niech

Y =10,1] x [0,1] x [0, 1].

Nie istnieje odwzorowanie Vietorisa z przestrzeni X na przestrzen Y. Przypus$émy, prze-
ciwnte, ze p : X — Y jest odwzorowaniem Vietorisa. Wtedy, z Twierdzenia 5.1.2, p jest
odwzorowaniem uniwersalnym. 7 kolei z Twierdzenia 5.1.83 wynika, ze dimX > 3, ale to jest
niemozliwe, poniewaz dimX < 2. Nie istnieje odwzorowanie Vielorisa z przestrzeni Y na
przestrzen X. RzeczywiScie, jesli p 'Y — X jest odwzorowaniem Vietorisa, wtedy X musi
byé tukowo spdjna, ale to jest sprzeczno$é. Niech

Z=XxY.

Definiujemy odwzorowania Vietorisa py: Z — X i py: Z — Y za pomocq wzoréw:

(5.5) p(z,y) =z, po(x,y) =y dla wszystkich (z,y) € Z.
Wtedy ¢ © X —,, Y wyznaczona przez o, = [(p1,p2)|m jest uogdlnionym odwzorowaniem
Vietorisa.

Z ostatniego przykladu (patrz, (5.5)) wynika, ze jezeli zwarte przestrzenie X i Y sa acyk-
liczne, to istnieje multifunkcja ¢ : X — Y taka, ze p € GV. Niech ¢ : X —,, Y, p € GV,
wtedy ¢, @ Ho(X) — H.(Y) jest izomorfizmem danym wzorem

Px = P2« Opl_*l'

Podamy kilka potrzebnych wlasnos$ci odwzorowan typu GV. Przypomnijmy, ze zlozenie
dwoch odwzorowan Vietorisa jest odwzorowaniem Vietorisa (patrz, [6]). Niech p: X — Y
bedzie odwzorowaniem Vietorisa. Symbolem ¢, : ¥ — X bedziemy oznacza¢ odwzorowanie
dane wzorem:

(5.6) ©p(y) = p '(y) dla kazdego y €Y.
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Propozycja 5.5.4. ([28]) Niech p : X —,, Y, ¥ :Y —,, T, ¢, € GV.
5.5.4.1 (o) € GV.

5.5.4.2 p(X) =Y.

5.5.4.3 Dla kazdegox € X iy €Y (y € o(z)) < (x € 5 ).

5.5.4.4 ¢ =p € GV, poniewaz (Idx,p) € Pm.

5.5.4.5 ¢ = ¢, € GV, poniewaz (p, Idx) € @m.

5.5.4.6 ¢, : Ho(X) = H.(Y) jest izomorfizmem i

g* O Py = [dH*(X) I Px0 $* = IdH*(y).

5.5.4.7 Niech h : X — Y bedzie homeomorfizmem (w szcegdlnosci, jesli X =Y i h = Idyx).
Wtedy h € GV'.
5.5.4.8 Niech q; : Z; — Y, 1 = 1,2 bedzie funkcjq cigglq © niech ¢ : Zy —,, Zo ¢ € GV.
Wtedy

(@op=a)e (0o =a)

5.5.4.9 ¢ jest odwzorowaniem domknietym.

Za pomoca odwzorowan typu GV mozna relacje wprowadzong w Definicji 5.3.1 zapisa¢ w
inny, prostszy sposob (patrz, Propozycja 5.5.4):

Propozycja 5.5.5. ([28]) Niech (p1,q1), (p2, q2) € D(X,Y), gdzie

X M 7 @ Y, X 7 7y © .,y

((p1,q1) ~m (D2, q2)) © (istnieje @ : Zy —y, Za, @ € GV takie, Ze pyo @ =p;
i oY =q).
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6. TEORIA MULTIDOMINACJI

6.1 Preliminaria

W tym rozdziale bedziemy potrzebowaé nastepujace definicje i fakty:

Definicja 6.1.1. Niech X € ANR i niech Xg C X bedzie domknietym podzbiorem. Mowimy,
ze Xy jest przesuwalna w X, jezeli dla kazdego otoczenia U przestrzeni X istnieje otoczenie
otwarte U’ przestrzeni Xo, U C U takie, ze dla dowolnego otoczenia U" przestrzeni X,
U" C U istnieje homotopia H: U x [0,1] — U, taka, ze H(x,0) = z i H(z,1) € U”, dla
dowolnego x € U’.

Definicja 6.1.2. Niech X bedzie przestrzenig zwartqg. Mowimy, ze X jest przesuwalna jezels
istnieje Z € ANR i zanurzenie e : X — Z takie, ze e(X) jest przesuwalna w Z.

Odnotujmy, ze wlasno$¢ przesuwalnosci jest wtasnoscig absolutna, to znaczy, ze jesli A jest
przesuwalna w pewnej przestrzeni X € ANR1ij: A — X' jest zanurzeniem przestrzeni A
w przestrzeni X’ € ANR, to j(A) jest przesuwalna w X' (patrz, [2]).

Uwaga 6.1.3. [2] Przestrzeniami przesuwalnymi sq miedzy innymi przestrzenie typu: AR,
ANR, AANR (w sensie Clappa), FAR i FANR.

Propozycja 6.1.4. [2] Niech X i Y bedq przestrzeniami zwartymi. Przestrzen X XY jest
przesuwalna wtedy 1 tylko wtedy, gdy X +Y sq przesuwalne.

Propozycja 6.1.5. [6] Zaloimy, Ze w kategorii przestrzeni liniowych z gradacjg nastepujgcy
diagram jest przemienny

E/ E//
u/‘ N W u//
g —2 g

Jezeli ' lub u” jest endomorfizmem Leraya, to endomorfizmem Leraya jest tez drugi endo-
morfizm 1

A(u) = A(u").

Propozycja 6.1.6. [28] Niech p: X =, Y, VY =, T, ¢, € GV.
6.1.6.1 (o) € GV.

6.1.6.2 p(X) = Y.

6.1.6.3 Dla kazdegox € X iy eY (y € o(x)) < (x € ).

6.1.6.4 o = p € GV, poniewaz (Idx,p) € @pm.-

6.1.6.5 ¢ = ¢, € GV, poniewaz (p,ldx) € pm.

6.1.6.6 . : H(X) — H.(Y) jest izomorfizmem i

B0, =Idy.x) i ¢r0 .= Idy, v

6.1.6.7 Niech h : X — Y bedzie homeomorfizmem (w szcegolnosci, jesli X =Y i h = Idx).
Wtedy h € GV
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6.1.6.8 Niech q; : Z; — Y, 1 = 1,2 bedzie funkcjg ciggltq i niech ¢ : Zy —,, Zo ¢ € GV.
Wtedy
(oy=aq)¢ (no%P =q)

6.1.6.9 ¢ jest odwzorowaniem domknietym.

Propozycja 6.1.7. [33] Niech f,g: X — Y bedg funkcjami ciggtymi. fo ~gm gm wtedy i
tylko witedy, gdy istnieje przestrzen Z 1 odwzorowanie Vietorisa p : Z — X takie, ze

fop~pgop.

6.2 Multidominacja przestrzeni metrycznych

Wprowadzimy pojecie multidominacji przestrzeni metrycznych i podamy jej podstawowe
wlasnosci. Multidominacje podzielimy na prawostronng i lewostronng. Do definicji i analizy
wtasnosci multidominacji uzyjemy multifunkcji wyznaczonych przez multimorfizmy. Szczegoly
dotyczace multidominacji mozna znalez¢ w pracach [30, 31, 33]. W tym paragrafie, odw-
zorowania wyznaczone przez multimorfizmy ¢, € M,,(X,Y) bedziemy oznaczaé¢ ¢ : X —,
Y i nazywaé¢ multifunkcjami, natomiast dla funkcji rezerwujemy litery f,g,h,.... Niech
¢ : X —,, Y bedzie multifunkcja. Wprowadzimy nastepujace oznaczenia:

{otr ={v:Y =, X; ¥(y) C ¢, (y) dla kazdego y € Y},

{obhn={¢:Y =, X; Idg,v)= .0}
{eYi={9:Y = X; g(y) € ¢;'(y) dlakazdego y € Y},
{o}h ={9:Y = X Idu. vy = @« 0 9.}

Elementy zbiorow {¢}? 1 {¢}; (jesli nie sa puste) sa odzworowaniami jednowarto$ciowymi.
Jest jasne, ze dla pewnej multifunkcji ¢ : X —,,, Y powyzsze zbiory moga by¢ puste. Niech
p: X —o Y, ¥:Y —o X beda odwzorowaniami wielowartosciowymi i niech p(X) = Y.
Niech y € Y. Zauwazmy, ze

(6.1) (¥ (y) C 9, ' (y) < (dla kazdego z € X (z € ¥(y)) = (y € ¢(x))).

Moéwimy, ze odwzorowanie wielowartosciowe ¢ : X —o Y jest acykliczne, jezeli dla kazdego
x € X zbior p(zx) jest zwarty i acykliczny. Jezeli ¢ : X —o Y jest acykliczne, to jest
multifunkcja wyznaczong przez multimorfizm ¢, = [(py, ¢y)|m

(62) X Py F qe }/7
gdzieI' = {(z,y) e X xY : y€p@)}, po(z,y) =2 1iq,(z,y) =y dla kazdego (z,y) € I

Propozycja 6.2.1. (/33]) Niech 1 : X —, Y i vy : Y —,, Z bedqg multifunkcjami,
f: X =Y cigglg funkcjq @ niech Idx : X — X bedzie odwzorowaniem identycznosciowym.
6.2.1.1 {Idx}, = {Idx}.

6.2.1.2{f}tr < {f}n-

6.2.1.3{f}: C{f}.
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6.2.1.4 Jezeli 1 : X —o Y jest acykliczne, to {o1}: C {p1}5.
6.2.1.5 Jezeli Yy € {1}y N {p1}n i 2 € {2}y N {p2}n to

Y101y € {pa0@1}, N{p20 @i}

6.2.1.6 Niech Yy C Y bedzie zbiorem niepustym i niech Xo = f~1(Yy). Jesli {f}, # 0, to

{on}T 7£ 0.

6.2.1.7 Niech i € {f}, takie, ze Y(Y) C A, gdzie A C X. Wtedy {fa}, # 0.
6.2.1.8 Niech f; : X; —,, Y; bedzie funkcjq ciggtq, i = 1,2. Jezeli {f;}, # 0, i = 1,2 to
{fl X f2}7“ 7é 0.

Propozycja 6.2.2. ([33]) Niech ¢ : X —,, Y bedzie multifunkcjg. Jesli {o}, # 0, to dla
kazdego ¢ € {p}, mamy:

6.2.2.1 dla kazdego y € Y y € o(¥(y)) ,

6.2.2.2 dla kazdego x € Y(Y) x € (p(x)),

6.2.2.8 (YY) jest domkniety w X,

6.2.2.4 p(X)=Y.

Definicja 6.2.3. Mowimy, ze przestrzen metryzowalna X multidominuje nad przestrzenig
metryzowalng Y (piszemy, Xo > oY ) jesli istnieje multifunkcja ¢ : X —,, Y taka, ze

{e} 0 {ptn # 0.

Podamy przyktad, ktory uzasadnia powyzsza definicje. Niech R bedzie zbiorem liczb rzeczy-
wistych i niech [a,b] C R bedzie domknietym przedzialem. Niech

[a,b]" = [a,b] X [a,b] X ... x [a,b] (n—razy |a,b]).

Symbolem K? oznaczymy domknieta kule w przestrzeni R? = R x R o $rodku w punkcie
(0,0) i promieniu 1.

Przyklad 6.2.4. Niech ¢ : K?> —o S! bedzie odwzorowaniem danym wzorem:
o(x,y) =S" dla kaidego (x,y) € K>.

Pokazemy, ze  jest multifunkcjg. Niech h : K? — [0, 27]? bedzie homeomorfizmem. Defini-
ujemy odzworowanie Vietorisa v : [0, 27])* — [0, 27)? za pomocg wzoru

r(z,y,2) = (z,y) dla kaidego (x,y,z) € [0,2n]*
i ciggla funkcje f 2 [0,27]® — S wzorem
f(z,y, 2) = (cosz, sinz) dla kazdego (x,y,z) € [0,27]°.
Mamy
K? «2— [0,27]* —— S,
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gdziep = h~tor iq= f. Jest jasne, ze odwzorowanie ¢ jest wyznaczone przez multimorfizm
(P, Q)| = Pm- Zavwazmy, ze
{o}r # 0 poniewaz i € {p},,

gdzie i : S < K2 jest inkluzjq. Pokazemy, ze zbior {p}n = 0. Przypusémy, ze v € {o}n.
Wiedy mielibysmy diagram

H.(SY 2 H,(K?) —2 H.(SY),

gdzie Idg, sty = ©. 0 1), ale to jest niemozliwe.

Podamy kilka potrzebnych definicji. Jezeli w Definicji 6.2.3 multifunkcje ¢ zastapimy funkca
f, to otrzymamy nastepujaca definicje (patrz, Propozycja 6.2.1, warunek 6.2.1.2):

Definicja 6.2.5. Mowimy, Ze przestrzen metryzowalna X multidominuje prawostronnie nad
przestrzeniq metryzowalng Y (piszemy, X > oY) jesli istnieje ciggta funkcja f : X — Y
taka, ze

{f} #0.

W szczegolnosei, jezeli g € {f},, to {f}2 # 0 i X > Y, to znaczy przestrzeii X dominuje
nad przestrzenia Y w sensie Borsuka (patrz, Propozycja 6.2.1, warunek 6.2.1.3).

Zauwazmy, ze {f}, # 0 wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ¢ € {f}. i dla kazdego
(p.q) € om

(6.3) foq=p.

Definicja 6.2.6. Mowimy, ze przestrzen metryzowalna X multidominuje lewostronnie nad
przestrzeniq metryzowalng Y (piszemy, Xo > 'Y ) jesli istnieje multifunkcja ¢ : X —,, Y
taka, ze

{ehn{e}i #0.
Zauwazmy, ze jezeli (Definicja 6.2.3) istnieje ciagla funkcja g : Y — X taka, ze

g € {¢} N{o}n,

to

Xo>Y.
Symbol
(64) ~aqv Y

oznacza, ze istnieje odwzorowanie ¢ : X —,, Y takie, ze ¢ € GV. Korzystajac z Propozycji
6.1.6 (6.1.6.7 1 6.1.6.11, patrz (6.1)) otrzymujemy:

Propozycja 6.2.7. ([28]) Niech X ~qgy Y. Wiedy Xo > oY i Yo > oX.
W szczegolnosci (patrz, Propozycja 6.1.6, warunki 6.1.6.8 i 6.1.6.9) mamy:

Propozycja 6.2.8. ([28]) Jezeli p : X — Y jest odwzorowaniem Vietorisa, to X >
oY 1 Yo> X.
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6.3 Multidominacja prawostronna i lewostronna

Multidominacje w przestrzeniach metrycznych podzielimy na lewostronng i prawostronng.
Zajmiemy sie gtownie badaniem multidominacji prawostronnej, poniewaz pewna wersja mul-
tidominacji lewostronnej zostata zbadana przez A. Suszyckiego w pracy [24]. Przypomnijmy
jedna z najwazniejszych wlasnosci multidominacji prawostronnej (patrz, [30, 31]). Mowimy,
ze multifunkcja ¢ : X —,, X ma punkt staly, jesli istnieje z € X taki, ze z € p(z) (piszemy,
Fixz(p) # (). Multifunkcja ¢ : X —,, Y jest zwarta, jezeli istnieje (p,q) € i, takie, ze
q: Z — Y jest zwarte, to znaczy M C Y jest zbiorem zwartym. Mowimy, ze zwarta
multifunkcja ¢ : X —,, X jest odwzorowaniem Lefschetza, jesli ¢, jest endomorfizmem
Leraya i

(M) # 0) = (Fiz(y) # 0).

Moéwimy, ze przestrzen X ma wiasnosé punktu statego w kontekscie multimorfizméw (piszemy,
X € FPP,,), jezeli kazda zwarta multifunkcja ¢ : X —,, X jest odwzorowaniem Lefschetza.

Twierdzenie 6.3.1. (/33]) Niech Y bedzie przestrzenig metryzowalng i niech X € FPP,,.
Jesli X > oY, toY € FPP,,.

Multidominacja lewostronna nie zachowuje wtasnosci punktu statego.

Przyklad 6.3.2. Niech T bedzie zwartq @ Sciggalng przestrzeniq i takq, ze przestrzen Y =
T x [0, 1] nie ma wtasno$ci punktu statego (patrz, [15]). Definiujemy odwzorowanie Vietorisa
p:Y — [0,1] wzorem

p(z,t) =t dla kazdego (x,t) €Y.

Zavwazmy, zZe
[0,1]o > Y (patrz, Definicja 6.2.6).

Rzeczywiscie, niech @, € M,,([0,1],Y") bedzie multimorfizmem danym wzorem

em = (0, Ld)]m

wtedy o(t) = p~(t) dla kazdego t € [0,1] jest mullifunkcjq wyznaczong przez multimorfizm
©m. Jest jasne, ze (patrz, Propozycja 6.2.1 (6.2.1.4))

p€{p}r C{ohh

Definicja 6.3.3. Niech X bedzie przestrzenig metryzowalng © niech vo € X. Niech C* :
X — X bedzie odzworowaniem statym, to znaczy C*(x) = g dla kazdego x € X. Mdowimy,
ze przestrzenn X jest multiSciggalna do punktu xo w kontekscie multimorfizméw (piszemy,
X € MCN,,) jezeli

[(Idx, Idx)|m = Idy ~um O = [(Idx, C™)]p.
7 Propozycji 6.1.7 dostajemy nastepujacy fakt:

Propozycja 6.3.4. [32] Przestrzern X € MCN,, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje przestrzen
metryzowalna Z i odwzorowanie Vietorisa p : Z — X takie, zZe p ~p, C°, gdzie C{° : Z — X
jest odwzorowaniem statym, danym wzorem C7°(2) = o dla kazdego z € Z.
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Multisciaggalnos¢ do punktu w kontek$cie multimorfizmoéow jest istotnie szersza od zwyklej
Sciagalnosci (patrz, [31, 32, 33|). Kolejny fakt jest oczywisty.

Propozycja 6.3.5. ([33]) Jezeli X € MCN,,, to X jest acykliczna i tukowo spdjna.

Twierdzenie 6.3.6. (/33/) Niech X € MCN,, (patrz, Definicja 6.3.3). Zatdzmy, ze X >
oY, wtedy Y € MCN,,.

7, Propozycji 6.3.5 przestrzen Y w Twierdzeniu 6.3.6 jest tukowo sp6jna. W kolejnym
przyktadzie pokazemy, ze multidominacja lewostronna nie zachowuje multisciagalnosci w
kontekscie multimorfizmow.

Przyklad 6.3.7. Definiujemy zbior S C R? za pomocg wzoru:
S ={(z,y) € R? y = sin(1/z), x € (0,1]} U ({0} x [-1,1)).

Wiemy (patrz, [5, 6]), ze S jest zwarta i ma trywialny ksztalt. Wiemy rowniez, ze S nie
jest tukowo spdjna. Niech Y = S x [0,1]. Jest oczywiste, ze Y jest zwarta, ma trywialny
ksztalt (acykliczna) i nie jest tukowo spojna (Y ¢ MCN,,). Podobnie jak w Przyktadzie
6.5.2, mozna pokazaé, zZe

[0,1]0 > Y.

Wprowadzimy pewne oznaczenia. Niech W,V U beda niepustymi zbiorami takimi, ze W C
V C U. Niech 1y : V — U bedzie inkluzja. Zauwazmy, ze

iy, = [(Ldv,iv)]m = [(pv, v © pv)]m,

gdzie py : Zy — V jest odwzorowaniem Vietorisa. Rzeczywidcie, mamy nastepujacy diagram

przemienny:
Idy

(.

U
Idy Tpv Tldu

U

|

vV 2% ZV tyopy

v

Niech CY = [(pv,iw o C")],, bedzie multimorfizmem takim, Ze

vz Caw v yp

gdzie OV jest odwzorowaniem ciagtym i iy : W < U jest inkluzja. W szczegdlnodcei,
odwzorowanie C" moze by¢ stale, to znaczy C" = C%, gdzie x € W.

Definicja 6.3.8. Niech X bedzie przestrzenig metryzowalng. Mowimy, zZe przestrzen X
jest lokalnie multisciqgalna w kontekscie multimorfizmow (piszemy, X € LMCN,,) jezeli
dla kazdego v € X 1 dla kazdego otwartego otoczenia U C X punktu x istnieje otwarte
otoczenie V. C U punktu x takie, ze dla kazdego otwartego otoczenia W C U punktu x
istnieje homotopia Hy : V x [0,1] —,, U taka, ze

-V w
Ly ~YHM Cm .
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Symbolem
X > Om'UY

bedziemy oznacza¢ taks multidominacje prawostronna, w ktorej istnieje multifunkcja ¢ :
Y —,, X taka, ze f oy = Idy i dla pewnego (p,q) € ¢, odzworowanie Vietorisa p :
Z — X jest takie, ze dla wszystkich x € X zbior p~!(x) jest przesuwalny (patrz, Definicje
6.1.1, 6.1.2). Z literatury matematycznej wiemy, ze (patrz, [2]) przestrzenie zwarte typu:
AR, ANR, AANR (w sensie Clappa), FAR i FANR sa przestrzeniami przesuwalnymi.
Przypomnijmy, ze nie kazdy zwarty i acykliczny zbior jest przesuwalny (patrz, [14, 25]).

Twierdzenie 6.3.9. (/33/) Niech X € ANR. Jezeli X > 0,,,Y, toY € LMCN,,.
Propozycja 6.3.10. ([33]) Jezeli Y € LMCN,,, to Y jest lokalnie tukowo spdjna.

Podamy przyktad, ze multidominacja lewostronna nie zachowuje lokalnej multisciggalnosci
w kontekscie multimorfizmow.

Przyklad 6.3.11. Definujemy zbiér S C R? za pomocg wzoru:

S = (U{l/n} x [0, 1]) U ({0} x [0,1]) U ([0,1] x {0}).

Wiemy, ze (patrz, [5, 6]) T = S x [0,1] jest zwarta, tukowo spdjna i ma trywialny ksztalt.
Podobnie jak w przyktadzie 6.3.7, mozna pokazac, ze

[0, 1]op, > T.

Zbior T "¢ LMCN,,. Rzeczywiscie, warunek Definicji 6.5.8 (patrz, Propozycja 6.3.10) nie
jest spetniony dla punktow postaci (0,x,y), gdzie z,y € (0, 1].

Na koniec paragrafu podamy jeszcze dwa oczywiste fakty, wynikajace z definicji multidomi-
nacji:

Propozycja 6.3.12. Niech X bedzie zwartq przestrzeniq skoriczonego typu. Zatozmy, ze

X o>o0Y,

wtedy Y jest przestrzeniq zwartq, skoriczonego lypu.
Propozycja 6.3.13. Niech X bedzie przestrzeniq acykliczng. Zatozmy, ze
X o>o0Y,

wtedy Y jest acykliczna.

6.4 Multiretrakty. Przyklady multiretraktow.

W tym paragrafie zajmiemy si¢ badaniem produktu multidominacji prawostronnej, czyli
multiretraktami prawostronnymi. Podamy tez wiele przyktadéw multiretraktéw prawostron-
nych, ktore nie sa retraktami w sensie Borsuka. Wiekszo§é¢ tych przyktadéw zostata opisana
w pracy [26].

22



Definicja 6.4.1. Przestrzen metryzowalng X nazywamy absolutnym multiretraktem (piszemy,
X € AMR) jezeli istnieje przestrzen unormowana E taka, ze E > o X.

Definicja 6.4.2. Przestrzen metryzowalng X nazywamy absolutnym otoczeniowym mul-
tiretraktem (piszemy, X € ANMR) jezeli istnieje otwarty zbior U w pewnej przestrzeni
unormowanej E taki, ze U > o X.

Zauwazmy, ze w Definicji 6.4.1 przestrzen unormowana E mozemy zastapi¢ dowolna przestrzenia
Y € AR, natomiast zbiér otwarty w Definicji 6.4.2 mozemy zastapi¢ dowolnym Y € ANR
(patrz, Propozycja 6.2.1, warunki 6.2.1.2 i 6.2.1.5). Z Twierdzenia 6.3.1 dostajemy:

Twierdzenie 6.4.3. (/26/) Niech X € ANMR. Wtedy X € FPP,,.
Prostym wnioskiem z Twierdzenia 6.4.3 jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 6.4.4. ([26]) Niech X € AN MR bedzie acykliczna i niech ¥: X —,, X bedzie
zwartg multifunkcig. Wtedy A(v,) = 1 i stgd Fiz(y) # 0.

Z Twierdzenia 6.3.6 i Propozycji 6.3.5 otrzymujemy:

Twierdzenie 6.4.5. (/26]) Niech X € AMR i zalozmy, ze ¢ : X —,, X jest zwartq
multifunkcjg. Wtedy Fix(y) # (.

Propozycja 6.4.6. (/26]) Niech X € ANMR (X € AMR) i niech X > oY. Wtedy
Y €e ANMR (Y € AMR).

W szczegolnosci (patrz Propozycja 6.2.8) mamy nastepujacy fakt:

Propozycja 6.4.7. ([26]) Niech X bedzie ANMR (AMR) (w szcegdlnosci, ANR (AR)) i
niech p : X =Y bedzie odwzorowaniem Vietorisa. WtedyY € ANMR (Y € AMR).

Dzieki Propozycji 6.2.1 (warunek 6.2.1.6) mamy:

Propozycja 6.4.8. ([26/) Niech X € ANMR i niech U C X bedzie zbiorem otwartym.
Wtedy U € ANMR.

Zauwazmy, ze kazde odwzorowanie typu cell-like jest odwzorowaniem Vietorisa, natomiast
nie kazde odwzorowanie Vietorisa jest typu cell-like. Przed podaniem przyktadéw multire-
traktow zacytujemy potrzebne twierdzenia.

Twierdzenie 6.4.9. (patrz, [1, 22]) Jezeli X € ANR i Y jest przestrzeniq metryzowalng
skoniczonego wymiaru i jezeli odwzorowanie f: X — 'Y spetnia nastepujgcy warunek f=(y) €
AR dla wszystkich punktéw y € Y, wtedy Y € ANR.

Twierdzenie 6.4.10. (patrz, [9]). Odwzorowanie typu cell-like f: X — Y pomiedzy zwartymi
AN R-ami jest homotopijng rownowaznosciq.

Restrykeyjnych zatozen o przestrzeniach X i Y nie mozna pominaé¢. Taylor w pracy [25]
konstruuje odzworowanie cell-like

(6.5) T:Xi—0Q
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z przestrzeni X, ktora nie jest przesuwalna na koste Hilberta (), ktore nie jest homotopijna
rownowaznoscia. Nastepnie, korzystajac z przyktadu Taylora, J. E. Keesling (patrz, [14])
konstruuje odwzorowanie cell-like

(6.6) K:Q— X;

z kostki Hilberta na nieprzesuwalna przestrzeni metryzowalna X (w szcegolnosci, Xy, nie jest
ANR). Z kolei R. J. Daverman i J. J. Walsh (patrz, [4]) z przyktadu Taylora (patrz, [25])
wyprodukowali inny przyklad odwzorowania cell-like

(6.7) DW : Q = Xuu

takiego, ze przestrzen Xy, ¢ ANR i Xy, jest lokalnie $ciagalna. J. van Mill w pracy (patrz,
|18]) zauwazyt, ze istnieje odwzorowanie cell-like

(6.8) Me:Q = Xope

takie, ze zaden podzbiér otwarty przestrzeni X,,. nie jest Sciagalny w X,,. . W tym celu,
wystarczy skonstruowaé odwzorowanie cell-like

MCIQ%Qm—)XEO:Xmm

M, = K x K x K x ---, gdzie symbol X ° oznacza nieskoriczony, przeliczalny produkt
kartezjanski przestrzeni Xj (zauwazmy, ze przestrzen X;° nie jest przesuwalna, poniewaz
X}, nie jest przesuwalna) i K jest takie, jak wyzej (patrz, (6.6)). Ponadto, korzystajac z
przyktadu Keeslinga, J. van Mill skonstruowat odwzorowanie cell-like

(69) M, : Q — Xona

takie, ze X,,, nie jest przesuwalna (i dlatego przestrzen X,,, nie jest AN R-em) i kazde wlo-
kno M, (z), x € X4, jest AR-em (patrz, [17]).

Przed podaniem przykladéw multiretraktow przeprowadzimy pewna konstrukcje. Niech
X 1Y beda przestrzeniami metryzowalnymi. Symbolem X LY bedziemy oznaczaé sume
roztaczng przestrzeni X i Y, ktora, jak wiadomo, jest przestrzenia meytryzowalng. Niech
f A = Y bedzie funkcja ciagly, gdzie A C X jest niepustym podzbiorem. Symbolem
XUY bedziemy oznaczac przestrzen ilorazows, ktéra powstala z przestrzeni X UY', poprzez
utozsamienie punktow x € A i punktow f(z) € Y. Przypomnijmy, ze jezeli przestrzenie me-
tryzowalne X i Y sg zwarte, to przestrzeii X Ly Y jest metryzowalna i zwarta. Bedziemy
potrzebowali nastepujacy prosty fakt:

Propozycja 6.4.11. (patrz, [21]) Niech X i Y bedq zwartymi przestrzeniami i niech A bedzie
domknietym podzbiorem w X. Niech f: A — Y bedzie cigglym odwzorowaniem. Wtedy
zozenie X — XUY 5 X Us Y przeksztatca zbior X \ A homeorficznie na podzbior otwarty
w XY, gdzie m jest odzworowaniem ilorazowym. Ponadto, ztozenie Y — XUY i XUpY
jest homeomorfizmem z przestrzeni Y na pewnq podprzestrzen przestrzeni X Ly Y.

Przyklad 6.4.12. Niech T: X; — @ bedzie odwzorowanie cell-like skonstruowanym przez
Taylora (patrz, (6.5)). Niech Qo := Q. Poniewaz X; jest zwarta, mozemy rozwazyé X, jako
podzbior Qq. Oczywiscie Qo \ X; # 0, poniewaz X; nie jest Sciggalna. Niech

T QoUQ — QolUr Q
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bedzie odwzorowaniem ilorazowym. Niech i: Qo — Qo U Q bedzie inkluzjg. Wtedy funkcja
F: Qo — QoUrQ zdefiniowana wzorem F = moi jest odwzorowaniem cell-like. 7Z Propozycji
6.4.11 wynika, ze

(6.10) Flooxy: Qo\ Xi = F(Qo\ Xy)

jest homeomorfizmem i F(Qo \ X;) jest otwarty w Qo Ur Q. Latwo zuwazyé, ze
(6.11) F(Qo\ Xi) N F(Xy) = 0.

Niech x = {x;} € Qo \ X¢. Poniewaz Qo \ X; jest otwarty, istnieje r > 0 takie, ze B(x,r) C
Qo \ Xi (V). W konsekwencji, istniejg € > 0, liczba naturalna k > 1 i otwarte zbiory
B(xz;,e) C [0,1], gdzie i =1, ..., k, takie, zZe

(ﬁB(Iiﬂf)) X ( ﬁ [0,1]) c B(x,r).

1=k+1

Niech [a;, b;] bedzie domknietym przedziatem zawartym w B(x;, €), dlai = 1,2, ...,k (mozemy
zatozyé, ze 0 < a; < b; <1, dlai=1,2,...)k). Wtedy,

(ﬁ[%,bﬂ) X (ﬁ [0, 1]) C B(x,r).
Ktadziemy
(6.12) B = (ﬁ(ai,bz‘)) X (ﬁ [0, 1}) C Qo \ X

Zavwaimy, ze Qo \ B jest AN R-em. Rzeczywiscie, wynika to z nastepujgcej réwnosci:

@\ 5= (.3 (TJ)) =  TT 0.1)

1= 1=

i 2 faktu, ze ([0, 1%\ ( Hle(ai, bz))) jest AN R-em, gdzie [0,1]% oznacza k-wymiarowq kostke.
Latwo zauwazyé, ze przestrzen Qo \ B ma typ homotopii (k—1)- wymiarowej sfery SE=1 w RE,
i stad nie jest Sciggalna do punktu. Biorgc pod uwage (6.10), (6.11) i (6.12), otrzymujemy

F(Qo\B) = F(((Qo\ X:)\ B)U X;)
= F((Qo\ X))\ B) UF(X,)
— (F(Qo\ X))\ F(B)) UF(X,)
— (F(Qo\ X))\ F(B)) U (F(X,)\ F(B))
= (P00 \ XU FCE0) \ F(5)

F(Qo) \ F(B) = (QoUr Q) \ F(B).

!Przypomnijmy, ze metryka d w kostce Hilberta @ jest zdefiniowana nastepujaco: d({z;},{y:}) =
Z;’il %|xb —y;| dla wszystkich {x;}, {y;} € Q.
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Definiugemy funkcje
(6.13) F:Qo\ B = (QoUrQ)\ F(B)

24 POMocq WzoTu ﬁ(x) = F(x) dla wszystkich x € Qo \ B. poniewaz F jest cell-like, wiec F
jest rowniez odwzorowaniem cell-like. Zauwazmy, ze (Qo Ur Q) \ F(B) nie jest AN R-em.
Rzeczywiscie, jesli (Qo Ur Q) \ F(B) bytoby AN R-em, wtedy

Qo Ur Q = ((Qo Ur Q)\F(B)) U F(B)

bytoby rowniez AN R-em, poniewaz F(B) i F(0B) s¢ AN R-ami i spetniony jest nastepujgcy
warunek:

((QuUr Q) \ F(B)) N F(B) = ((QoUr Q) \ F(B)) N F(B)
OF(B) = F(9B).

Natomiast, przestrzen Qo Ur Q nie jest AN R-em, poniewaz Qo Ur Q nie jest przesuwalna
(dowdd teg faktu jest zawarty w dowodzie Twierdzenia 4 w [14]). Tak, wiec dowiedlismy, Ze
(QoUr Q) \ F(B) nie jest AN R-em.

Przyklad 6.4.13. Niech f: Q — Y bedzie cell-like i takie, ze Y nie jest AN R-em (patrz,
(6.6)-(6.9)). Odwzorowanie f jest odwzorowaniem Vietorisa, wiec z Propozycji 6.4.7 Q >
oY 1Y € AMR.

Przyktad 6.4.14. Niech f : Q — Y bedzie takie, jak w Przyktadzie 6.4.13 i niech X € ANR
bedzie przestrzeniq, ktora nie jest acykliczna. Pokazemy, ze

(i) X xY € ANMR,
(i) X xY ¢ AMR,
(iv) X xY ¢ ANR.

Jest oczywiste, that (X x Q) > o (X xY), wiec (X xY) € ANMR. Odzworowanie
g : X xY — X dane za pomocg wzoru g(x,y) = x dla wszystkich (z,y) € X XY jest
odwzorowaniem Vietorisa. Stgd X XY nie jest acykliczna, wiec (X xY) ¢ AMR. Zalézmy,
ze XXY € ANR. WtedyY € ANR, ale to jest niemozliwe, poniewaz Y nie jest przesuwalna.

Przyklad 6.4.15. Niech F : Qo\B — (Qo Ur Q)\F(B) bedzie takie, jak w Przyktadzie
6.4.12. Pokazalismy, ze (Qo Ur Q)\F(B) ¢ ANR. Korzystajgc z podobnych argumentow,
jak w Przyktadach 6.4.13 1 6.4.14, mozna wykazé, Ze

(i) (QoUr Q\F(B) e ANMR,
(i) (QoUr Q\F(B) ¢ AMR.

Przyktad 6.4.16. Niech M. : Q — X, bedzie odwzorowaniem cell-like (patrz, (6.8)) i
takie, ze X, nie jest przestrzeniq lokalnie Sciggalng. Dla kazdego x € X, © dla dowlonego
otoczenia otwartego U C Q punktu x przestrzen (UNX,,.) € ANMR (patrz, Przyktad 6.4.13
i Propozycja 6.4.8), ale (UN X,e) € ANR, poniewaz U N X nie jest lokalnie Sciggalny.
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Przed konstrukcja kolejnego przykladu wprowadzimy pewne oznaczenia. Niech X bedzie
przestrzenia metryzowalng zwarta, A C X zbiorem domknietym i niepustym. Niech

Pr(X,) =[] X..

gdzie dla kazdego 1 < s < n, X; = X in > k. Symbolem Wg(n, A, X) oznaczymy
nastepujaca przestrzen:

Ax P3(X,) dla k=1,
Wi(n, A, X) = <SP (X) x AxPpy (X)) dla 1<k <n,
Prl(X;) x A dla k= n.

Niech A, B C X beda niepuste i domkniete zbiory i takie, ze AN B = (). Definiujemy:

=

BC(X, A, B,n) = | |(Wi(n, A, X)UWy(n, B, X)).
k

Niech u,v € X, u # v i niech A ={u} i B = {v} wtedy bedziemy pisa¢

1

BC(X, A, B,n) = BC(X,u,v,n).

Zauwazmy, ze BC(X, A, B,n) jest przestrzenia metryzowalna zwarta. Bedziemy ja nazy-
waé kostka brzegowa n-tego stopnia przestrzeni X dla zbioréw A, B, natomiast zbiory
Wi(n, A, X), Wi(n, B, X) dla k =1, ...,n, bedziemy nazywa¢ $cianami tej kostki, odpowied-
nio dla zbioréow A i B. Symbolem [u,v] C Q) oznaczymy przedzial taczacy punkty u i v, to
jest:

[u,v] ={(1 —t)hu+tv: tel0,1]}.

Niech A, B C @ beda zbiorami domknietymi i niepustymi i takimi, ze AN B = () i niech
a€ Aibe B. Niech n > 1iniech f:Q — [a,b] bedzie retrakcja. Odwzorowanie

r:BC(Q, A, B,n) — BC([a,b],a,b,n)
dane wzorem

(T, @) = (f(21), o f(@ica), @, f(@ig1), oo fn)) - Jezeli @i € A,
1y 0y n <f(x1),...,f(‘l'jfl),b,f(m]ﬂrl)u--wf(xn)) Jezeh xj €B

dla kazdego (z1,...,z,) € BC(Q, A, B,n) i dla kazdego 1 < i,j < n jest retrakcja. Stad
homomorfizm

(6.14) ix : H(BC([a,b],a,b,n)) - H,(BC(Q, A, B,n))
wyznaczony przez inkluzje
i: BC([a,b],a,b,n) — BC(Q, A, B,n)

jest monomorfizmem. Jest jasne, ze zbior BC([a,b],a,b,n) ma homologie brzegu kostki
0, 1]™.
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Przyktad 6.4.17. Niech Q) bedzie kostkq Hilberta i niech f = M, : Q@ — X, = X
bedzie odwzorowaniem J. van Milla (patrz (6.9)). Przypopmnijmy, ze dla kazdego x € X,
f71(x) € AR i przestrzer X nie jest przesuwalna. Bierzemy punkty u,v € X takie, ze u # v.
Zoavwazmy, zZe

BC(Q, f~'(u), f'(v),n) € ANR
iz (6.14)
BC(Q, f~(u), f'(v),n) ¢ AR.
Odwzorowanie
g:BC(Q, f (), f 1 (v),n) = BC(X,u,v,n)
dane wzorem

g(xb axn) = (f(xl)v R3] f(xn))

dla kazdego (11, ..., x,) € BC(Q, f~*(u), f~1(v),n) jest odwzorowaniem Vietorisa. Z Propozy-
cji 6.4.7 dostajemy
BC(X,u,v,n) € ANMR.

Przestrzenn BC(X,u,v,n) ¢ AMR, poniewaz nie jest acykliczna.
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7. TEORIA DOMINACJI RELATYWNEJ

7.1 Preliminaria

W tym rozdziale wykorzystamy nastepujace definicje i fakty.

Definicja 7.1.1. Przestrzen metryzowalng X nazywamy absolutnym multiretraktem (piszemy,
X € AMR) jezeli istnieje przestrzen unormowana E taka, 2e E > o X.

Definicja 7.1.2. Przestrzen metryzowalng X nazywamy absolutnym otoczeniowym mul-
tiretraktem (piszemy, X € ANMR) jezeli istnieje otwarty zbior U w pewnej przestrzeni
unormowanej E taki, ze U > o X.

Definicja 7.1.3. Niech X bedzie przestrzenig metryzowalng. Mowimy, ze przestrzen X
jest lokalnie multisciqgalna w kontekscie multimorfizmow (piszemy, X € LMCN,,) jezeli
dla kazdego v € X 1 dla kazdego otwartego otoczenia U C X punktu x istnieje otwarte
otoczenie V. C U punktu x takie, ze dla kazdego olwartego otoczenia W C U punklu x
istnieje homotopia Hy @'V x [0,1] —,, U taka, ze

iV ~pa CV (patrz, strona 21).
Twierdzenie 7.1.4. [33] Niech X € ANR. Jezeli X > 0,,,Y, to Y € LMCN,,.

Twierdzenie 7.1.5. (Kiinneth, patrz, [6]) Niech X 1Y bedqg przestrzeniami zwartymi skoric-
zonego typu. Wtedy istnieje izomorfizm

L:H(X xY)— H(X)® H,(Y).

Propozycja 7.1.6. (/1) Niech dla kazdego n, X, bedzie przestrzeniq zwartq i niech X =
1102, X, Jezeli dla kazdego n, X, ma trywialny ksztatt, to X ma trywialny ksztalt.

Propozycja 7.1.7. ([37]) Niech dla kazdego n, X,, bedzie przestrzeniq zwartq i niech X =
112, X, Jezeli dla kazdego n, X, jest acykliczna, to X jest acykliczna.

Symbolem A bedziemy oznacza¢ rodzine zbioréw zwartych i niepustych w kostce Hilberta
spetniajacg nastepujace warunki:

(7.1) dla kazdego =z € @ {z} € A.
(72) Jeéll Al,Ag, An, ... € A Wtedy (H An> € A.
n=1
(7.3) jesli A€ A wtedy h(A) € A, gdzie h: A — @ jest zanurzeniem.

Zauwazmy, ze, w szczegllnosci, dla kazdego n > 1 mamy
(74) Jeéll Al,AQ, An €A Wtedy (A1 X AQ X ... X An) € A.
Rzeczywiscie, jezeli Ay, As, .. A, € Al xq,29,..., 2k, ... € Q wtedy z (7.1) i (7.2) mamy

A; x Ay x ... x A, X (H{xﬁ) e A
k=1

iz (7.3) dostajemy
(A; x Ag x ... x A,) € A.
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Uwaga 7.1.8. Wiasnosci (7.1), (7.2) i (7.3) majq, dla przykladu, nastepujgce rodziny
zbiordw: zbiory zwarte (piszemy, Ac), zbiory zwarte i acykliczne (piszemy, Aca), zbiory
o trywialnym ksztalcie (piszemy, Arg) i zbiory jednoelementowe (piszemy, Agsg).

Niech R bedzie rodzina wszystkich przestrzeni metryzowalnych i niech g : Z — X bedzie
wlasciwe. Mowimy, ze g jest A-odwzorowaniem jezeli

(7.5) g Yx) € A dla kazdego = € X.
Oznaczmy
M(X)={g9:Z—X; ZeR},
(7.6) D(X) ={g € M(X); gjest A - odwzorowaniem}.
Niech ®(X) bedzie niepustym podzbiorem M(X). Wprowadzimy pewne oznaczenia. Niech
DY, X)={g:Y = X; ged(X)}, dy(X)={ged(Z X); ZCY)}

Przyktady rodzin zbiorow typu D (patrz, (7.6)):

H(X) = {g € M(X); g jest homeomorfizmem} = {g € M(X); g jest Agg -odwzorowaniem},
CE(X) = {g € M(X); g jest cell-like } ={g € M(X); g jest Arg -odwzorowaniem},
V(X) ={g € M(X); g jest Vietorisa} = {g € M(X); g jest Aca -odwzorowaniem},

P(X) = {g € M(X); g jest wlasciwe} = {g € M(X); g jest Ay -odwzorowaniem}.

Zauwazmy, ze dla kazdej przestrzeni Z zbior D(X) spetnia nastepujace warunki (patrz, (7.1)
i(7.3)):

(7.7) H(X) ¢ D(X),

(7.8) (heH(Z) i geD(Z,X))= ((goh) € D(X)).
Zauwazmy réwniez, ze

(7.9) H(X) c CE(X) C V(X) C P(X).

7.2 Relatywne retrakty

Wprowadzimy pojecie relatywnego retraktu i podamy kilka jego wlasnosci (patrz, [36]).
Udowodnimy, ze na pewnym poziomie (wzgledem odwzorowan Vietorisa) klasa relatywnych
retraktow pokrywa sie z klasg multiretraktéw. Dzieki relatywnym retraktom mozna pokazac
nowe wlasno$ci multiretraktéw. Multidominacje prawostronng mozna zdefiniowa¢ za pomoca
odwzorowan jednowartosciowych.

Definicja 7.2.1. Niech g : Z — X bedzie odwzorowaniem ciggltym. Mowimy, zZe przestrzen
metryzowalna Y g-dominuje nad przestrzeniq metryzowalng X (piszemy, Y >, X), jezeli
istniejq: odwzorowania ciggte f1 1Y — X, fo: Z =Y takie, ze

f1(f2(2)) = g(2) dla kazdego z € Z.
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Bedziemy stosowac zapis
jezeli istnieje g € D(Z, X) takie, ze

Zauwazmy, ze

Y >y X) & (Y >o0X).

Niech Y7 € AR, Y, € ANRiniech f1,:Y, = X, fo,: Z =Y, ig:Z — X odwzorowania
ciggte, v = 1,2. Niech h : Z — T bedzie domknietym zanurzeniem, gdzie X, Z, T przestrzenie
metryzowalne. Mamy nastepujacy diagram

X g 7 f2,i fi,i

X
e e e e
X

Y;
-

(7.10) X &71 h(z) Pt f2z Y, L)
ot
A;

Tldx deh(Z)
X &7 pzy I X,

fl ’LOFZ

w ktorym kazdy kwadrat jest przemienny, gdzie F; : A; — Y, jest ciagltym przedtuzeniem
odwzorowania fo; 0o h™' : h(Z) = Y;, Ay =T, Ay = U, U jest pewnym zbiorem otwartym
w T i takim, ze h(Z) C U oraz j; : h(Z) — A; jest zanurzeniem, i = 1,2. Z powyzszego
diagramu wynika, ze dla i = 1,2

A > g1 X,

Definicja 7.2.2. Niech Z C Y iniech g : Z — X bedzie odwzorowaniem ciggtym. Przestrzen
X nazywamy g-retraktem przestrzeni Y (jest retraktem relatywnym wzgledem odwzorowania
g), jesli istnieje ciggte odwzorowanie r 1Y — X takie, Ze roi = g, gdzie i : Z — Y jest
inkluzjg. Odwzorowanie r nazywamy g-retrakc)q.

Niech h : Z — X bedzie hommeomorfizmem i niech Z C Y. Zauwazmy, ze jesli X jest
h-retraktem Y, to Z jest retraktem Y w sensie Borsuka. W szczegdlnodci jesli h = Idy, to
X C Y jest retraktem Y w sensie Borsuka (patrz, [1]). Zauwazmy réwniez, ze jeslig : 7 — X
jest odwzorowaniem stalym, to X jest g-retraktem Y dla kazdej przestrzeni metryzowalnej
Y takiej, ze Z C Y.

Definicja 7.2.3. Niech Z C Y iniech g : Z — X bedzie odwzorowaniem cigglym. Przestrzen
X nazywamy otoczeniowym g-retraktem przestrzeni Y jesli istniejg: otwarty zbior U C Y
taki, ze Z C U 1 cigglte odwzorowanie r : U — X takie, ze r jest g-retrakcjq.

Propozycja 7.2.4. (/36]) Niech g : Z — X bedzie wtasciwe i niech Z C Y. Jezeli X jest
g-retraktem Y, to Z jest domknietym zbiorem w'Y .

Definicja 7.2.5. Przestrzen X nazywamy D-retraktem otoczeniowym (D-retraktem ) przestrzeni
Y, jesli istnieje g € D(Z,X) takie, ze X jest g-retraktem otoczeniowym (g-retraktem)
przestrzent Y.
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Definicja 7.2.6. Przestrzeri X nazywamy absolutnym relatywnym retraktem (piszemy, X €
ARR(D)), jesli istnieje przestrzen unormowana E taka, ze

E>p X.

Zauwazmy, ze

(X € ARR(H)) & (X € AR).

Definicja 7.2.7. Przestrzen X nazywamy absolutnym otoczeniowym relatywnym retraktem
(piszemy, X € ANRR(D)) jesli istnieje zbior otwarty U w pewnej przestrzeni unormowanej
E taki, ze

U>pX.

Jest jasne, ze
(X € ANRR(H)) & (X € ANR).

Oczywisty jest nastepujacy fakt:

Propozycja 7.2.8. ([36]) Niech X bedzie przestrzenig metryzowalng.

7281 (X € ARR(D)) & (X jest D-retraktem E), gdzie E jest pewng

przeslrzeniq unormowandg.

7282 (X € ANRR(D)) & (X jest D-retraktem otoczeniowym E), gdzie E jest pewng
przestrzeniq unormowandg.

Niech () oznacza kostke Hilberta. Podobnie mozna udowodnié¢ nastepujacy fakt:

Propozycja 7.2.9. ([36]) Niech X bedzie zwartq przestrzeniq metryzowalng.
7.2.9.1 (X € ARR(D)) & (X jest D-retraktem @),
7292 (X € ANRR(D)) & (X jest D-retraktem otoczeniowym Q).

Kolejny fakt pokazuje, ze Definicje 7.1.1 1 7.2.6 oraz Definicje 7.1.2 i 7.2.7 sa r6wnowazne.

Propozycja 7.2.10. (/36]) Niech X bedzie przestrzeniq metryzowalng.
7.2.10.1 (X € AMR) < (X € ARR(V)),
72102 (X € ANMR) < (X € ANRR(V)).

Nowa interpretacja definicji multiretraktu umozliwia udowodnienie nowych wtasnosci.

Propozycja 7.2.11. Jezeli X € ANRR(V) (X € ARR(V)) i przestrzen Y jest V-retraktem
otoczeniowym (V-retraktem) przestrzeni X, to Y € ANRR(V) (Y € ARR(V)).

Proof. Na mocy zaltozenia istnieja przestrzen Z C X, zbior otwarty U C X taki, ze Z C U,
odwzorowanie r : U — Y, takie ze r oi = p, gdzie i : Z < U jest inkluzja, a p € V(Z,Y).
Przestrzen X € ANRR(V), wiec istnieja przestrzen Z; C FE, zbior otwarty U; C E taki,
ze Zy C Uy, odwzorowanie r; : Uy — X, takie ze ry o4y = py, gdzie i, : 27 — U jest
inkluzja, p; € V(Z;,X) oraz E jest pewna przestrzenia unormowang. Niech Z, = p;'(Z)
i niech py : Zy — Y bedzie dane wzorem py = pop/, gdzie p' : Zy — Z, p/(2) = p1(z) dla
wszystkich z € Z,. Oczywiscie py € V(Z5,Y). Niech Uy = r;}(U) i niech 7’ : Uy — U bedzie
dane wzorem 7'(x) = ri(z) dla kazdego « € U,. Definiujemy po-retrakcje ro : Uy — Y za
pomoca wzoru 1, = ror’ istad Y € ANRR(V), gdzie Uy C E jest otwartym otoczeniem Z,
w przestrzeni E. Druga cze$¢ dowodu jest analogiczna. O
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Propozycja 7.2.12. Jezeli X € ANRR(D) (X € ARR(D)) i przestrzen Y jest retraktem
przestrzeni X, toY € ANRR(D) (Y € ARR(D)).

Proof. Wystarczy w dowodzie Propozycji 7.2.11 przyjaé¢ p = Idy. O

Propozycja 7.2.13. Niech X € ANRR(D). Jezeli zbior U C X jest otwarty, to U €
ANRR(D).

Proof. Niech r : V. — X bedzie g -retrakcja, gdzie g € D(Z,X), V C FE jest zbiorem
otwartym w pewnej przestrzeni unormowanej F i Z C V. Odzworowanie r : r~}(U) — U
dane wzorem 7 (x) = r(z) dla kazdego x € r~1(U) jest g;-retrakcja, gdzie g, : g~ (U) — U,
g1(z) = g(x) dla wszystkich x € g7 (U). Jest oczywiste, ze g; € D(g~*(U),U). O

Propozycja 7.2.14. Niech X = X; x Xo. X € ANRR(D) (X € ARR(D)) wtedy i tylko
wtedy, gdy X; € ANRR(D) (X; € ARR(D)) dlai=1,2.

Proof. Niech X € ANRR(D). Wtedy X; jest retraktem X dla i = 1,2. Stad i z Propozycji
7212 X; € ANRR(D) dla i = 1,2. Zalozmy teraz, ze X; € ANRR(D) dla ¢ = 1,2.
Niech dla i = 1,2, r; : U; — X; bedzie g;-retrakcja, gdzie g; € D(Z;, X;), U; jest otwartym
otoczeniem Z; w pewnej przestrzeni unormowanej F;. Wtedy odwzorowanie r = ry xXry : U =
Uy xU; — X1 x Xy = X jest g = g1 X go-retrakcjay. Druga czesé dowodu jest analogiczna. [

Niech g € D(Z, X). Zapis Z € ANC(X,g) (Z € AC(X,g)) bedzie oznaczal, ze dla kazdej
przestrzeni metryzowalnej T' i dla kazdego domknietego zanurzenia h : Z — T przestrzen X
jest goh~l-retraktem otoczeniowym (goh~l-retraktem) przestrzeni T', gdzie h™' : h(Z) — Z
jest homeomorfizmem odwrotnym. Z kolei zapis Z € ANC(X,D) (Z € AC(X,D)) bedzie
oznaczal, ze istnieje g € D(Z, X) takie, ze Z € ANC(X,g) (Z € AC(X,g)). Zauwazmy, ze
X € ANRR(D) (X € ARR(D)) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja: przestrzen metryzowalna
ZigeD(Z X) takie, ze Z € ANC(X,g) (Z € AC(X,g)) (patrz, (7.10)).

Propozycja 7.2.15. Niech X = [[>°, X,,. Jezeli dla kazdego n, X,, € ANRR(D) i dla
prawie wszystkich n, X,, € ARR(D), to X € ANRR(D).

Proof. Niech dla kazdego n, Z, € ANC(X,,D) i niech dla prawie wszystkich n, Z, €
AC(X,,D). Mozemy zatozy¢, ze istnieje ng takie, ze dla kazdego n > ng, Z,, € AC(X,,D).
Niech dla kazdego n < ng, 7, : U, — X,, bedzie g,-retrakcja, gdzie g, : Z, — X, i U,
jest otwartym otoczeniem przestrzeni Z, w pewnej przestrzeni unormowanej F, i niech dla
kazdego n > ng, r, : E, — X,, bedzie g,-retrakcja, gdzie Z, C E,, g, : Z, — X, 1 E, jest
pewng przestrzenia unormowang. Definiujemy

Z:ﬁZn, g:ﬁgn, E:ﬁEn, U:ﬁUnx ﬁ E,, r:ﬁ'rn.
n=1 n=1 n=1 n=1 n=ng+1 n=1

Stad r : U — X jest g-retrakcja. Przestrzen liniowo-metryczna E € AR, wiec X €
ANRR(D). O

Kolejny fakt jest oczywisty.

Propozycja 7.2.16. Niech X = [[ 2, X,,. Przestrzern X € ARR(D) wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego n, X, € ARR(D).
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Korzystajac ze znanych metod dowodzenia (patrz, [1]) mozna wykazaé¢ nastepujacy ogol-
niejszy fakt:

Propozycja 7.2.17. Niech Z = Z1UZy, X = X1UXs bedq przestrzeniami metryzowalnymi,
gdzie X1 1 Xy zbiory domkniete w X @ niech Zog = Z1 N Zy, Xo = X1 N X 1 g € D(Z, X).
Zatozmy, ze Z; = g~ Y(X;) oraz niech g; = gz, 1=0,1,2.

7.217.1 Jezeli Zy € AR i Z; € AC(X,, q:), to Z € AC(X,qg),i=1,2.

7.217.2 Jezeli Zy € ANR i Z; € ANC(X;,9:), to Z € ANC(X,g),i=1,2.

7.2.17.3 Jezeli Z € AC(X, g) i Xo jest retraktem X, to Z; € AC(X;,q:), i = 1,2.

7.2.174 Jezeli Z € ANC(X, g) i Xq jest otoczeniowym retraktem X, to Z; € ANC(X;, ¢;),
1=1,2.

Proof. 7.2.17.1. Zanurzamy przestrzen Z jako domkniety podzbiér w pewnej przestrzeni
unormowanej F. Definiujemy:

To={z € E; dlz, 7)) =d(x,Z)},

Ty ={x € FE; dlz,Z1) <d(x,Z,)},
Ty={x € E; dz,Z) > d(z,Zs)}.

Jest jasne, 7e B = TOUT1 UTQ, zbior ZO C TO jest dOHlkHthy W TO i ZZQTO = ZO dla i = 1, 2.
Stad istnieje retrakcja sg : Ty — Zp. Niech dla ¢ = 1,2 odwzorowanie s; : Z; UTy — Z;

bedzie dane wzorem:
z dla =z € Z,
si(z) =
80(2’) dla z € T().

Zbior Z; U Ty jest domkniety w T; U Ty dla ¢ = 1,2. Niech f; : E — X, bedzie g;-retrakcja
i niech r; = f;o0%5;, gdzie s; : T; UTy — FE jest przedtuzeniem cigglym odwzorowania
si: Z;UTy — Z; C E dlai=1,2. Odwzorowanie r : E — X dane wzorem r(z) = r;(z) dla
xeT;UTy, i=1,2 jest g-retrakcjai Z € AC(X,g).

7.2.17.2. Rozwazmy zbiory T;, i = 0,1,2 okreslone w dowodzie (7.2.17.1). Przypomnijmy,
7€ zbidr Zy C Ty jest domkniety w Tj. Zatem istnieje otoczenie Wy zbioru Zy w przestrzeni
Ty 1 retrakcja sg : Wy — Zy. Mozemy zalozy¢, ze Wy jest zbiorem domknietym w 7. Dla
1 = 1,2 definujemy odwzorowanie s; : Z; U Wy — Z; za pomoca wzoru

5i(2) = z dla 2z € Z;,
n so(z) dla z e W.

Zbior Wy U Z; jest domkniety w Ty U T}, i = 1,2. Istnieja otoczenia V; zbiorow Z; w E i
gi-retrakcje, f; - V! — X;, i =1,2. Niech 5; : V; — V! bedzie przedtuzeniem s; : Z; U Wy —
Z; C V!, gdzie V; jest otoczeniem Z; U Wy w Ty UT;, ¢ = 1,2. Jest jasne, ze V; zawiera

domkniete otoczenia U; przestrzeni Z; w Ty U T; takie, ze U; N Ty C Wy. Mamy
UinNU, C Ulm(T0UT1)ﬂ(T0UT2) =UNTy Cc W,.

Definiujemy g-retrakcje r : Uy U Uy — X za pomoca wzoru r(z) = fi(s;(x)) dla z € U,
1 =1,2, gdzie U; UU; C E jest zbiorem otwartym w E.
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7.2.17.3. Dla ¢ = 1,2 istnieje retrakcja s; : X; — Xy jak obciecie retrakcji s : X — X
do X;. Niech d: X — X, bedzie odwzorowaniem danym wzorem

d(x) x dla =€ Xy,
) =
SQ(ZE) dla x € XQ.

Niech f: E — X bedzie g-retrakcja. Odzworowanie r : E' — X; dane wzorem r = do f jest
gi-retrakcja, wiec Z; € AC(X, g1). Podobnie dowodzimy, ze Zy € AC(Xs, g2).

7.2.17.4. Dla ¢ = 1,2 istnieje retrakcja s; : V N X; — Xy jak obciecie retrakcji s : V. — X
do V N X;, gdzie V jest otwartym otoczeniem X,y w przestrzeni X. Niech d : V U X; — X3
bedzie odwzorowaniem danym wzorem

d(x) T dla z € X,
€Tr) =
sa(x) dla zeVnX.

Niech f : U’ — X bedzie g-retrakcja, gdzie U’ C E jest zbiorem otwartym i takim, ze
Z C U'. Zbior VU X, C X jest otwarty w X, wiec zbior U = f~H(V U X)) C U’ jest otwarty
w FE itaki, ze Z; C U. Odzworowanie r : U — X; dane wzorem r = d o fy jest g;-retrakcja,
wiec Z; € ANC(X, g1). Podobnie dowodzimy, 7ze Zy € ANC(Xs, g2). O

7.3 Relatywna homotopia

Badanie kolejnych wlasnosci relatywnych retraktow (w szczegdlnosci multiretraktow) jest
mozliwe dzieki relatywnej homotopii i relatywnego przedtuzania odwzorowarn (patrz, [41]).

Definicja 7.3.1. Niech g: Z — X i f : A — Z bedq funkcjami ciggtymi, gdzie A C'Y jest
zbiorem domknietym. Mowimy, Ze odwzorowanie ciggle F' 1Y — X jest g-przedtuzeniem
odwzorowania f, jesli Fa = go f.

Jest jasne, ze jesli w Definicji 7.3.1 Z = X i g = Idx, to F jest przedtuzeniem f, gdzie
Idx : X — X jest odwzorowaniem identyczno$ciowym.

Definicja 7.3.2. Niech f : A — Z bedzie cigglq funkcjq, gdzie A C'Y jest zbiorem domknie-
tym. Mowimy, zZe ciqggte odwzorowanie F 1Y — X jest D-przedtuzeniem odwzorowania f,
jesli istnieje g € D(Z, X) takie, ze F jest g-przedtuzeniem odwzorowania f.

Przyklad 7.3.3. Niech T : X; — Q i K : Q — X} bedqg odwzorowaniami cell-like (odw-
zorowania Taylora i Kieslinga, patrz, §3.4) i niechp : X; xQ — Qx X}, bedzie odwzorowaniem
danym wzorem p = T x K. Jest jasne, Ze p jest cell-like (patrz, [6]) i (X: x Q) ¢ NES i
(Q@xXy) ¢ NES (X, i Xy, sq nieprzesuwalne). Niech f: A — X; X Q bedzie odwzorowaniem
ciggltym takim, zZe nie istnieje ciggte przedtuzenie odwzorowania f, gdzie A C'Y jest zbiorem
domknietym. Mamy nastepujgce diagramy:

AL x,x0 2 x, T 0,

A%thQ&QLXk,
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gdzie x, i mg sq projekcjami. Niech Fy 1Y — Q) bedzie przedtuzeniem Tonx,of i R:Y — @Q
bedzie przedtuzeniem mgo f i niech Fy = Ko R. Definiujemy p-przedtuzenie F' 1Y — @ x X,
odwzorowania [ za pomocg wzoru

F(y) = (Fi(y), F2(y)) dla kazdego y € Y.

Wprowadzimy pojecie relatywnej homotopii i podamy kilka jej wtasnosci. Niech X i Y beda
przestrzeniami metryzowalnymi i niech fi, fo : X — Y beda odwzorowaniami ciggtymi.
Symbolem f; ~ f5, bedziemy oznacza¢ homotopie taczaca odwzorowania f; i fo.

Definicja 7.3.4. Niech g : Z — X i f1,fo : X — Y bedq cigglymi funkcjami. Mowimy,
ze f1 @ fa sq g-homotopijne (piszemy, f1 ~, f2) jesli istnieje homotopia h : Z x [0,1] =Y
taka, ze

h(-,0) = fiog i h(-,1) = faog.

Zauwazmy, ze jesli g jest homeomorfizmem, to (f1 ~, f2) & (fi ~ f2) 1jesli fi ~ fo,
to dla kazdego ciaglego odwzorowania g : Z — X, f1 ~, fa. Niech 2y € X. Symbolem
Cy° 1Y — X bedziemy oznacza¢ odwzorowanie stale, dane wzorem Cy°(y) = z dla kazdego
yevy.

Definicja 7.3.5. Niech g : Z — X bedzie odwzorowaniem ciggtym. Przestrzen X nazywamy
g-sciggalng do punktu, jesl istnieje punkt xo € X taki, zZe

Idx ~, CY.
Zauwazmy, ze
(7.11) (Idx ~y CF) < (g ~ CP).

Definicja 7.3.6. Niech fi,fo : X — Y bedqg funkcjami ciggtymi. Mowimy, ze f1 i fo sq
D-homotopijne (piszemy, fi ~p fo), jesli istnieje odwzorowanie g € D(Z, X) takie, Ze

fl ~g f2-

Zauwazmy, ze

(fr ~u f2) & (f1 ~ fa).
Niech X 1Y beda metryzowalne i niech

C(X,Y)={g: X = Y; gjest ciagte}.

Propozycja 7.3.7. Relacja ~p opisana w Definicji 7.3.6 jest relacjg rownowaznosci w
przestrzeni C(X,Y).

Proof. Jest oczywiste, ze f o ldx ~ foldx, wiec f ~p f (Idxy € D(X)) i relacja ~p jest
zwrotna. D-homotopia jest symetryczna, poniewaz (fiog ~ faog) < (faog ~ fiog), gdzie
g € D(X). Pokazemy, ze relacja jest przechodnia. Niech fiog; ~ foog1 i faoga ~ f30 g,
gdzie g1, € D(X)i g1 : Z1 — X, g2 : Z5 — X. Definiujemy przestrzen

Z ={(21,22) € Z1 X Z3; g1(21) = ga(22)} = U g1 (x) x g5 ' (2).

rzeX
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Przestrzen Z jest niepusta. Niech m; : Z — Z;, i = 1,2, bedzie projekcja. Zauwazmy, ze
g1 0 T = go © 9. Mamy

fiogrom ~ faogiom = faogaome ~ f30 gy 0.

Stad fiog ~ fsog, gdzie g = g1om = goomy. Odzworowanie g € D(X), poniewaz dla kazdego
v € X g x) =gy (x) x g5 (2) (patrz, (7.4)), wiec fi ~p f3 i dowdd jest zakoticzony. [

Definicja 7.3.8. Mowimy, ze X jest D-Sciggalna do punktu, jesli istnieje g € D(X), g :
Z — X takie, ze X jest g-Sciggalna do punktu.

Zauwazmy, ze X jest H-Sciagalna do punktu wtedy i tylko wtedy, gdy X jest $ciagalna
do punktu. Podamy przykltad przestrzeni X takiej, ze X jest CE-$ciagalna do punktu i
nie jest Sciaggalna do punktu. Przypomnijmy, ze, jesli X jest Sciggalna do punktu, to jest
przesuwalna.

Przyklad 7.3.9. Niech X bedzie przestrzeniq nieprzesuwalng i zwartq i takg, ze istnieje
odwzorowanie cell-like p : Q — X, gdzie ) jest kostkq Hilberta. Przestrzen X nie jest
$ciggalna do punktu. Niech xo € X i niech p(z0) = xo. Definiujemy homtopie h : Q) x|[0,1] —
X za pomocg wzoru h(z,t) = p((1 — t)z + tzo) dla kazdego (z,t) € Q x [0,1]. Stad X jest
CE-$ciggalna do punktu.

Mamy nastepujace twierdzenie o D-przedtuzaniu, D-homotopii:

Propozycja 7.3.10. Niech X € ANRR(D) i niech Y bedzie przestrzeniq metryzowalng.
Niech Z € ANC(X,D). Zatézmy, ze h : A x [0,1] — Z jest cigglym odwzorowaniem, gdzie
A CY jest zbiorem domknietym. Jesli h(-,1) : A — Z ma ciggle przediuzenie F 1Y — Z,
to h ma ciggle D-przedtuzenie H 1Y x [0,1] — X.

Proof. Niech P = (Y x {1}) U (A x [0,1]) i niech 7 : P — Z bedzie odwzorowaniem danym
wzorem:

N h(z,t) jezeli (z,t) € A x|[0,1],
"=V F) jereli (n.4) €Y x {1},

Istnieje zbiér otwarty V' w pewnej przestrzeni unormowanej E taki, ze Z C, Vi f:V = X
jest g-retrakcja, gdzie g € D(X), g : Z — X. Niech R : U — X bedzie odwzorowaniem
danym wzorem R = for, gdzie v : U — V jest ciaglym przedtuzeniem r na pewien zbior
otwarty U C Y x [0,1] taki, ze P C U. Niech s : Y x [0,1] — U bedzie ciagta funkcja
taka, ze s(y,t) = (y,t) dla kazdego (y,t) € P (patrz, [1]). Definiujemy odwzorowanie
H:Y x[0,1] - X za pomoca wzoru

H(y,t) = R(s(y,t)) dla kazdego (y,t) € Y x [0, 1].

Stad H jest g-przedtuzeniem h i dowdd jest zakonczony. O]
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Symbolem D (X) oznaczmy zbior typu D spetniajacy warunek:
(7.12) (91 €D(Z) i g2 € Ds(Z, X)) = (920 1) € Ds(X)).
Warunek (7.12) spetniaja, dla przyktadu zbiory H(X), V(X) i P(X).

Propozycja 7.3.11. Niech X € ANRR(Dy). Jesli istnieje Ds-$ciggalna przestrzen Z €
ANC(X,Dy), to X € ARR(Dy).

Proof. Niech h : P x [0,1] — Z bedzie homotopia taka, ze h(z,1) = 2z i h(z,0) = g1(z)
dla kazdego = € P, gdzie zy € Z (patrz, (7.11)) jest wybranym punktem i g; € Dy(P, 7).
Niech FE bedzie przestrzenia unormowana taka, ze P C E. 7 Propozycji 7.3.10 istnieja
g2 € D(Z,X)i H: Ex[0,1] - X takie, ze H jest go-przedluzeniem h. Definiujemy
(g2 0 g1)-retrakcje r : E — X za pomoca wzoru

r(z) = H(x,0) dla kazdego z € FE.

Jezeli x € P, to r(x) = H(x,0) = g2(h(z,0)) = g2(g1(z)). Z Propozycji 7.2.8 dostajemy
teze. O

7 Propozycji 7.3.12 dostajemy nastepujace wnioski:

Propozycja 7.3.12. Niech X € ANRR(V). Jesli istnieje V-$ciggalna przestrzen 7 €
ANC(X,V), to X € ARR(V).

Propozycja 7.3.13. Niech X € ANRR(D). Jezeli istnieje przestrzen $ciqggalna Z €
ANC(X,D), to X € ARR(D).

Propozycja 7.3.14. Jesli X € ARR(D), to X jest D-ciggalna do punktu.
Wprowadzimy nastepujaca definicje (patrz, Definicja 7.1.3):

Definicja 7.3.15. Niech X bedzie przestrzeniqg metryzowalng. Mowimy, Ze przestrzen X
jest lokalnie D-Sciggalna, jesli dla kazdego x € X 1 dla kazdego otwartego otoczenia U C X
punktu x istnieje otwarte otoczenie V- C U punktu x takie, ze dla kazdego otwartego otoczenia
W C U punktu x istniejg: przestrzen Zy, gy € D(Zy, V), ciggte odwzorowanie Cy : Zy —
W takie, ze

(713) iV o gy ~~ ZW o Cw,
gdzie iy V= U vy : W — U sq inkluzjam.

Zauwazmy, ze jezeli istnieje odwzorowanie ciagle Cy : V' — W takie, ze Cyy = Cy o gy, to
warunek (7.13), Definicji 7.3.15 mozna zapisa¢ tak:

(714) iv ~D ZW 9 Cv.
7 Twierdzenia 7.1.4 wynika nastepujacy fakt:

Propozycja 7.3.16. Jezeli X € ANRR(CE), to X jest lokalnie CE-$ciggalna.
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Na koniec podamy nastepujacy przyktad:

Przyktad 7.3.17. Niech f = M, : Q — X,,. = X bedzie odwzorowaniem cell-like i takie, ze
X nie jest lokalnie Sciggalna. Jest oczywiste, ze X ¢ ANR, ale wiemy, ze X € ARR(CE) C
ANRR(CE), wiec z Propozycji 7.8.16 jest lokalnie CE-Sciggalna.
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8. ZASTOSOWANIA

8.1 Preliminaria

W tym rozdziale bedziemy potrzebowaé nastepujace definicje i fakty:
Twierdzenie 8.1.1. [6] Rozwazmy diagram:

Xz 15X,

w ktérym X € ANR, p jest odwzorowaniem Vietorisa i q jest zwarte. Wtedy q, o p;1 jest
endomorfizmem Leraya i A(q. o p;') # 0 implikuje, ze p i ¢ majg punkt koincydenci.

Propozycja 8.1.2. (/8]) Zalézmy, ze dla odwzorowania ciggltego f : X — X liczba Lef-
schetza N(f.) jest poprawnie zdefiniowana i niech p bedzie liczbg pierwszq, wtedy A(f?) odw-
zorowania fP jest poprawnie zdefiniowana i A(f.) = A(f?) mod p.

Propozycja 8.1.3. (/6/) Niech X € ANR i niech ¢ : X — X bedzie zwarte i acykliczne.
Wtedy A(px) jest poprawnie zdefiniowana i jesli A(py) # 0 wtedy Fix(p) # 0.

Propozycja 8.1.4. [32] Niech (p1,q1), (p2,q2) € D(X,Y), gdzie
X oM 7 q1>Y’ X P 7y © .,y
Wtedy istnieje (p,q), (p,q') € D(X,Y) takie, ze:

<p17q1) ~m (pa Q> and (P27CI2) ~m (p7 q/)

Propozycja 8.1.5. [33] Przestrzeri X € MCN,, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje przestrzen
metryzowalna Z i odwzorowanie Vietorisa p: Z — X takie, ze p ~ CY°, gdzie C{° : Z — X
jest odwzorowaniem statym, danym wzorem CY°(2) = xo dla kazdego z € Z.

Definicja 8.1.6. Niech g : Z — X i fi,fo : X — Y bedqg odwzorowaniami ciggltymi.
Mowimy, ze fi i fo sq g-homotopijne (piszemy, fi ~g fa), jesli istnieje homotopia h :
Z x [0,1] =Y taka, ze

h(-,0) = fiog i h(-,1) = faog.

Definicja 8.1.7. Mdwimy, zZe fi i fo sq¢ D-homotopijne (piszemy, fi ~p fa), jesli fi ~4 fa
dla pewnego g € D(X).

Propozycja 8.1.8. [36] Niech X bedzie przestrzeniq metryzowalng.
8.1.8.1 (X € AMR) < (X € ARR(V)),
8.182 (X € ANMR) & (X € ANRR(V)).

Moéwimy, ze multifunkcja ¢ : X —,, X ma punkt staly, jesli istnieje punkt = € X taki,
ze © € p(x) (piszemy, Fiz(p) # 0). Multifunkcja ¢ : X —,, Y jest zwarta, jesli istnieje
(p,q) € @, taka, ze odwzorowanie ¢ : Z — Y jest zwarte, to znaczy ¢(Z) C Y jest zbiorem
zwartym. Zwarta multifunkcja ¢ : X —,, X jest odwzorowaniem Lefschetza, jesli o, jest
endomorfizmem Leraya i

(Ap) #0) = (Fiz(p) # 0).
Mowimy, ze przestrzen X ma wlasnos$¢ punktu statego w kontekscie multimorfizméw (piszemy,
X € FPP,,), jezeli kazda zwarta multifunkcja ¢ : X —,, X jest odwzorowaniem Lefschetza.
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Twierdzenie 8.1.9. [26] Niech X € ANMR. Wtedy X € FPP,,.

Propozycja 8.1.10. /2] Niech X 1Y bedg przestrzeniami zwartymi. Przestrzen X XY jest
przesuwalna wtedy 1 tylko wtedy, gdy X +Y sq przesuwalne.

Definicja 8.1.11. Niech X bedzie przestrzeniq metryzowalng i niech vo € X. Niech C*° :
X — X bedzie odzworowaniem statym, to znaczy C*(x) = x¢ dla kazdego x € X. Mcowimy,
ze przestrzen X jest multisciqgalna do punktu xo w kontekscie multimorfizméw (piszemy,
X € MCN,,) jezeli

[(Idx, Idx)|m = Idpm ~gn C20 = [(Idx, C™)]p,.
Propozycja 8.1.12. [/36] Jezeli X € MCN,,, to X jest acykliczna i tukowo spdjna.

Definicja 8.1.13. Niech g : Z — X bedzie ciggtym odwzorowaniem. Mowimy, ze X jest
g-Sciggalna do punktu xo € X, jesli istnieje homotopia h : Z x [0,1] — X taka, Ze

h(70> =g i h(7 1) - foa

gdzie C{° : Z — X jest odwzorowaniem statym, danym wzorem C7°(z) = zo dla kazdego
z €.

Definicja 8.1.14. Mowimy, ze X jest D-$ciggalna do punktu xo € X, jesli istnieje g €
D(X), g: Z — X takie, Ze X jest g-Sciggalna do punktu zo € X.

Propozycja 8.1.15. [1] Niech dla kazdego n, X, bedzie przestrzeniq zwartq i niech X =
112, X, Jesli dla kazdego n, X, ma trywialny ksztalt, to X ma trywialny ksztalt.

Propozycja 8.1.16. [37] Niech dla kazdego n, X, bedzie zwartq przestrzeniq i niech X =
112, X, Jezeli dla kazdego n, X, jest acykliczna, to X jest acykliczna.

8.2 Punkty stale

Multiretrakty prawostronne w odréznieniu od multiretraktéow lewostronnych maja wtas-
noé¢ punktu statego. Uzywajac multimorfizméw wykazemy, ze multiretrakty prawostronne
w kontekscie punktu stalego maja podobne wlasnosci do wlasnosci retraktow. Szczegoly
mozna znalez¢ w pracy [26]. W tym paragrafie, zakladamy, ze wszystkie przestrzenie sa
metryzowalne. Niech v : X —,, X bedzie multifunkcja wyznaczona przez multimorfizm
Um = [(Dy @)]m € Mym(X, X). Niech

I/‘I:(@D) = 1 :(J*op*_l

i jesli homomorfizm v, : H,(X) — H.(X) jest endomorfizmem Leraya, to uog6lniona liczbe
Lefschetza odwzorowania i bedziemy oznaczaé¢ symbolem

Niech Xy € X. Odwzorowanie ¢ : (X, Xy) — (X, Xy) (p(Xo) C Xo) jest multifunkcja
wtedy i tylko wtedy, gdy ¢x : X —o X dane wzorem

ox(r) = p(x) dla kazdego x € X

41



jest multifunkcja i px(Xo) C Xo. Wtedy odwzorowanie ¢y, : Xg — X dane wzorem

ox, () = ¢(x) dla kazdego = € X,
jest multifunkcja. Rzeczywiscie, niech (p,q) € (ox)m, p,q: Z — X. Niech p,q: (Z,p71(Xy)) —
(X, Xo) p(2) = p(2), q(2) = q(z) dla wszystkich z € Z i p,q: p~(Xo) — Xo, D(2) = p(2),
q(z) = q(z) dla wszystkich z € p~1(Xj). Kladziemy

(exo)m = [0, Dlm 1 om = (D, @)]m-
Taka definicja jest poprawna. Rzeczywiscie, zauwazmy, ze

(8'1) (ox0)m = [(]_77 q)]m = [(pa Q)]m © [(Ide Z)]m = (@X)m O Uy,

gdzie
Idx,

Xo Xo

i1 Xo =, X jest inkluzja wyznaczona przez i, = [(Idx,,?)|m-

Mamy nastepujacy diagram:

(8.2) H.(X, Xo) «Z— H(Z,p""(X0)) —2— H.(X,Xy),
gdzie p, jest izomorfizmem (patrz, [6]). Zatozmy, ze

(8.3) G o bt Ho(X, Xo) — H.(X, Xo)

jest endomorfizmem Leraya. Dla takiego ¢, definiujemy uogoélniong liczbe Lefschetza przyj-
mujac

(8.4) Alp) = M@ o b, ).

Uogolniona liczba Lefschetza odwzorowania ¢ jest poprawnie zdefiniowana. Jest to wynik
nastepujacej, znanej formuty:

Propozycja 8.2.1. (/6]) Niech Xy C X bedzie niepustym zbiorem i niech (p,q) € D(X, X)
takie, ze q(p~*(Xy)) C Xo. Jesli dowolne dwa endomorfizmy wybrane z endomorfizmdw:
Gop; 't Ho(X, Xo) = Hy(X, Xo), guopt + Ho(X) = Ho(X) 1q,0p; "+ Ho(Xo) = Hi(Xo)
sq endomorfizmami Leraya, to jest mim tez trzeci i

A@op.') =Agop') =A@, 0B, ).
Z aksjomatu homologicznej rownosci, Propozycji 8.2.1 1 (8.4) dostajemy nastepujacy fakt:

Propozycja 8.2.2. Niech ¢ : (X, Xo) —m (X, Xo) bedzie multifunkcjq. Jesli dowolne dwa
endomorfizmy wybrane z endomorfizmdw: ¢, : H (X, Xo) = H (X, Xo), (¢x)« : Hi(X) —
H.(X) i (¢xy)« : Hi(Xo) = Ho(Xo) s¢ endomorfizmami Leraya, to jest nim tez trzeci i

A(p) = Aox) — Alex,).
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Niech A C X bedzie niepustym zbiorem i niech ¢ : X —,, Y bedzie multifunkcja. Mamy
multifunkcje ¢4 : A —,, Y dang za pomoca wzoru

(8.5) wa(r) = o(x) dla kazdego x € A.
Niech ¢ : X —,, X. Nastepujace odwzorowanie:

(8.6) " =popo..op (nrazy )

bedziemy oznacza¢ symbolem " : X —,, X, gdzie n jest liczbg naturalng.

Przypomnijmy kilka potrzebnych faktow:

Propozycja 8.2.3. ([6]) Jezeli uw : E — E jest stabo nilpotentnym endomorfizmem, to
A(u) = 0.

Propozycja 8.2.4. (/6]) Zatozimy, zZe dla multifunkcji ¢ : X —,, X wogdlniona liczba
Lefschetza A(p) jest poprawnie zdefiniowana i niech p bedzie liczbg pierwsza, to A(¢”) odw-
zorowania pP jest poprawnie zdefiniowana i

A(p) = A(¢”) mod p.

Propozycja 8.2.5. ([6]) Zatozmy, ze w kategorii przestrzeni liniowych z gradacjg nastepu-
Jjacy diagram jest przemienny

E/ u E/l
u/ \ } u//
P —2 g

Jezeli v’ lub u” jest endomorfizmem Leraya, to endomorfizmem Leraya jest tez drugi endo-

morfizm 1
A(u') = A(u").

Z Twierdzenia 8.1.9 i Propozycji 8.1.8 mamy:
Twierdzenie 8.2.6. Niech X € ANRR(V). Wtedy X € FPP,,.

Definicja 8.2.7. Multifunkcje ¢ : X —,, X nazywamy zwartq pochtaniajgcq kontrakcjg
(piszemy, ¢ € CAC(X)) pod warunkiem, Ze istnieje zbior otwarty U C X taki, ze:

8.2.7.1 p(U) C U i odwzorowanie vy : U —,, U jest zwarte,

8.2.7.2 dla kazdego x € X istnieje n = n, takie, ze o"(x) C U.

Niech
K(X)={¢: X =, X; ¢ jest zwarte}.

Jest oczywiste, ze
K(X) Cc CAC(X).

Twierdzenie 8.2.8. (/26]) Jezeli X € ANRR(V) (ANMR) i opx € CAC(X), to ¢x jest

odwzorowaniem Lefschetza.
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Propozycja 8.2.9. ([26]) Jesli px € CAC(X) 1 X € ANRR(V) jest przestrzeniq acyk-
liczng (w szezegolnosci, jesli X € ARR(V)), to Fiz(px) # 0.

Podamy teraz zastosowanie homotopii relatywnej do teorii punktow statych.

Propozycja 8.2.10. Niech g : Z — X @ f1, fo : X — Y bedq cigglymi odwzorowaniamsi 1
niech g, : H(Z) — H.(X) bedzie epimorfizmem. Jezeli fi ~y fa, to fi. = fos.

Proof. 7 zalozenia mamy (f; o g) ~ (fy0g). Stad

friege=(fiog).=(f209)« = for 09,
gdzie

H.(Z) -2 H,(X) £ B(v).

Niech a € H.(X). Wtedy istnieje b € H,(Z) takie, ze ¢.(b) = a. Mamy

fix(a) = f1:(9:(0)) = fau(g: (D)) = f2u(a)
i dowod jest zakoniczony. O]
7 Propozycji 8.2.10 i twierdzenia Hopfa mamy nastepujacy fakt:

Propozycja 8.2.11. Niech g : Z — S" @ f1, fo : S* — S" bedqg ciggtymi odwzorowaniams i
niech g. : H(Z) — H,.(S") bedzie epimorfizmem. Wtedy mamy

fi~g fo wtedy i tylko wtedy fi1 ~ fo.

Propozycja 8.2.12. Niech X € ANRR(V) bedzie przestrzeniq spdjna, g : Z — X bedzie
odwzorowaniem ciggltym takim, ze g, : H.(Z) — H.(X) jest epimorfizmem i niech f : X —
X bedzie zwarte. Jezeli istnieje liczba naturalna n taka, Ze

J" g CF,
to f ma punkt staty.
Proof. Zauwazmy, ze z zalozenia dostajemy
[ ey CF )
dla kazego 7 > 0. Stad istnieje liczba pierwsza p > n taka, ze
I? ~g C;‘(P—"(xo).

Z Propozycji 8.2.10 dla kazdego k > 1 odwzorowanie ff, jest homorfizmem zerowym, wigc
A(fr) = 1. Z Propozycji 8.1.2 mamy

A(f) = A(f?) mod p.
Stad A(f.) # 01z Propozycji 8.1.3 f ma punkt staly. O
7 Propozycji 8.2.12 dostajemy nastepujacy fakt:

Propozycja 8.2.13. Niech X € ANRR(V) bedzie przestrzeniq spdjng i niech f: X — X
bedzie zwarte. Jezeli istnieje liczba naturalna n taka, ze

f* v CF,

to f ma punkt staty.
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8.3 Koincydencja

Bardzo waznym zastosowaniem g-retraktow (w szczegolnosci multiretraktow, patrz [36]) jest
zastosowanie do teorii koincydencji. Udowodniliémy tez, ze uogdlnione odwzorowania Vi-
etorisa maja w odpowiednich przestrzeniach wlasnosé koincydencji (patrz, [28]). Z Definicji
8.1.6 dostajemy (patrz, Propozycja 8.1.5)

(Idx ~y C7) & (g ~ C"),

gdzie C7° : Z — X jest odwzorowaniem statym. Niech R"*! bedzie przestrzenia euklides-
owa i niech K" € R*™! bedzie domknieta kulg o érodku w punkcie 0 i promieniu 1 i niech
S* ¢ K™ bedzie sfera. Niech f,g: X — Y. Moéwimy, ze f i ¢ maja punkt koincydencji,
jesli istnieje punkt z € X taki, ze f(x) = g(z).

W kolejnych trzech faktach bedziemy zaklada¢, ze n > 1. Mamy nastepujace twierdzenie
(patr, [8]):

Twierdzenie 8.3.1. (/36]) Niech Y bedzie przestrzeniq Sciqgalng do punktu i niech g : Z —
S™ bedzie odwzorowaniem ciggtym, gdzie Z C 'Y jest niepustym i domknietym podzbiorem.
Nastepujgce warunki sg rownowazne:

8.3.1.1 S™ nie jest g-sciggalna do punktu,

8.3.1.2 Niech G : Y — R"™ bedzie cigglym przedtuzeniem odwzorowania g. Kazde ciggle
odwzorowanie F :' Y — R"! spetnia jeden z ponizszych warunkdw:

(i) F i G majg punkt koincydencyi,

(i1) istnieje punkt z € Z taki, ze G(z) = AF(z) dla pewnego 0 < X\ < 1;

8.3.1.3 Kazde ciggle odwzorowanie F :' Y — R™ takie, ze F(Z) C K" i G majg punkt
koincydencji, gdzie G jest takie, jak w (8.3.1.2);

8.3.1.4 S™ nie jest g-retraktem przestrzeni Y.

Propozycja 8.3.2. (/36]) NiechY bedzie przestrzeniq acykliczng (w szezegdlnosci, przestrzeniq
ciggalng) i niech g : Z — S™ bedzie odwzorowaniem cigglym takim, ze g. : H.(Z) — H.(S")
jest epimorfizmem, gdzie Z C Y jest zbiorem niepustym. Wiedy S™ nie jest g-retraktem
przestrzent Y.

Przypomnijmy, ze odwzorowanie ciggte f : X — Y jest uniwersalne, jesli dla kazdego
odwzorowania ciaglego g : X — Y, f i g maja punkt koincydencji (patrz, [10, 11]). Dzieki
Propozycji 8.3.2, Twierdzenie 8.3.1 jest prawdziwe dla szerokiej klasy odwzorowan ciagtych
g : Z — S" indukujacych epimorfizm na homologiach. 7 Twierdzenia 8.3.1 (warunek,
(8.3.1.3)) i Propozycji 8.3.2 wynika nastepujacy fakt:

Propozycja 8.3.3. (/36/) Niech Y bedzie Sciggalna do punktu i niech G :' Y — K" bedzie
ciggltym odwzorowaniem. Zaldzmy, Ze istnieje domkniety zbior Z C Y taki, ze G(Z) C S" i
odwzorowanie g : Z — S™ dane wzorem g(x) = G(x) dla kazdego x € Z indukuje epimorfizm
gx : H(Z) — H.(S™). Wtedy G jest odwzorowaniem uniwersalnym.

Uogolnione odwzorowania Vietorisa bedziemy stosowaé do teorii koincydencji i odwzorowan
istotnych.

Definicja 8.3.4. Niech (p1,q1), (p2,q2) € D(X,Y), gdzie

X B 7 BN Y, X 2 Zs © .,y
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Mowimy, ze diagramy (p1,q1) i (p2, q2) majq punkt koincydencyi

(piszemy7 (phCIl) ~z (anQZ))

jesli istniejq: przestrzen metryzowalna Z, odwzorowania Vietorisa ps : Z — Zy, py: 4 — Ly
it punkt zo € Z takie, Ze py op3 = pa 0Py i

¢1(p3(20)) = q2(pa(20))-
Definicja 8.3.5. Niech ¢,¢ : X —,, Y. Mowimy, ze multifunkcie @ i ¢ majg punkt
koincydencyi, jesli istniejg diagramy (p1,q1) € ©m i (D2, q2) € ¥, takie, Ze

(P1,@1) ~z (P2, @2)-
Mamy nastepujacy fakt:
Propozycja 8.3.6. (/32/) Niech p,v : X —,, Y. Multifunkcje ¢ i ¢ majg punkt koincy-
dencyi wtedy 1 tylko witedy, gdy istnieje punkl xo € X taki, ze

w(0) NY(x0) # 0.

Zauwazmy, ze z Definicji 8.3.5 i Propozycji 8.3.6 wynika, ze jesli multifunkcje ¢ i ¢ maja
punkt koincydencji, to dla kazdego diagramu (p1,q1) € @m i (P2, q2) € U

(p1,q1) ~2 (P2, q2) (patrz, Definicja 8.3.4).

Moéwimy, ze multifunkcja ¢ : X —,, Y jest zwarta, jesli dla pewnego (p,q) € ¥, q jest
odwzorowaniem zwartym.

Twierdzenie 8.3.7. ([32]) Niech A : X —,, Y, A € GV iniechY € ANRR(V). Zatéimy,
ze : X =, Y jest zwartqg multifunkcjg. Wtedy

(o N), : Ho(Y) — H.(Y)
jest endomorfizmem Leraya i jezeli A((¢) o <K)*) #0, to ¥ © A majg punkt koincydencji.

W szczegolnoscei z Twierdzenia 8.3.7 otrzymujemy nastepujacy fakt:

Propozycja 8.3.8. (/32]) Niech A : X —,, Y, A € GV iniechY € ARR(V). Zaldzmy, ze
Vv X =, Y jest zwartg multifunkejg. Wtedy ¢ © A majg punkt koincydencyi.

Twierdzenia o punktach koincydencji, majg zastosowanie do teorii odwzorowan istotnych.
Odwzorowania istotne wykorzystuje sie do rozwiazywania inkluzji rézniczkowych. Przypom-
nimy definicje odwzorowania istotnego. Symbolem cl A bedziemy oznacza¢ domkniecie zbioru
A w przestrzeni X, natomiast symbolem bdA = clA N cl(X\A) bedziemy oznaczac¢ brzeg
zbioru A. Niech E;, E5 beda przestrzeniami liniowymi i metrycznymi i niech U C F; bedzie
zbiorem otwartym. Zalézmy, ze ¢ : clU —,, Fy jest multifunkcjy taka, ze ¢, '{0} C U.
Moéwimy, ze ¢ jest istotne, jezeli dla kazdej zwartej multifunkcji ¢ : clU —,, Es takiej,
ze dla kazdego x € bdU 1(x) = {0} istnieje punkt zq € U taki, ze p(xo) N P(xg) # 0.
Nastepujacy fakt nie wymaga dowodu (patrz, Propozycja 8.3.8):

Propozycja 8.3.9. ([32]) Niech A : clU —,,, Ey, A € GV i takie, ze A;'{0} C U. Wtedy
A jest istotne.
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8.4 Multiretrakty w przestrzeniach przeliczalnie wymiarowych

Multiretrakty prawostronne w przestrzeniach skonczenie wymiarowych pokrywaja sie z re-
traktami, dlatego stanowig wazne narzedzie do ich charakteryzacji (patrz, [29, 30, 31, 33, 36,
34]). Na poczatek udowodnimy kilka faktow dotyczacych elementarnego przedtuzania odw-
zorowan wielowartosciowych, ktoére opisaliSmy w pracy [29]. Przypomnijmy, ze przestrzen
X jest przeliczalnie wymiarowa, jesli

(8.7) X = U X, gdzie dimX,, < oo dla kazdego n.

n=1
Niech ¢ : X — Y bedzie odwzorowaniem wielowartosciowym i niech A C X bedzie zbiorem
niepustym. Symbolem ¢4 bedziemy oznaczaé¢ odwzorowanie ¢4 : A — Y dane wzorem:

(8.8) wa(r) = @(x) for each = € A.

Bedziemy moéwi¢, ze multifunkcja ¢ : X —,, Y jest specjalna (piszemy, ¢ : X —, V), jesli
istnieje (p,q) € o takie, ze p: Z — X jest odwzorowaniem cell-like.

Definicja 8.4.1. Niech A C X, A # X bedzie zbiorem niepustym. Mdowimy, ze odwzorowanie
u.s.c. p: A—Y ma elementarne przedtuzenie, jesli istnieje odwzorowanie u.s.c. @ : X —o
Y takie, Ze 9x\a 1 X\A =Y jest odwzorowaniem ciggtym i dla kazdego v € A p(x) = ¢(x).

Bedzie nam potrzebne nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 8.4.2. (/23]) Nech X,Y bedq przestrzeniami metryzowalnymi zwartymi. Niech
A C X bedzie domkniety w X, przeliczalnie wymiarowy i niech Y € ANR (Y € AR).
Zatozmy, ze odwzorowanie wielowarto$ciowe ¢ : A —o Y jest u.s.c. i dla kadego r e A
o(x) jest zwarty i ma trywialny ksztatt. Wtedy ¢ ma elementarne przedtuzenie ¢ : U —o Y
(0: X —Y), gdzie U D A jest pewnym zbiorem otwartym w X.

Propozycja 8.4.3. ([29]) Niech Y € ANR (Y € AR) i niech A C X bedzie domkniety i
przeliczalnie wymiarowy, gdzie X jest zwarta. Wtedy multifunkcja specjalna ¢ : A =g, Y
ma elementarne przediuzenie o : U —o Y (p: X —o Y ), gdzie U D A jest pewnym zbiorem
otwartym w X.

Poniewaz klasa odwzorowan wielowarto$ciowych zawiera klase odwzorowan jednowartos-
ciowych, wiec nie ma potrzeby uzasadniania, ze zbiér A musi by¢ domkniety i przestrzen
Y € ANR (Y € AR). W Propozycji 8.4.3, nie mozna rowniez pomina¢, ze zbior A jest
przeliczalnie wymiarowy. Wiemy, ze jesli przestrzen zwarta X € ANR (w szczegolnoscei,
X € AR), to jest przesuwalna.

Przyklad 8.4.4. Niech X C Q) bedzie zwarta i taka, ze X jest acykliczna i nieprzesuwalna
(patrz, [14]). Niech p: Q — X bedzie odwzorowaniem cell-like. Niech ¢ : X —,, Q bedzie
multifunkcjq specjalng dang wzorem

o(x) =p Hx) dla dowolnego v € X.

Zatozimy, ze istnieje elementarne przediuzenie ¢ : U —o Q, gdzie U D X jest pewnym zbiorem
otwartym w Q. Odwzorowanie r : U — X dane wzorem

r=pog

jest retrakcjq. Stgd X € ANR, ale to jest niemozliwe, poniewaz X nie jest przesuwalna.
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Propozycja 8.4.5. ([29]) Niech Y € ANR (Y € AR) i niech X bedzie przestrzeniq me-
tryzowalng. Zatozmy, ze zbior A C X jest niepusty, domkniety i taki, Ze X\ A jest zwarty
i przeliczalnie wymiarowy. Wtedy multifunkcja specjalna ¢ @ A —¢, Y ma elementarne
przedtuzenie na U (X ), gdzie U D A jest pewnym zbiorem otwartym w X.

Do przysztych rozwazan beda potrzebne nastepujace fakty:

Twierdzenie 8.4.6. (/29/) NiechY € ANR (Y € AR). Niech X bedzie osrodkowa, lokalnie
zwarta i przeliczalnie wymiarowa (niekoniecznie zwarta) i niech A C X bedzie niepustym i
domknietym zbiorem (niekoniecznie zwartym). Wiedy multifunkcja specjalna ¢ : A —g, Y
ma elementarne przediuzenie ¢ : U —o Y (p: X —o Y ), gdzie U D A jest pewnym zbiorem
otwartym w X.

Mozna wykazaé (patrz [29]), ze klasa odwzorowan wielowartosciowych, ktore maja elemen-
tarne przedtuzenie jest istotnie wieksza niz klasa multifunkcji specjalnych. Mamy nastepu-
jace twierdzenie, ktore charakteryzuje absolutne retrakty i absolutne otoczeniowe retrakty.

Twierdzenie 8.4.7. ([31, 34]) Niech T € ANR (T € AR). Niech Y oznacza domkniete
zanurzenie przestrzent Y w przestrzeni T. Zatozmy, Ze istniejg: odwzorowanie u.s.c. ¢ :
Y — X, ciggte odwzorowanie f : X — Y i otwarty zbior U DY w T taki, Ze sq spetnione
nastepujgce warunki:

8.4.7.1 ¢ ma elementarne przedtuzenie ¢ : U — X (p: T — X ),

84.72 foyp=Idy.

Wtedy Y € ANR (Y € AR).

Niech X 1Y bedg przestrzeniami metryzowalnymi. Bedziemy pisa¢, ze
X >o0,Y

jezeli istnieja: funkcja ciggta f : X — Y i multifunkcja specjalna ¢ : Y —,, X, takie ze
o € {f}, to znaczy f o = Idy. Wypiszmy kilka interesujacych wnioskow, ktore wynikaja
z Twierdzen 8.4.7 1 8.4.6 oraz z Propozycji 8.4.3 1 8.4.5.

Propozycja 8.4.8. (/29, 51, 33, 34]) Niech Y C R™ bedzie niepustym i domknietym zbiorem
i niech X € ANR (X € AR). Jezeli
X >o0,Y

toY € ANR (Y € AR).

Propozycja 8.4.9. (/29, 31, 35, 34]) Niech Y bedzie zwartq i przeliczalnie wymiarowq
przestrzeniq i niech X € ANR (X € AR). Jesli

X >0, Y
toY € ANR (Y € AR).

Propozycja 8.4.10. ([29, 31, 33, 34]) Niech T € ANR (T € AR) i niech Y C T bedzie
domknictq przestrzeniq i takg, Ze T\_Y jest zwarta i przeliczalnie wymiarowa. Jeslh X €
ANR (X € AR) i

X >0,Y

toY € ANR (Y € AR).
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8.5 Uogoblnione twierdzenie o przedluzaniu homotopii

Elementarne przedtuzanie odwzorowan wielowartosciowych mozna réwniez wykorzystaé do
charakteryzacji absolutnych otoczeniowych retraktow. Udowodnimy miedzy innymi, ze
zwarty, skonczenie wymiarowy AN R, ktory ma trywialny ksztalt jest absolutnym retraktem
(patrz, |34, 35]). Wprowadzimy pewne oznaczenia. Niech h : X — Y bedzie domknietym
zanurzeniem. Przestrzen h(X) bedziemy utozsamiaé z przestrzenia X i bedziemy pisac

X Y.

Niech X Cj Z i niech V' C Z bedzie zbiorem takim, ze X C V. Symbolem M(X,V,Z)
oznaczymy zbior:

(8.9) M(X,V,Z)=7Z x {1}uV x [0,1].

Jesli V = X, to piszemy M(X,V,Z) = M(X, Z).

Sformutujemy uogoélnione twierdzenie o elementarnym przedtuzaniu homotopii.

Twierdzenie 8.5.1. ([35]) Niech X C, T i niech H : X x[0,1] — Y bedzie odwzorowaniem
u.s.c.. Zalézmy, Ze istnieje zbior otwarty V. C T taki, ze X C V iV : M(X,V,T) x
[0,1] — Y jest elementarnym przediuzeniem odwzorowania H. Wtedy istnieje elementarne
przedtuzenie H : T x [0,1] — Y odwzorowania H.

Propozycja 8.5.2. ([35]) Niech T bedzie lokalnie zwarta, osrodkowa i przeliczalnie wymi-
arowa. Niech X Cj, T i niech’Y € ANR. Niech H : X x [0,1] =g, Y bedzie multifunkcjq
specjalng i takq, ze H(-,1) : X x{1} =Y jest odwzorowaniem jednowartosciowym. Zatézimy,
ze H(-,1) ma ciggle przedtuzenie F : T x {1} — Y. Wtedy istnieje otwarty zbior V.C T
taki, ze X C Vi elementarne przedtuzenie W : M (X, V,T) x [0,1] — Y odwzorowania H.

Podobnie jak Propozycje 8.5.2 mozna udowodnié¢ nastepujacy fakt:

Propozycja 8.5.3. (/35]) Niech X bedzie przestrzeniq zwartq i przeliczalnie wymiarowq,
Y € ANR. Niech H : X x [0,1] =4, Y bedzie multifunkcjq specjalng i takq, ze H(-, 1) :
X x {1} = Y jest odwzorowaniem jednowartoSciowym. Zatdzmy, ze H(-,1) ma ciggle
przedtuzenie F' @ Q) x {1} — Y. Wtedy istnieje zbior otwarty V. C @Q taki, z2e X C V i
elementarne przedtuzenie U : M(X,V,Q) x [0,1] — Y odwzorowania H.

Kolejne dwa fakty wynikaja z Propozycji 8.5.2 1 8.5.3.

Propozycja 8.5.4. (/35]) Niech T bedzie lokalnie zwarta, osrodkowa i przeliczalnie wymi-
arowa. Niech X Cp, T 1 Z € ANC(Y,D). Niech H : X x [0,1] =g Z bedzie multifunkcjq
specjalng i takq, ze H(-,1) : X x{1} — Z jest odwzorowaniem jednowartosciowym. Zatdézimy,
ze H(-,1) ma ciggle przedtuzenie F : T x {1} — Z. Wtedy istnieje otwarty zbior V.C T
taki, ze X C V i elementarne D-przedtuzenie W : M(X,V,T) x [0,1] — Y odwzorowania H.

Propozycja 8.5.5. ([35]) Niech Q bedzie kostkq Hilberta. Niech X bedzie zwarta i przeliczal-
nie wymiarowa i niech Z € ANC(Y,D). Niech H : X x [0,1] =4, Z bedzie multifunkcjq
specjalng i takq, ze H(-, 1) : X x{1} — Z jest odwzorowaniem jednowartosciowym. Zatdézmy,
ze H(-,1) ma ciggle przedtuzenie F : Q x {1} — Z. Wtedy istnieje zbior otwarty V C Q
taki, ze X C V i elementarne D-przedtuzenie ¥ : M(X,V,Q) x [0,1] — Y odwzorowania H.
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Mamy nastepujacy ogodlny fakt:

Propozycja 8.5.6. (/35]) Niech Z C;, T i niech g : Z — X bedzie cigglym odwzorowaniem.
Zatozmy, zZe istnieje odwzorowanie u.s.c. H : Z x [0,1] — X takie, ze H(z,0) = {g(x)}
dla kazdego v € Z. Jezeli istnieje otwarty zbior V. C T taki, ze Z C V 1 elementarne
przedtuzenie W : M(Z,V,T) x [0,1] — X odwzorowania H, to X jest g-retraktem T.

7 ostatniego faktu wynikaja nastepujace wnioski:

Propozycja 8.5.7. (/35]) Niech T bedzie lokalnie zwarta, osrodkowa i przeliczalnie wymi-
arowa. Niech S Cp, T (lub niech S bedzie zwarta i przeliczalnie wymiarowa). Zaldzmy, Ze
X € ANRR(V) i istniejg: Z € ANC(X,V) i multifunkcja specjalna H : S x [0,1] —,, Z
takie, ze H(x,0) = p(x) i H(x,1) = zy dla kazdego x € S, gdzie zy € Z jest ustalonym
punktem i p € V(S, 7). Wtedy X € ARR(V).

Propozycja 8.5.8. ([35]) Niech T bedzie lokalnie zwarta, osrodkowa i przeliczalnie wymi-
arowa i niech X € ANRR(V). Zatozmy, ze istnieje Z € ANC(X,V) taka, ze Z Cp, T (lub Z
jest zwarta i przeliczalnie wymiarowa) i istnieje multifunkcja specjalna H : Z x [0,1] —,, Z
taka, ze H(z,0) = z i H(z,1) = zy dla kazdego z € Z, gdzie zy € Z jest ustalonym punktem.
Wtedy X € ARR(V).

Propozycja 8.5.9. ([35]) Niech T bedzie lokalnie zwarta, osrodkowa i przeliczalnie wymi-
arowa i niech X € ANR. Zatozmy, ze X Cp, T (lub X jest zwarta i przeliczalnie wymiarowa)
i istnieje multifunkcja specjalna H : X x [0,1] —,, X taka, ze H(x,0) = x i H(z,1) = xg
dla kazdego x € X, gdzie vy € X jest ustalonym punktem. Wtedy X € AR.

W szczegoblnoscei z Propozycji 8.5.81 8.5.9 wynika pewna charakteryzacja absolutnych otoczeniowych
retraktow w przestrzeniach skoriczenie lub przeliczalnie wymiarowych.

Propozycja 8.5.10. (/34, 35/) Niech X C R™ bedzie domknietym zbiorem (lub niech X
bedzie zwarta i przeliczalnie wymiarowa) i niech X € ANR. Jezeli istnieje multifunkcja
specjalna H : X x [0,1] —,, X taka, ze H(z,0) =x 1 H(x,1) = o dla kazdego v € X, gdzie
xo € X jest ustalonym punktem, to X € AR.

Zauwazmy na koniec, ze jezeli X jest zwarta i ma trywialny ksztalt, to odwzorowanie
wielowartosciowe H : X x [0,1] —o X dane wzorem:

z for (z,t) € X x[0,1/2),
H(z,t) =4 X for (z,t) € X x {1/2},
xo for (x,t) € X x (1/2,1]

jest multifunkcja spetniajaca zatozenia Propozycji 8.5.10. Stad, jezeli przestrzen X € ANR
jest zwarta, przeliczalnie wymiarowa (w szczegdlnosci, skoriczenie wymiarowa) i ma trywialny
ksztalt, to X € AR.

8.6 Badanie wlasno$ci przestrzeni metrycznych.

Relatywna homotopia (w szczegolnosci homotopia multimorfizméw) poszerza nasza wiedze
dotyczaca topologicznego badania acyklicznosci zbioru. Na poczatek zauwazmy, ze (patrz
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Definicja 8.1.11, Propozycja 8.1.5 i Definicja 8.1.14) pojecia multiSciagalnosci w konteks-
cie multimorfizmoéow i1 V-§ciaggalnoéci sg rownowazne. Zauwazmy, ze X jest H-Sciggalna do
punktu wtedy i tylko wtedy, gdy X jest $ciggalna do punktu. Podamy przyktad przestrzeni
X takiej, ze X jest CE-Sciagalna (V-$ciggalna do punktu) i nie jest $ciggalna do punktu.
Przypomnijmy, ze jesli zwarta przestrzen jest Sciggalna do punktu, to X jest przesuwalna.

Przyklad 8.6.1. Niech X bedzie nieprzesuwalng przestrzeniq zwartq ¢ taka, ze istnieje odw-
zorowanie cell-like p - QQ — X, gdzie Q) jest kostkq Hilberta. Przestrzen X nie jest sciggalna
do punktu. Niech o € X i niech p(z0) = xo. Definiujemy homotopie h : Q x [0,1] — X
za pomocqg wzoru h(z,t) = p((1 — t)z + tzo) dla kazdego (z,t) € Q x [0,1]. Stgd X jest
CE-sciggalna (V-sciggalna) do punktu.

Niech A C X bedzie niepustym zbiorem i niech i : A < X bedzie inkluzja. Niech
CY¥ : X — X bedzie odwzorowaniem statym, to znaczy C3(z) = zo dla kazdego x € X,
gdzie o € X jest ustalonym punktem.

Definicja 8.6.2. Niech X C Q bedzie zbiorem zwartym. Mowimy, ze X jest D-$ciggalne do
punktu w kazdym swoim otoczeniu (piszemy, X € Drg), jesli istnieje punkt xo € X taki, ze
dla kazdego otwartego otoczenia U przestrzeni X w Q)

i ~p (1% 0 CP).

Niech A C X. Symbolem O.(A) oznaczymy nastepujacy zbior:
O.(A) ={z € X; istnieje y € A taki, ze dx(z,y) <e},
gdzie dy jest metryka w przestrzeni X.

Lemat 8.6.3. Niech X € Dpg. Wtedy istnieje punkt xg € X i g: Z — X, g € D(X) takie,
ze dla kazdego otwartego otoczenia U przestrzent X w Q)

i~ (i 0 CF).

Proof. Niech X € Drg. Wtedy dla kazdego n istnieje g, : Z, — X, g, € D(X) takie, ze
istnieje homotopia h,, : Z, x [0,1] = Oy,,(X) taka, 7e h,(z,0) = gn(2) i hn(z,1) = x¢ dla
kazdego z € Z,,, gdzie x5 € X jest ustalonym punktem. Niech

Z=U]Ilo'@c]]2

zeX n=1

i niech m, : Z — Z, bedzie projekcja dla n > 1. Jest oczywiste, ze Z jest przestrzenia
metryzowalng. Definiujemy odwzorowanie g : Z — X za pomoca wzoru:

g9(z) = q1(m(2)) dla kazdego z € Z.
Zauwazmy, ze g € D(X) i dla kazdego n
91(m1(2)) = gn(ma(2))

dla kazdego z € Z. Niech U C @ bedzie otwartym otoczeniem przestrzeni X. Istnieje n
takie, ze O1/,(X) C U C Q. Definiujemy homotopie¢ hy : Z x [0,1] — U za pomocg wzoru

hy(z,t) = hy(m,(2),t) dla kazdego (z,t) € Z x [0, 1].
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Stad dla kazdego z € Z mamy

hu(2,0) = hn(m(2),0) = gn(ma(2)) = 9(2) 1 hu(z,1) = ha(mn(2),1) = 2o
i dowod jest zakoriczony. O
Niech A C X. Symbolem ¢lA oznaczymy domkniecie zbioru A w przestrzeni X.
Propozycja 8.6.4. Niech X € Vpg. Wtedy X jest przestrzeniq acykliczng.

Proof. Niech dla kazdego n Y, = cl(O1/,(X)). Wtedy mamy

ﬁ Y, =X.
n=1

7 ciaglosci homologii Cecha homomorfizm naturalny
Js  Ho(X) — 1131H*(Yn)
dany za pomocg wzoru
(8.10) Je(a) = (Jic(a), ..., jns(a), ...) dla kazdego a € H.(X)

jest izomorfizmem, gdzie dla kazdego n j,. jest homomorfizmem indukowanym przez inkluzje
Jn + X = Y,. Z Lematu 8.6.3 istnieje odwzorowanie Vietorisa p : Z — X takie, ze dla
kazdego n
jn op Njn OO§O~
Stad dla kazdego n ju« 0 px = jnx 0 (CF°)«. Z (8.10) dostajemy p, = (C3°).. Odwzorowanie p,
jest izomorfizmem (patrz, [6]), wiec X jest przestrzenia acykliczna i dowdd jest zakonczony.
m

Podamy bardzo prosty przyklad, ktory pokazuje, ze V-homotopia jest dobrym narzedziem
do topologicznego badania acyklicznosci zbioru.

Przyklad 8.6.5. Niech X bedzie zwarta © nieprzesuwalna © taka, ze istnieje odwzorowanie
cell-like p : Q — X (patrz, §3.4). Zaléimy, ze Y ma trywialny ksztalt i nie jest tukowo
spajna (patrz, [5]). Niech Z = X x Y. Jest jasne, Ze przestrzen Z C Q) nie ma trywialnego
ksztattu (Z nie jest przesuwalna, patrz, Propozycja 8.1.10) i Z nie jest V-$ciggalna (Z nie
jest tukowo spdjna, patrz, Propozycja 8.1.12). Niech Uy, Uy C Q bedq zbiorami otwartymi
takimi, ze X C Uy 1Y C Uy. Wtedy Uy x Uy = U jest otwartym zbiorem w (Q x Q) ~ Q.
Definiujemy homotopie H : Q x Y x [0,1] — Uy x Uy za pomocg wzoru:

H(z,y,t) = (p((1 = t)x + txg), h(y,t)) dla kazdego (x,y,t) € Q xY x [0,1],

gdzie g € X, h : Y x [0,1] — U, jest homotopiq takq, ze h(y,0) =y i h(y,1) =y € Y
dla dowolnego y € Y (Y C Uy € ANR ma trywialny ksztalt, wiec jest $ciggalny w kazdym
swoim otoczeniu). Stad zbidr Z jest V-Sciggalny do punktu w kazdym swoim otoczeniu.

Na koniec podamy jeszcze jedno wazne zastosowanie homotopii relatywne;j.
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Definicja 8.6.6. Mowimy, ze przestrzenie metryzowalne X 1Y majq ten sam typ D-
homotopii (piszemy, X ~p 'Y ), jesli istniejq odwzorowania ciggte fr : X =Y i fo: Y — X
takie, ze
(f20 fi) ~p Idx i (fio fo) ~p Idy.
Propozycja 8.6.7. Niechv:S — X i f1, fo: X =Y bedq ciggltymi funkcjami. Wtedy
(fi~p f2) = (fiov) ~p (f200).
Proof. Z zalozenia istnieje odwzorowanie g € D(Z, X)) takie, ze (fiog) ~ (f20g). Definiujemy
przestrzen P nastepujaco (patrz, |6]):
P={(s,z) € 5x Z; v(s) =g(2)}.
Przestrzen P jest niepusta i metryzowalna. Mamy nastepujace diagramy:
p _M S v, ox f1,f2 Y.
P T2 Z g X f17f2\ Y

?

gdzie m : P — S'imy: P — Z sa projekcjami. Zauwazmy, ze m; € D(P,S) ivom = goms.
Jest oczywiste, ze
fio(gom)~ fao(goms).

Stad

(fiov)om ~ (faov)om, wigc (fiov) ~g (f200)
i dowod jest zakoriczony. O
Niech fi,fo: X =Y, u:Y = Tig:7Z — X beda ciaglymi funkcjami. Zauwazmy, ze z
Definicji 8.1.6 i z wlasnosci homotopii wynika, ze:

(811) (fi ~g f2) & (frog) ~ (faog) = ((uo fr)og) ~ ((uo fa) 0g) & (uo f1) ~y (uo f).

Propozycja 8.6.8. Relacja ~p wprowadzona w Definicji 8.6.6 jest relacjg rownowaznosci
w klasie przestrzeni metryzowalnych.

Proof. Jest oczywiste, ze relacja ~p jest zwrotna i symetryczna. Udowodnimy, ze jest prze-
chodnia. Niech X ~p YV iV ~p Z. Wtedy istnieja odwzorowania ciagte f; : X — Y,
oY =X, fs:Y—=>Zif,: Z—=Y takie, ze

(fzofl) ~p Idx i (fl Of2) ~p Idy

(fao f3) ~p Idy 1 (fso f1) ~p ldz.
Niechu= f3ofi1: X - Ziv=foo fy: Z— X. Wtedy z Propozycji 8.6.7 1 (8.11) mamy

UOUZfQO(f4Of3)0f1 ~p fao fi ~p Idx

uov = fzo(fiofa)o fir~p fyofy~pldz.
Stad X ~p Z i dowdd jest zakonczony. O

Niech X bedzie przestrzenia metryzowalna i niech [X]p oznacza klase abstrakeji relacji ~p.
Wtedy mamy
[Xu C [X]v C [X]e.
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9. MULTIRETRAKTY APROKSYMATYWNE

9.1 Preliminaria

Bedziemy potrzebowadé nastepujace definicje i fakty:

Propozycja 9.1.1. ([6]) Niech U bedze otwartym podzbiorem w przestrzeni unormowanej
E i niech X bedzie zwartym podzbiorem U. Je$l inkluzja i : X — U indukuje monomorfizm
iv: Ho(X) — H.(U), to X jest skoriczonego typu.

Propozycja 9.1.2. [6] Niech X bedzie zwartym zbiorem w kostce Hilberta Q). Dla dowolnego
otoczenia otwartego U zbioru X w Q) istnieje zwarta przestrzen C € ANR taka, 7e X C C' C
U.

Niech K"*! bedzie domknieta kula w przestrzeni euklidesowej R"*! o érodku w punkcie 0 i
promieniu 1 i niech S* € K" bedzie sferg. Przypomnijmy, ze zwarta przestrzein X C Q
ma trywialny ksztatt, jesli jest $ciggalna w kazdym swoim otoczeniu otwartym.

Definicja 9.1.3. Niech A C X bedzie zwartym zbiorem. Mowimy, ze A jest co-proksymalnie
spojny w X, jesli dla kazdego € > 0 istnieje 0 < ¢ takie, ze dla kazdego n = 0,1,2, ... i dla
dowolnego odwzorowania cigglego g : S* — Os(A) istnieje odwzorowanie ciggle g : KM —
O.(A) takie, ze g(x) = g(z) dla wszystkich x € S".

Uwaga 9.1.4. [1, 6] Niech X C Q bedzie zwartq przestrzeniq. Stosujgc Twierdzenie Hymana
(patrz, [12]) mozna pokazaé, zZe przestrzen X jest co-proksymalnie spdjna wtedy i tylko wtedy,
gdy ma trywialny ksztatt.

Niech (X,dx) bedzie przestrzenia metryczna, A C X bedzie niepustym zbiorem i niech
e > 0. Symbolem O.(A) bedziemy oznacza¢ nastepujacy zbior:

O.(A) ={y € X; istnieje z € A takie, ze dx(z,y) < e}.

Definicja 9.1.5. Niech ¢ : X — Y bedzie odzworowaniem wielowarto$ciowym u.s.c. i niech
e > 0. Odwzorowanie ciggte f : X — Y jest e-aproksymacjq ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego v € X, f(x) € O (p(O:(2))).

Uwaga 9.1.6. Niech ¢ : X —o Y bedzie odwzorowaniem wielowartosciowym u.s.c.. Mowimy,
ze o ma przyblizony selektor, jesli dla kazdego € > 0 istnieje e-aproksymacja p.

Twierdzenie 9.1.7. [6] Niech X bedzie zwartym ANR i niech ¢ : X —o Y bedzie u.s.c..
Zatdzimy, ze dla kazdego x € X zbior ¢(x) jest co-proksymalnie spdjny. Wtedy ¢ ma przy-
blizony selektor.

Niech ¢ : X —o Y bedzie odzworowaniem wielowartosciowym i niech A C X bedzie
niepustym zbiorem. Symbolem ¢4 : A — X oznaczymy odwzorowanie dane wzorem
wa(z) = p(x) dla kazdego = € A.

Definicja 9.1.8. Niech A C X (A # X ) bedzie niepustym zbiorem. Niech ¢ : A — Y
bedzie u.s.c.. Odzworowanie u.s.c. ¢ : X —o Y nazywamy elementarnym przedluzeniem
odwzorowania ¢, jesli ox\a : X\A =Y jest funkcjq cigglta i 94 = .
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Propozycja 9.1.9. [29, 23] Niech X bedzie przestrzeniq zwartq, Y € ANR (Y € AR) i
niech A C X (A # X) bedzie zbiorem niepustym, domknietym i przeliczalnie wymiarowym
(w szczegdlnosci, skoriczenie wymiarowym). Zatdzimy, ze ¢ : A —o Y jest u.s.c. i takie, Ze
dla kazdego x € X, zbidr p(x) ma trywialny ksztalt. Wtedy ¢ ma elementarne przedtuzenie
o:U—oY (¢: X —Y), gdzie U C X jest pewnym zbiorem otwartym i takim, ze A C U.

Definicja 9.1.10. Niech X € ANR i niech Xo C X bedzie domknietym podzbiorem.
Mowimy, ze Xo jest przesuwalna w X, jezeli dla kazdego otoczenia U przestrzeni X, ist-
nieje otoczenie otwarte U’ przestrzeni Xo, U’ C U takie, zZe dla dowolnego otoczenia U”
przestrzeni X, U" C U istnieje homotopia H: U’ x [0,1] — U, taka, ze H(x,0) = x i
H(z,1) € U", dla dowolnego x € U’.

Definicja 9.1.11. Niech X bedzie przestrzeniq zwartqg. Mowimy, ze X jest przesuwalna
jezeli istnieje Z € ANR i zanurzenie e : X — Z takie, ze e(X) jest przesuwalna w Z.

Odnotujmy, ze wlasno$¢ przesuwalnosci jest wlasnoscig absolutna, to znaczy, ze jesli A jest
przesuwalna w pewnej przestrzeni X € ANRij: A — X' jest zanurzeniem przestrzeni A
w przestrzeni X' € ANR, to j(A) jest przesuwalna w X’ (patrz, [2]).

Uwaga 9.1.12. /2] Przestrzeniami przesuwalnymi sq miedzy innymi przestrzenie typu: AR,
ANR, AANR (w sensie Clappa), FAR i FANR.

Propozycja 9.1.13. [2] Niech X 1Y bedg przestrzeniami zwartymi. Przestrzen X XY jest
przesuwalna wtedy 1 tylko wtedy, gdy X +Y sq przesuwalne.

Twierdzenie 9.1.14. (/6/) Niech X bedzie zwartq przestrzeniq skoriczonego typu. Wtedy
istnieje € > 0 takie, zZe dla kazdej zwartej przestrzent Y 1 dla kazdych dwdch odwzorowan
ciggtych f,9:Y — X, jesli dx(f(y),9(y)) < € dla kazdego y € Y, to f. = g., gdzie dx jest
metrykg w X.

Twierdzenie 9.1.15. (Kinneth, patrz [6]) Niech X 1Y bedq zwartymi przestrzeniami skoric-
zonego typu. Wtedy istnieje izomorfizm

L:H(X xY) — H(X)® H(Y).

Powyzsze twierdzenie mozna uogo6lni¢ na dowolna, ale skoriczong liczbe przestrzeni zwartych,
skoniczonego typu.

Propozycja 9.1.16. (/1]) Niech dla kazdego n, X,, bedzie zwartq przestrzeniq i niech X =
112, X Jesli dla kazdego n, X,, ma trywialny ksztalt, to X ma trywialny ksztalt.

Propozycja 9.1.17. ([37]) Niech dla kazdego n, X,, bedzie zwartq przestrzeniq i niech X =
12, X, Jesli dla kazdego n, X,, jest acykliczna, to X jest acykliczna.

9.2 Aproksymatywne relatywne retrakty.

Aproksymatywne multiretrakty mozna oczywiscie zdefiniowaé w nastepujacy sposob (patrz,
137]):
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Definicja 9.2.1. Niech X bedzie zwartq przestrzeniqg. Mowimy, ze X jest aproksymaty-
wnym ANMR (piszemy, X € AANMR) pod warunkiem, ze dla dowolnego ¢ > 0 istnieje
przestrzen unormowana FE. © zbior otwarty U. C E., odwzorowanie ciggte r. : U. — X 1
multifunkcja o : X —,, Ue taka, ze dla kazdego v € X

re(pe(r)) C B(x, €),
gdzie B(x,¢e) jest otwartq kulg w X o $rodku w punkcie x i promieniu ¢.

Definicja 9.2.2. Nech X bedzie zwartq przestrzenig. Mowimy, ze X jest aproksymatywnym
AMR (piszemy, X € AAMR) pod warunkiem, zZe dla kazdego € > 0 istnieje przestrzer
unormowana E., odwzorowanie ciggle r. : E. — X 1 multifunkcja . : X —,, E. taka, ze
dla kazdego x € X

re(¢e(z)) C B(a,¢),

gdzie B(x,¢e) jest otwartq kulg w X o $rodku w punkcie x i promieniu e.

Nasze rozwazania zaczniemy od zdefiniowania relatywnego aproksymatywnego retraktu (pa-
trz, [38]) i podamy kilka jego wlasnosci oraz udowodnimy, ze Definicje 9.2.2 1 9.2.1 sa
rownowazne odpowiednio Definicjom 9.2.419.2.5 (patrz ponizej). Niech X bedzie przestrzenia
metryzowalng. Symbolem dx oznaczymy metryke w przestrzeni X.

Definicja 9.2.3. Niech ¢ > 0, Z C Y i niech g : Z — X bedzie odwzorowaniem cigglym.
Przestrzeri metryzowalng X naywamy e-(g-retraktem) przestrzeni metryzowalnej Y (to znaczy,
jest e-retraktem wzgledem g), jesli istnieje cigglte odwzorowanie r:Y — X takie, Ze

dx(r(z),9(2)) < e dla kazdego z € Z.

Przestrzeri Z nazywamy e-(g-nosnikiem) przestrzeni X w przestrzeni Y (piszemy, Z €
Cs(X,9)), a odwzorowanie r bedziemy nazywaé e-(g-retrakcjg).

Niech D bedzie rodzina zbioréw zwartych, zdefiniowana w preliminariach rozdziatu siocdmego.

Definicja 9.2.4. Mdowimy, ze przestrzen metryzowalna X jest aproksymatywnym absolutnym
relatywnym retraktem (piszemy, X € AARR(D)) jesli dla kazdego € > 0 istnieje przestrzer
Z. taka, ze dla kazdej przestrzeni T 1 dla kazdego domknietego zanurzenia h : Z. — T istnieje
ge : h(Z:) = X, g € Dp(X) takie, ze h(Z.) € C5(X,g.). Niech € > 0. Przestrzen Z.
bedziemy nazywaé absolutnym e-nosnikiem przestrzeni X i bedziemy pisaé Z. € AC*(X, D).

Definicja 9.2.5. Mowimy, Ze przestrzen metryzowalna X jest aproksymatywnym absolut-
nym otoczeniowym retraktem (piszemy, X € AANRR(D)), jesli dla kazdego € > 0 istnieje
przestrzen metryzowalna Z. taka, zZe dla kazdej przestrzeni metryzowalnej T i dla kazdego
zanurzenia domknietego h . Z. — T istnieje g. : h(Z.) — X, g € Dyp(X) i zbior ot-
warty U, C T taki, ze h(Z.) C U i h(Z.) € C; (X, ge). Niech € > 0. Przestrzen Z.
bedziemy nazywaé absolutnym otoczeniowym c-nosnikiem przestrzent X @ bedziemy pisaé

Z. € ANC:(X,D).
Zauwazmy, ze:
(X € ARR(D)) = (X € AARR(D)),
(X € ANRR(D)) = (X € AANRR(D)),
(X € AARR(D)) < (dla kazdego € > 0 AC®(X,D) # () i
(X € AANRR(D)) < (dla kazdego ¢ > 0 ANC®(X,D) # 0).
Niech () bedzie kostka Hilberta.
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Propozycja 9.2.6. ([38]) Niech X bedzie przestrzeniq metryzowalng.

9.2.6.1 Przestrzenn X € AARR(D) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje przestrzen zwarta Z C Q,
9:7Z— X, g€ Dqg(X) takie, ze dla kazdego ¢ >0 Z € C(X, g).

9.2.6.2 Przestrzenn X € AANRR(D) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje przestrzen zwarta
ZCQ,9:7Z— X geDy(X) takie, Ze dla kazdego ¢ > 0 istnieje otwarty zbior U. C Q
taki, ze Z C U, i Z € Cj (X, g).

Podobnie, jak Propozycje 9.2.6, mozna udowodnié¢ nastepujacy fakt:

Propozycja 9.2.7. ([38]) Niech X bedzie przestrzenig metryzowalng.

9.2.7.1 Przestrzern X € AARR(D) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje przestrzen unormowana
E, przestrzen zwarta Z C F, g : Z — X, g € Dp(X) takie, Ze dla kazdego ¢ > 0 Z €
Ce(X.9).

9.2.7.2 Przestrzen X € AAN RR(D) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje przestrzer unormowana
E, przestrzen zwarta Z C E, g : Z — X g € Dg(X) takie, ze dla kazdego € > 0 istnieje
otwarty zbior U. C E taki, ze Z C U, i Z € Cf_(X, g).

Korzystajac z Propozycji 9.2.6 lub Propozycji 9.2.7 wprowadzimy nastepujaca definicje:

Definicja 9.2.8. Niech X bedzie przestrzeniq metryzowalng.

9.2.8.1 Przestrzen X bedziemy nazywaé aproksymatywnym absolutnym otoczeniowym relaty-
wnym retraktem w sensie Noguchi (piszemy, X € AANRRN(D)), jesli istniejg: otwarty
zbior U C Q (U C E), zwarta przestrzen Z C U, g : Z — X, g € Do(X) (9 € Dp(X))
takie, ze dla kazdego ¢ >0 Z € C;(X, g), gdzie E jest pewng przestrzeniq unormowandg.
9.2.8.2 Przestrzen X bedziemy nazywac aprksymatywnym absolutnym otoczeniowym relaly-
wnym retraktem w sensie Clappa (piszemy, X € AANRRq(D)), jesli istnieje przestrzen
zwarta Z C Q (Z CE), g:7Z — X, g € Dg(X) (g € Dg(X)) takie, zZe dla kazdego € > 0
istnieje otwarty zbior U, C Q (U. C E) taki, ze Z C U, i Z € Cf; (X, g), gdzie E jest pewnq
przestrzeniq unormowandg.

Definicja 9.2.8 dotyczy tylko przestrzeni AAN RR(D), poniewaz z Propozycji 9.2.6 (warunek
9.2.6.1) wynika, ze:

(9.1) AARR¢(D) = AARRy (D).

Symbolem AAN Ry oznaczymy klase aproksymatywnych absolutnych otoczeniowych re-
traktow w sensie Noguchi i symbolem AAN Rq - klase aproksymatywnych absolutnych
otoczeniowych retraktow w sensie Clappa. Zauwazmy, ze:

X € AARR(H) & X € AAR,

X € AANRRy(H) & X € AANRy,
X € AANRR¢(H) < X € AANRc.

Jest jasne, ze jesli X € AANRRN(D), to X € AANRR(D). Pozniej wykazemy, ze imp-
likacja odwrotna nie jest prawdziwa. Przypomnijmy, ze jesli g : 7 — X jest odwzorowaniem
Vietorisa, to g, : H,(Z) — H.(X) jest izomorfizmem (patrz, [6]).

Propozycja 9.2.9. ([38]) Niech X € AANRRN(V). Wtedy X jest skoriczonego typu.
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Podobnie, jak Propozycje 9.2.9, mozna udowodni¢ nastepujacy fakt (patrz, (9.1)):
Propozycja 9.2.10. (/38]) Niech X € AARR(V). Wtedy X jest przestrzeniq acykliczng.
Udowodnilismy, ze Definicje 9.2.21 9.2.1 sa réwnowazne odpowiednio Definicjom 9.2.419.2.5.

Propozycja 9.2.11. (/38]) Niech (X,dx) bedzie przestrzeniq metryczng.
0.2.11.1 X € AAMR & X € AARR(V),
92112 X € AANMR < X € AANRR(V).

Propozycja 9.2.12. (/38]) Niech (X, dx) bedzie przestrzeniq metryczng i niech g : Z — X
bedzie odwzorowniem takim, ze g € Vo(X). Zatdzmy, ze dla dowolnego n i dla kazdego € > 0
istniejq: przestrzenie zwarte Z, C Z, X,, C X 1 otwarte otoczenia U przestrzeni Z, w @)
takie, ze

Zn € Cpe(Xn, gn) (Zn € CH(Xn, gn)),

gdzie g, € Vo(X,), gn @ Zn — X,. Jezeli dla dowolnego n istnieje odwzorowanie ciggle
fn: Z — Z, takie, zZe dx(gn(fn(2)),9(2)) < 1/n, to X € AANRR(V) (X € AARR(V)).

9.3 Przyktady aproksymatywnych relatywnych retraktow.

W tym paragrafie podamy przyklady aproksymatywnych relatywnych retraktow (aproksy-
matywnych multiretraktow), ktore nie sa aproksymatywnymi retraktami (patrz, [37, 38]). Z
definicji tatwo wynika, ze jezeli przestrzen zwarta X € ANRR(V), to jest lokalnie spdjna.

Propozycja 9.3.1. (/38]) Niech X € AANRRc(V) (X € AANRRN(V)). Jeslip: X =Y
jest odwzorowaniem Vietorisa, to Y € AANRRc(V) (Y € AANRRyN(V)). Natomiast, jesli
X € AARR(V) to Y € AARR(V).

Propozycja 9.3.2. (/37, 38]) Niech X,, € AANRR-(V) (X,, € AARR(V)) dla kazdego n
i ntech X =1[02, X,,. Wtedy X € AANRRc(V) (X € AARR(V)).

Podobnie mozna udowodni¢ nastepujacy fakt:

Propozycja 9.3.3. (/37, 38]) Niech X, € AANRRN(V) dla kazdego 1 < k < n i nech
X =TI, X. Wtedy X € AANRRy(V).

Przyktad 9.3.4. Niech f = M, : Q — X, = X bedzie odwzorowaniem J. van Milla.
Prazypomnijmy, ze dla kazdego v € X, f~*(z) € AR i X jest przestrzeniq nieprzesuwalng. 7
Twierdzenia 8.4.2 ©+ Przyktadu 8.4.4 wynika, Ze

dimX = oo.

Stad istnieje cigg (r,) C X zbiezny do punktu o € X i taki, Ze dla kazdego n, x, # xo.
Oznaczmy

A= G fHw) xQ, A= G{xn} x X,
n=1 n=1

Y = AU (f () x QU (Q x f(w0)), Z = A'U (fao} x X)U (X x {xo}).
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fatwo zauwazyé, Ze przestrzenie Y 1 Z sq¢ zwarte i spojne. Zauvwazmy rowniez, ze Y € AAR.
Definiujemy odwzorowanie Vietorisa p:Y — Z za pomocqg wzoru:

p(x,y) = (f(2), f(y))

dla kazdego (x,y) € Y. Z Propozycji 9.3.1 przestrzenn Z € AARR(V). Zauwazmy, Ze
przestrzeni Z nie jest lokalnie spdjna dla punktow x € ({xo} x X), wiec Z ¢ ANRR(V).
Niech S € ANRR(V) bedzie przestrzeniq zwartq, ktora nie jest acykliczna. Wtedy (S x Z) €
AANRRN(V) (patrz, Propozycja 9.3.3) i (S x Z) ¢ AARR(V) (patrz, Propozycja 9.2.10).

Przyklad 9.3.5. Niech f = M, : Q@ — X = X bedzie odwzorowaniem J. van Milla.
Przypomnigmy, ze dla kazdego v € X, f~1(x) € AR i X jest przestrzeniq nieprzesuwalng.
Niech (z,) C X bedzie ciggiem zbieznym do punktu xo € X i takim, Ze dla kazdego n,
T, # xo. Bierzemy punkt u € X taki, Ze u # xy. Oznaczmy

A= [OJ fzn) xQ, B= G{xn} x X,
n=1 n=1

Y =AU (f7 (@) x Q)U(Q x f7H(w0)) U(Q x [} (w)),
Z =BU{zo} x X)U (X x{zo}) U (X x {u}).
Latwo zauwazyé, ze przestrzenie Y 1 Z sq zwarte i spojne. Zauwazmy rowniez, ze Y €
AANRc, ale Y ¢ AANRy, poniewaz nie jest skoriczonego typu. RzeczywiScie, mozna
wykazaé, ze przestrzen Y jest retraktem przestrzeni
UJ{1/n} > [0.1]) u ({0} x [0, 1]) U ([0, 1] x {0}) U ([0, 1] x {1}).
n=1

Definiujemy odwzorowanie Vietorisa p:Y — Z za pomocq wzoru (patrz, Przyktad 9.5.4):

p(x,y) = (f(2), f(y))

dla kazdego (x,y) € Y. Z Propozycji 9.3.1 przestrzen Z € AANRRc(V). Z drugiej strony
przestrzen Z ¢ AANRRN(V), poniewaz nie jest skoniczonego typu.

Przyktad 9.3.6. Niech f = K : Q — X, = X bedzie odwzorowaniem Kieslinga Jest jasne,
ze X € ARR(V). Przypomnijmy, ze dla kazdego v € X, f~'(x) ma trywialny ksztatt 1 X
jest przestrzeniqg nieprzesuwalng. Niech Y € AANRe bedzie przestrzenig takq, ze Y nie
jest skoniczonego typu i niech Z € AAN Ry bedzie przestrzeniq takg, ze Z nie jest lokalnie
spojna. Wtedy mamy

(X xY) € AANRRc(V), (X xY) ¢ AANRRy(V),
(X x Z) € AANRRy(V), (X x Z) ¢ ANRR(V).

Przyktad 9.3.7. Niech f = M, : Q — X, = X bedzie odwzorowaniem J. van Milla.
Niech dla kazdego n, Y, = BC(n + 1,u,v, X) bedzie kostkq brzegowq przestrzeni X i niech
Y = [, Y., gdzie u,v € X i u # v. Przypomnijmy, zZe dla dowolnego n przestrzen
Y, jest skoriczonego typu i jest nieacykliczna. Z Propozycji 9.3.2 wynika, ze przestrzen
Y € AANRRc(V). Korzystajgc z Twierdzenia Kinnetha (patrz, Twierdzenie 9.1.15) mozna
wykazaé, Ze przestrzen Y nie jest skoriczonego typu. Stgd Y ¢ AANRRN(V). Niech
Z = 1Iney Yo X I [t pyi1 Sns gdzie dla kazdegon > ng S, € ANRR(V) jest przestrzeniq acyk-
liczng i S, ¢ ARR(V). Wtedy Z € AANRRc(V) i z twierdzenia Kinnetha jest przestrzeniq
skonczonego typu.
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9.4 Zastosowania

Podamy kilka zastosowan aproksymatywnych multiretraktow (patrz, |38]).

Propozycja 9.4.1. ([37, 38]) Niech X € AANRR(V). Jesli X jest skoriczonego typu, to

X ma wltasnosé punktu statego.

Podamy teraz kilka potrzebnych faktéw. Niech X bedzie przestrzenia metryzowalna, z € X
iv > 0. Symbolem B(z,v) bedziemy oznaczac¢ kule otwartag w X o §rodku w punkcie x i
promieniu v.

Propozycja 9.4.2. ([38]) Niech X bedzie przestrzeniq metryzowalng. Zaldzmy, ze dla
kazdego € > 0 istniejg: otwarty zbior U. C Q, odwzorowanie u.s.c . : X —o U i odw-
zorowanie ciggte r. : U. — X takie, ze sq spelnione nastepujgce warunksi:

9.4.2.1 dla kazdego x € X r.(p-(x)) C B(z,¢),

9.4.2.2 ¢. ma przyblizony selektor. Witedy X € AANR. Jesli dla kazdego ¢ > 0 U. = Q, to
X € AAR.

7 Propozycji 9.4.2 dostajemy nastepujacy fakt:

Propozycja 9.4.3. (/38]) Niech X € AANRR(D) (X € AARR(D)). Niech g : Z — X
bedzie odwzorowaniem takim, Ze g € Do(X) ¢ dla dowlonego ¢ > 0 istnieje otwarty zbidr
U. CQ taki, ze Z C U. i Z € Cf (X, g) (Z € C5(X,g)) (patrz, Propozycja 9.2.6). Niech
ie © Z — U bedzie inkluzjg. Jezeli dla kazdego € > 0 multifunkcja oo @ X —, Us (e :
X =, Q) wyznaczona przez (pe)m = [(g,1c)|m ma przyblizony selektor, to X € AANR
(X € AAR).

Aproksymatywne relatywne retraty mozna wykorzysta¢ do charakteryzacji aproksymaty-
wnych retraktow w przestrzeniach zwartych, przeliczalnie wymiarowych.

Propozycja 9.4.4. ([38]) Niech X € AANRR(CE) (X € AARR(CRE)). Zalozmy, ze X
jest przeliczalnie wymiarowa (w szezegdlnosci, skonczenie wymiarowa). Wtedy X € AANR

(X € AAR).

Jest jasne, 76 AANRy C AANRRN(CE) i AANRs C AANRRc(CE). Tych inkluzji nie
mozna odwroci¢ (patrz, Przyktady 9.3.51 9.3.6). Podamy teraz przyktad, ktory wykorzys-
tuje aproksymatywne relatywne retrakty do teorii przyblizonych selektorow. Zauwazmy, ze
zalozenia X € ANR w Twierdzeniu 9.1.7 nie mozna pomina¢.

Przyklad 9.4.5. Niech X bedzie zwartqg @ nieprzesuwalng przestrzeniq. Z Uwagi 9.1.12
wynika, ze X ¢ ANR. Mozna udowodnié¢, ze X € ARR(V) (patrz, [26]). Niechp:Q — X
bedzie odwzorowaniem takim, ze dla kazdego x € X p~'(x) ma trywialny ksztalt (patrz,
[14]). Definiujemy multifunkcje v : X —,, Q wzorem o(x) = p~'(x) dla kazdego x € X.
Odwzorowanie ¢ jest wyznaczone przez m = [(p, 1dg)|m i dla kazdego x € X zbior ¢(x) ma
trywialny ksztalt (to znaczy jest co-proksymalnie spdjny (patrz, Uwaga 9.1.4). Wykazemy,
ze @ nie ma przyblizonego selektora. Zalozmy, przeciwnie, ze istnieje przyblizony selektor
odwzorowania p. Przyjmujgc w Propozycyi 9.4.3 dla kazdego € >0 . = p, U. =Q ir-. =p
(patrz, Propozycja 9.4.2) doastajemy, ze X € AAR, ale to jest sprzeczno$é, poniewaz X jest
nieprzesuwalna (patrz, Uwaga 9.1.12).
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Konstrukcje poprzedniego i nastepnego przyktadu sa mozliwe dzieki pewnym wtasno$ciom
aproksymatywnych relatywnych retraktéw. Nastepny przyktad pokazuje zastosowanie aproksy-
matywnych relatywnych retraktéw do teorii przedhuzania odwzorowan wielowartosciowych.

Przyktad 9.4.6. Niech ¢ : X —,, Q bedzie multifunkcjg takq, jok w Przyktadzie 9.4.5.
Zatozmy, ze istnieje otwarty zbior V. C Q taki, ze X C V 4 istnieje ciggle przedluzenie
© V. =, Q takie, zZe dla kazdego x € V zbior ¢(x) ma trywialny ksztalt (to znaczy
jest oo-proksymalnie spdjny, patrz, Uwaga 9.1.4). Wtedy z Propozycji 9.1.2 istnieje zwarta
przestrzenn C € ANR taka, 2¢e X C C C V. Z Tuwierdzenia 9.1.7 odwzorowanie o¢ :
C —,, Q dane wzorem po(x) = @(z) dla kazdego x € C ma przyblizony selektor. Stgd ¢
ma przyblizony selektor, ale to, jak juz wiemy nie jest mozliwe (patrz, Przyktad 9.4.5). To
oznacza, ze @ nie ma u.s.c. przedtuzenia (o tych samych obrazach) na zZaden zbidr otwarty

V C Q taki, Ze X CV mimo, ze Q € AR.
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10. INNE OSTAGNIECIA NAUKOWO-BADAWCZE

10.1 Preliminaria

Definicja 10.1.1. (/6/) Odwzorowanie ¢ : X — X nazywamy zwartq pochtaniajgacq kon-
trakcjq (piszemy ¢ € CAC(X)) jezeli istnieje zbior otwarty U C X taki, ze:
(10.1.1.1) p(U) C U iy : U — U, gy(x) = (x) dla kazdego ©x € X jest zwarte

(p(U) CU),
(10.1.1.2) dla kazdego x € X istnieje n = n, takie, Ze ™ (x) C U.

Niech ¢ : X — Y bedzie odwzorowaniem wielowartosciowym i niech A C X bedzie zbiorem
niepustym. Symbolem ¢4 : A — X bedziemy oznacza¢ odwzorowanie dane wzorem

va(x) = p(x) dla kazdego x € A.

10.2 Odwzorowania lokalnie dopuszczalne

W literaturze matematycznej bardzo dobrze znane sa odwzorowania dopuszczalne L. Goérniewicza.
Do ich zbadania, szczego6lnie w kontekscie punktow statych L. Gérniewicz uzyl metod homo-
logicznych (patrz, [6]). W pracach (|39, 40]) wprowadzilismy pojecie odwzorowania lokalnie
dopuszczalnego i pokazaliémy, ze klasa odwzorowan lokalnie dopuszczalnych jest istotnie
szersza. Do jej zbadania w kontekscie punktéw statych réwniez uzyliSmy metod homolog-
icznych. Przypomnijmy, ze pare (p, q) odwzorowan jednowartosciowych, ciaglych nazywamy
parg selektywna odwzorowania ¢ : X —o Y (piszemy, (p,q) C ), jesli istnieje przestrzen
metryzowalna Z taka, ze spelnione sg nastepujace warunki:

(i) p: Z — X jest odwzorowaniem Vietorisa,
(ii) q(p~*(z)) C p(x) dla dowolnego = € X, gdzie q: Z — Y.

Odwzorowanie wielowartosciowe p: X —o Y nazywamy dopuszczalnym, jesli istnieje para se-
lektywna (p, q) odwzorowania ¢. Niech ¢ : X — X bedzie odwzorowaniem dopuszczalnym.
Zalozmy, ze dla kazdej pary selektywnej (p, ) C ¢ homomorfizm

geop; ' Ho(X) — Ho(X)
jest endomorfizmem Leraya, wtedy definiujemy zbior Lefschetza (patrz, [6]):
Alp) = {Alg.oplh); (p,a) C 9}

Niech X bedzie przestrzenia metryzowalna, ¢ : X — X odwzorowaniem wielowartosciowym
i niech

Quap(p) ={V C X : V jest otwarty, ¢(V) C Vi gy : V —o V jest dopuszczalne}.

Oczywiscie powyzsza rodzina zbior6w moze by¢ pusta. Definiujemy nastepujaca klase odw-
zorowan wielowarto$ciowych:

ADL = {p: X — X, Qup(p) # 0}.
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W szczegolnosci wszystkie odwzorowania dopuszczalne ¢ @ X —o X naleza do tej klasy,
poniewaz X € Quap(p). Przypomnijmy, ze odwzorowanie wielowartosciowe ¢ : X — X
jest acykliczne, jezeli dla kazdego = € X zbior p(z) jest acykliczny i zwarty. Wiemy, ze
odwzorowanie acykliczne jest dopuszczalne i odwzorowania

(10.1) r,s: ' — X dane wzorem r(z,y) = z, s(x,y) =y dla kazdego (z,y) € T,

gdzie T' = {(z,y) € X xY; y € p(x)}, sa para selektywna (r,s) C ¢. Zalozmy, ze dla
pewnego odwzorowania acyklicznego ¢ : X —o X homomorfizm s,r;! @ H.(X) — H.(X)
jest endomorfizmem Leraya, wtedy zbior Lefschetza A(p) jest jednoelementowy i

Alp) = {A(ser D}

Zdefinujemy uogdlniony zbior Lefschetza A%(p) dla odwzorowari wielowartosciowych ¢ €
ADL. Niech ¢ : X — X bedzie odwzorowaniem dopuszczalnym. Mowimy, ze zbior A(p) jest
poprawnie zdefiniowany, jesli dla kazdego (p, q¢) C ¢ odwzorowanie q,op; ! : H.(X) — H,(X)
jest endomorfizmem Leraya.

Definicja 10.1.2. Zalozmy, ze dla odwzorowania wielowartosciowego ¢ : X —o X istnieje
niepusta rodzina zbioréw Y ap(p) C Qap(p) taka, ze jesli dla kazdego V € Y ap(v), Aley)
jest poprawnie zdefintowany, wtedy spetnione sq nastepujgce warunki:

10.1.2.1 Jesli p : X —o X jest acyklicane, to A% (p) = {A(s.r; )} (patrz (10.1)).

10.1.2.2 Jesli ¢ : X — X jest dopuszczalne, to X € Tap(p) i

(Alp) # {0}) = (A%() # {0}).
10.1.2.3 (A%(p) # {0}) = (istnieje V € Yap(p) takie, ze A(pv) # {0}).

Definicja 10.1.3. Mowimy, ze odwzorowanie p € ADL jest uogdlnionym odwzorowaniem
Lefschetza, jesl spetnione sq¢ nastepujgce warunks:

10.1.3.1 istnieje Tap(p) # 0 takie, Ze sq spetnione warunki 10.1.2.1- 10.1.2.3.

10.1.3.2 dla kazdego V € YT ap(v) A(pv) jest poprawnie zdefiniowany.

Glownym twierdzeniem o punkcie stalym jest nastepujace:

Twierdzenie 10.1.4. ([39]) Niech X € ANRR(V). Zaldzimy, zZe sq spelnione nastepujgce
warunki:

10.1.4.1 ¢ € CAC(X),

10.1.4.2 istnieje Tap(p) # O taka, zZe sq spetnione warunki 10.1.2.1- 10.1.2.3. Wtedy ¢ jest
uogdlnionym odwzorowaniem Lefschetza i jezeli A%(p) # {0}, to Fix(p) # 0.

Definicja 10.1.5. Odzworowanie wielowartosciowe ¢ : X —o Y nazywamy lokalnie do-
puszczalnym, jezeli dla kazdego zwartego @ niepusteqo zbioru K C X istnieje zbidr otwarty
V C X taki, ze K CV 1 odwzorowanie py : V —o X jest dopuszczalne, gdzie py :'V —o X
dane jest wzorem gy (x) = ¢(x) dla kazdego x € V.

Podamy przyktady odwzorowan lokalnie dopuszczalnych, ktére nie sa dopuszczalne. Niech
R oznacza zbior liczb rzeczywistych i niech N bedzie zbiorem liczb naturalnych.
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Przyktad 10.1.6. Niech {a,};>, C R bedzie ciggiem danym wzorem:

1, dla n=1
a, =
Qp_1 +3-2"71, dla n>1.

Zavwazmy, ze lim (a,/2") = 3. Niech dlan = 1,2,... f, : R = R bedzie odwzorowaniem
n—oo
danym wzorem,
folz) = (1/2") sinz + (a, /2")

i niech k : R — N U {0} bedzie odwzorowaniem danym wzorem k(x) = int(|z|) dla kazdego
x € R, gdzie int(|z|) oznacza najwickszq liczbe catkowitq nie wiekszq niz |x|. Mamy f,(R) =
[(an, — 1)/2™, (an + 1)/2"] dla kazdego n € N. Czytelnik tatwo sprawdzi, ze dla dowolnych
dwoch roznych liczb naturalnych n, m mamy

(10.2) [n(R) N frn(R) = 0.

Jest jasne, ze lim f, = fo, gdzie fo : R — R jest odwzorowaniem statym danym wzorem
n—oo

fo(x) = 3 dla kazdego x € R. Niech ¢ : R — R, ¢F : R — R bedg odwzorowaniami
wielowartosciowyms danymi wzorami:

Sp(x) = {fo($)7f1(37)> fn(x>a }7
Pt (@) = {fo(@), fi(@), ey frw) (@)}

dla kazdego x € R. Definiujemy odwzorowanie ¢ : R — R za pomocq wzoru:
(10.3) U(z) = o(x)\¢"(x) dla kaidego = € R.

Z konstrukcji ¢ i z (10.2) wynika, ze pary (Idg, fn), n = 1,2,... sq jedynymi parami selek-
tywnymi odwzorowania . Pokazemy, ze odwzorowanie 1 jest lokalnie dopuszcalne, ale nie
jest dopuszczalne. Niech K C R bedzie zbiorem zwartym, wtedy istnieje liczba naturalna ng
taka, ze dla kazdego x € K k(x) < ng i niech

V={xeR: dist(z,K) < 1/2}.

Wtedy dlan =ng+ 1,n9 + 2, ... (Idg, fn) C ¥y i ¥y : V —o R jest dopuszczalne. Niech dla
pewnego n' € N (Idg, f.r) C ¥ i niech xg € R takie, Ze k(xg) > n' wtedy fn(xo) ¢ 1 (x0), co
daje oczywistq sprzecznosé. W konsekwencji odwzorowanie v nie jest dopuszczalne.

Niech C oznacza zbior liczb zespolonych i niech S” C C bedzie sferg o §rodku w punkcie 0 i
promieniu 7 > 0

Przyktad 10.1.7. Niech X = C\{0} i niech v : X —o St bedzie dopuszczalne, u.s.c. i dla
kazdego x € X ~(x) jest zwarty. Zalozmy, ze mamy cigg ({r,}52,) C R taki, Ze 1y =1

7 nh_glo r, = 2. Definiujemy odwzorowania v, : X —o S™, vy : X —o S? dane wzorami

Yo(z) = 10 - y(x), Y0(x) = 2 - 7(2) dla kazdego v € X. Latwo sprawdzié, Ze dla dwdch
dowolnych © roznych liczb naturalnych n, m mamy

(10.4) Yo (X) N (X) = 0.
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Jest jasne, ze dla kazdego n € N ~,, jest dopuszczalne i v; = . Niech f: X — (0,2) bedzie
ciggly funkcjq dang wzorem f(z) = 2 arctan |z| dla kaidego x € X i niech g : X — [2,00)
bedzie ciggle funkcjg dang wzorem

5— x|, dla 0<|z|<3
g(x) =
2, dla |x| > 3.

Zavwazmy, ze lim f(x) =200 < f(zx) < g(x) dla kazdego x € X. Symbolem 1) : X —o X

|z|—o00
oznaczmy Od'IUZOTO/U)anZ.e d(lne weorem

V() ={yeX; f(z) <l|yl <g(z)}

dla kazdego x € X. Niech I' : X —o X bedzie odwzorowaniem danym wzorem

U m(x), dla 0<|z| <3
['(z) =< %0
U m(z), dla |z| =3.

n=1

Definiugemy odwzorowanie ¢ : X —o X za pomocg wzoru
o(x) =T(z)NY(z) dla kazdego x € X.

Z (10.4) wynika, ze jedynymi parami selektywnymi (p, q) odwzorowania T a tym samym odw-
zorowania ¢ ¢ pary (p,q) C Yo dla pewnego n. Poakazemy, ze odwzorowanie ¢ jest lokalnie
dopuszczalne. Niech K C X bedzie zbiorem zwartym, wledy istnieje liczba rzeczywista do-
datnia s taka, Ze s < 2 i dla kazdego x € K f(x) <s. Niech U ={z € X; dist(z,K) < t},
gdzie s < t < 2. Dla pewnego n istnieje r,, takie, ze t < r, < 2. Bierzemy odwzorowanie
Yo+ X — S™ i pare selektywna (p,q) C v, C . Odzworowanie ¢ nie jest dopuszczalne.
Niech dla pewnego n' € N (p,q) C v bedzie parg selektyung (p,q) C . Istnieje xy € X
takie, ze f(xo) > 1 wtedy q(p~"(x0)) € p(x0), co daje oczywistq sprzecznosé. Jest rowniez
oczywiste, ze odwzorowanie ¢ jest zwarte. Zauwazmy, ze odwzorowanie oy : U —o U, gdzie
U={zeX,; 0<|z| <3} jest u.s.c i dla kazdego x € U @y (x) jest zwarty.

Ztozenie dwoch odwzorowarn lokalnie dopuszczalnych jest odwzorowaniem lokalnie dopuszczal-
nym.

Twierdzenie 10.1.8. (/40]) Niech ¢ : X — Y i Y —o Z bedq lokalnie dopuszczalne.
Wtedy odwzorowanie v o p : X —o Z jest lokalnie dopuszczalne.

Prostym wnioskiem z Twierdzenia 10.1.4 jest nastepujacy fakt:

Propozycja 10.1.9. ([39]) Niech X € ANRR(V), ¢ : X —o X bedzie lokalnie dopuszczalne
(niekoniecznie dopuszczalne) i niech ¢ € CAC(X). Wtedy ¢ jest uogdlnionym odwzorowaniem

Lefschetza i jezeli A9 () # {0}, to Fix(p) # 0.
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11. PODSUMOWANIE

Inspiracja do badan multiretraktow byly prace A. Suszyckiego (patrz, |23, 24]). Do zbada-
nia wlasnosci multiretraktow zastosowalismy multifunkcje, czyli pewna wersje odwzorowan
silnie dopuszczalnych (patrz, [6]). Przestrzenie metryzowalne wraz z multifunkcjami tworza
kategorie, ktora jest naturalnym rozszerzeniem kategorii przestrzeni metryzowalnych wraz z
funkcjami ciagltymi. Zdefiniowaliémy homotopie multifunkcji, ktora jest relacja réwnowazno-
Sci. Przestrzenie metryzowalne $ciagalne do punktu w sensie tej homotopii (multiSciagalne)
sg tukowo spojne. Mimo to klasa przestrzeni multisciggalnych jest istotnie szersza niz klasa
przestrzeni Sciggalnych i obejmuje rowniez przestrzenie, ktore moga by¢ nieprzesuwalne. W
zwigzku z tym nalezaloby uog6lni¢ pojecie przesuwalnodci przestrzeni, wykorzystujac multi-
funkcje. Zauwazmy, ze multiretrakty maja podobne wtasnosci do retraktow w sensie Borsuka,
pod warunkiem, ze uzyjemy do ich badan multifunkcji. Multifunkcje sg naturalnym uogdélnie-
niem funkcji cigglych, zatem teoria multidominacji jest naturalnym uogolnieniem teorii domi-
nacji Borsuka. Warto tez zauwazy¢, ze multifunkcje sa dobrym narzedziem topologicznym do
badania zbioréw acyklicznych. W zwiazku z tym podalismy definicje zbioru multisciggalnego
w kazdym swoim otoczeniu. UdowodniliSmy, ze jest zbiorem acyklicznym w sensie homologii
Cecha. Multidominacje przestrzeni metrycznych podzieliliimy na prawostronng i lewostron-
na. Wykazaliémy, ze multiretrakty prawostronne sg rézne od multiretraktow lewostronnych.
Multiretrakty prawostronne, naszym zdaniem, mozna uwazaé¢ jako uzupelnienie retraktow
w sensie Borsuka, poniewaz maja podobne wlasnosci. Natomiast multiretrakty lewostronne
maja wiele cech fundamentalnych retraktéw Borsuka. Wprowadziliémy tez pojecie relatywne-
go retraktu. Udowodnilidmy, ze klasa relatywnych retraktow obejmuje klase multiretraktow
prawostronnych. Dzieki relatywnym retraktom uzyskaliSmy nowe wtasnosci multiretraktow
prawostronnych. Warto nadmieni¢, ze relatywne retrakty maja wiele ciekawych zastosowan
do teorii punktéw statych, teorii koincydencji i do badania wtasnosci zbiorow. Konsekwencja
relatywnych retraktow jest homotopia relatywna i relatywne przedtuzanie odwzorowan cia-
gtych. WykazaliSmy, ze homotopia relatywna jest relacja rownowaznosci i ma wiele ciekawych
zastosowan do teorii punktow statych i badania wtasnosci przestrzeni metrycznych. Warto
rowniez nadmieni¢, ze wprowadziliSmy pojecie aproksymatywnych relatywnych retraktow.
Zbadalismy ich wlasnosci i wykazaliSmy, ze sg istotnym uogo6lnieniem multiretraktow pra-
wostronnych. Aproksymatywne relatywne retrakty podzieliliémy na dwa zbiory. Pierwszy
zbior to aproksymatywne relatywne retrakty w sensie Noguchi, natomiast drugi zbior to
aproksymatywne relatywne retrakty w sensie Clappa. Podaliémy przyklady na to, ze sa
istotnie szersze od znanych w literaturze matematycznej aproksymatywnych retraktow w
sensie Noguchi i w sensie Clappa. Aproksymatywne relatywne retrakty (w szczegolnosei,
aproksymatywne multiretrakty) zastosowaliémy do teorii punktow statych i do charaktery-
zacji aproksymatywnych retraktow w przestrzeniach przeliczalnie wymiarowych. Podalismy
tez przyktady wykorzystania aproksymatywnych relatywnych retraktéow do teorii przedtuza-
nia multifunkcji i do teorii aproksymatywnych selektorow odwzorowan wielowarto$ciowych.
W autoreferacie podalismy dowody niektérych faktow, poniewaz znajduja sie w pracy "The
Properties and Applications of Relative Homotopy", ktéra otrzymata pozytywna recenzje w
czasopismie "Topology and its Applications", ale do chwili obecnej nie zostata wydrukowana.
Warto zwroci¢ uwage na bardzo wazny fakt. W autoreferacie wielokrotnie skorzystaliSmy z
odkrycia Profesora L. Gorniewicza dotyczacego odwzorowan dopuszczalnych i silnie dopusz-
czalnych. W wielu dowodach korzystamy z pewnego przeksztalcenia diagramu, ktore nazywa
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sie "pull back". Przypomnijmy, ze jezeli mamy diagram

Z1 fl X ¢ f2 227

gdzie f; lub fy jest surjekcja, to przeksztatceniem "pull back" tego diagramu nazywamy
diagram:
7y 22— Z\NZy s 7,

gdzie Z1\Zy = {(21,22) € Z1 X Za; fi1(z1) = fa(22)} oraz my(21,20) = 21 1 ma(21,22) = 29
dla kazdego (z1, 20) € Z1AZy. Podsumowujac, prowadzimy badania multiretraktow w dwoch
kierunkach. Pierwszy kierunek, to zastosowanie multifunkcji wyznaczonych przez multimor-
fizmy do teorii multidominacji. Drugi kierunek badan, to teoria relatywnych retraktéw. Na-
szym zdaniem, jeden i drugi kierunek badan jest wazny i potrzebny, przede wszystkim ze
wzgledu na wiele ciekawych zastosowan. Warto tez nadmieni¢, ze zaréwno teoria multido-
minacji, jak i teoria relatywnych retraktow zostaly pozytywnie przyjete przez recenzentéw
dobrych czasopism matematycznych, takich jak: "Topology and its Applications", "Fixed
Point Theory", "Fixed Point Theory and Applications" i "Journal of Fixed Point Theory
and its Applications".

67



12. Literatura

[1] K. Borsuk, Theory of Retracts, Monografie Matematyczne, Tom 44, PWN, Warsaw,
1967.

[2] K. Borsuk, Theory of Shape, Lecture Notes Series, No. 28, Matematisk Institut, Aarhaus
Universitet, Aarhaus, 1971.

[3] M.H. Clapp, On a generalization of absolute neighborhood retracts, Fund. Math. 70
(1971), 117-130.

[4] R. J. Daverman and J. J. Walsh, Example of cell-like maps that are not shape equiva-
lences, Michigan Math. J. 30 (1983), 17-30.

[5] R. Engelking, General Topology, PWN, Warsaw, 1977.

[6] L. Gorniewicz, Topological Methods in Fixed Point Theory of Multi-valued Mappings,
Springer, 2006.

[7] L. Gorniewicz, Topological degree and its applications to differential inclusions, Raccolta
di Seminari del Dipartimento di Matematica dell’Universita degli Studi della Calabria,
March-April 1983.

[8] A. Granas and J. Dugundji, Fixed Point Theory, Springer, 2003.

[9] W. E. Haver, Mappings between ANRs that are fine homotopy equivalences, Pacific J.
Math. 58 (1975), 457-461.

[10] W. Holsztynski, Une generalisation du theoreme de Brouwer sur les points inwariants,
Bull. Acad. Poln. Sci. 10 (1964), 603-606.

|11] W. Holsztynski, Universal mappings and fixed point theorems, Bull. Acad. Poln. Sci.
15 (1967), 433-438.

[12] B. M. Hyman, On decreasing sequence of compact absolute retracts, Fund. Math. 64
(1959), 91-97.

[13] J. Jaworowski, Continuous homology properties of approximative retracts, Bulletin de
L’Academie Polonaise des Sciences 18(7) (1970), 359-362.

[14] J. E. Keesling, A non-movable trivial shape decomposition of the Hilbert Cube, Bull.
Acad. Polon. Sci. Sér. Sci. Math. Astronom. Phys. 23 (1975), 997-998.

[15] R. J. Knill, Cones, products and fixed points, Fund. Math. 60 (1967), 35-46.

68



[16] W. Kryszewski, Topological and Approximation Methods of Degree Theory of Set-
valued Maps, Dissertationes Mathematicae, CCXXXVI, Warsaw 1994.

[17] J. van Mill, A counterexample in ANR theory, Topology Appl. 12 (1981), 315-320.

[18] J. van Mill, Local contractibility, cell-like maps and dimension, Proc. Amer. Math Soc.
98 (1986), 534-536.

[19] J. van Mill, Infinite-Dimensional Topology, Prerequisties and Introduction, North-
Holland, Amsterdam, 1989.

[20] H. Noguchi, A generalization of absolute neighborhood retracts, Kodai Math. Sem. Rep.
5(1) (1953), 20-22.

[21] J. J. Rotman, An introduction to algebraic topology, Graduate Texts in Mathematics,
119, Springer-Verlag, New-York, 1988.

[22] S. Smale, A Vietoris mapping theorem for homotopy, Proc. Amer. Math. Soc. 8 (1957),
604-610.

[23] A. Suszycki, Elementary extensions of multi-valued maps, Proceedings of the Interna-
tional Conference On Geometric Topology PWN - Polish Scientific Publishers, Warsaw,
1980.

[24] A. Suszycki, Retracts and homotopies for multi-maps, Fund. Math. 115(1) (1983), 9-26.

[25] J. L. Taylor, A counterexample in shape theory, Bull. Amer. Math. Soc. 81 (1975),
629-632.

[26] R. Skiba, M. Slosarski, On a generalization of absolute neighborhood retracts, Topology
Appl. 156 (2009), 697-709.

[27] M. Slosarski, The Fixed Points of Abstract Morphisms, British Journal of Mathematics
and Computer Science 4(21) (2014), 3077-3089.

[28] M. Slosarski, A generalized Vietoris mapping, British Journal of Mathematics and Com-
puter Science 8(2) (2015), 89-100.

[29] M. Slosarski, Elementary extension of multi-valued mappings and its application Pioneer
J. Math. Math. Sci. 7(2) (2013), 191-205.

[30] M. Slosarski, The multi-valued domination of metric spaces, Fixed Point Theory and
Applications 2012, 2012, 1-9.

[31] M. Slosarski, The properties of the multi-valued domination of metric spaces, Topology
Appl. 160 (2013), 730-738.

[32] M. Slosarski, The multi-morphisms and their properties and applications, Ann. Univ.
Paedagog. Crac. Stud. Math. 14 (2015), 5-25.

[33] M. Slosarski, Multidomination of metric spaces in the context of multimorphisms, Jo-
urnal of Fixed Point Theory and Applications 17(4) (2015), 641-657.

69



[34] M. Slosarski, The single-valued character of some class of multi-valued admissible map-
pings, British Journal of Mathematics and Computer Science 4(4) (2014), 453-459.

[35] M. Slosarski, The generalized theorem on the elementary extension of homotopies, JP
Journal of Geometry and Topology 15(1) (2014), 1-16.

[36] M. Slosarski, The properties and applications of relative retracts, Journal of Fixed Point
Theory and its Applications, DOI: 10.1007 /s11784-016-0293-0.

[37] M. Slosarski, On a generalization of approximative absolute neighborhood retracts,
Fixed Point Theory 10(2) (2009), 320-346.

[38] M. Slosarski, Theory of Approximative Relative Retracts and Its Applications, British
Journal of Mathematics and Computer Science 13(3)(2016), 1-19.

[39] M. Slosarski, Generalized Lefschetz Sets, Fixed Point Theory and Applications 2011,
2011, 1-11.

[40] M. Slosarski, Locally admissible multi-valued maps, Discussiones Mathematicae, Diffe-
rential Inclusions, Control and Optimization 31 (2011), 115-132. 6.

[41] M. Slosarski, The Properties and Applications of Relative Homotopy, Topology Appl.
(2016), (preprint).

fafw ;Q/LN b -
CloAGT T

70



