
 
AUTOREFERAT 

Mirosław Ślosarski  

 
 

TEORIA 
MULTIDOMINACJI   

I 
DOMINACJI 

RELATYWNEJ 



SPIS TRE�CI
1. Informacja o autorze...............................................................................1

2. Cykl publikacji habilitacyjnych powi¡zanych tematycznie......................2

3. Preliminaria............................................................................................3

4. Wst¦p......................................................................................................5

5. Multimor�zmy........................................................................................8

5.1. Preliminaria.....................................................................................8

5.2. Abstrakcyjne mor�zmy....................................................................9

5.3. Multimor�zmy................................................................................10

5.4. Homotopia multimor�zmów...........................................................12

5.5. Uogólnione odwzorowania Vietorisa...............................................13

6. Teoria multidominacji............................................................................16

6.1. Preliminaria....................................................................................16

6.2. Multidominacja przestrzeni metrycznych.......................................17

6.3 Multidominacja prawostronna i lewostronna...................................20

6.4 Multiretrakty. Przykªady multiretraktów........................................22

7. Teoria dominacji relatywnej...................................................................29

7.1. Preliminaria....................................................................................29

7.2. Relatywne retrakty.........................................................................30

7.3. Relatywna homotopia.....................................................................35

8. Zastosowania..........................................................................................40

8.1. Preliminaria....................................................................................40

8.2. Punkty staªe...................................................................................41

8.3. Koincydencja..................................................................................45

8.4. Multiretrakty w przestrzeniach przeliczalnie wymiarowych...........47

8.5. Uogólnione twierdzenie o przedªu»aniu homotopii.........................49

8.6. Badanie wªasno±ci przestrzeni metrycznych...................................50



9. Multiretrakty aproksymatywne..............................................................54

9.1. Preliminaria....................................................................................54

9.2. Aproksymatywne relatywne retrakty..............................................55

9.3. Przykªady aproksymatywnych relatywnych retraktów....................58

9.4. Zastosowania...................................................................................60

10. Inne osi¡gni¦cia naukowo-badawcze.....................................................62

11. Podsumowanie......................................................................................66

12. Literatura.............................................................................................68



1. Informacja o autorze

Imi¦ i nazwisko: Mirosªaw �losarski

Dyplomy i stopnie naukowe:

Doktor nauk matematycznych
rozprawa: Pewne zastosowania topologicznej istotno±ci i charakteryzacji zbioru punktów
staªych do inkluzji ró»niczkowych.
promotor: Prof.dr hab. Lech Górniewicz
recenzenci: Prof.dr hab. Kazimierz Goebel, UMCS Lublin, Prof.dr hab. Stanisªaw Szu�a,
UAM Pozna«, 1994.

Magister matematyki

Wy»sza Szkoªa Pedagogiczna (obecnie, Akademia Pomorska), Sªupsk, 1984. Studia magis-
terskie z matematyki, Wydziaª Matematyczno-Przyrodniczy WSP, Sªupsk, 1980-1984.

Zatrudnienie w jednostkach naukowych:

Zakªad Analizy Matematycznej i Topologii WSP, Sªupsk, adiunkt od 1 pa¹dziernika 1997 do
30 wrze±nia 1999,

Katedra Podstaw Elektroniki Politechniki Koszali«skiej, adiunkt od 1 kwietnia 2000 do 30
marca 2013,

Katedra Podstaw Elektroniki Politechniki Koszali«skiej, asystent z doktoratem od 1 kwiet-
nia 2013 do 30 czerwca 2015,

Katedra Elektroniki Politechniki Koszali«skiej, asystent z doktoratem od 1 lipca 2015 do 30
czerwca 2016 w wymiarze póª etatu.

1



2. CYKL PUBLIKACJI HABILITACYJNYCH POWI�ZANYCH TEMATYCZNIE

[1] R. Skiba, M. �losarski, On a generalization of absolute neighborhood retracts, Topology
Appl. 156 (2009), 697-709.

[2] M. �losarski, The Fixed Points of Abstract Morphisms, British Journal of Mathematics
and Computer Science 4(21) (2014), 3077-3089.

[3] M. �losarski, A generalized Vietoris mapping, British Journal of Mathematics and Com-
puter Science 8(2) (2015), 89-100.

[4] M. �losarski, Elementary extension of multi-valued mappings and its application Pioneer
J. Math. Math. Sci. 7(2) (2013), 191-205.

[5] M. �losarski, The multi-valued domination of metric spaces, Fixed Point Theory and
Applications 2012, 2012, 1-9.

[6] M. �losarski, The properties of the multi-valued domination of metric spaces, Topology
Appl. 160 (2013), 730-738.

[7] M. �losarski, The multi-morphisms and their properties and applications, Ann. Univ.
Paedagog. Crac. Stud. Math. 14 (2015), 5-25.

[8] M. �losarski, Multidomination of metric spaces in the context of multimorphisms, Jo-
urnal of Fixed Point Theory and Applications 17(4) (2015), 641-657.

[9] M. �losarski, The single-valued character of some class of multi-valued admissible map-
pings, British Journal of Mathematics and Computer Science 4(4) (2014), 453-459.

[10] M. �losarski, The generalized theorem on the elementary extension of homotopies, JP
Journal of Geometry and Topology 15(1) (2014), 1-16.

[11] M. �losarski, The properties and applications of relative retracts, Journal of Fixed Point
Theory and its Applications (2016), DOI: 10.1007/s11784-016-0293-0.

[12] M. �losarski, On a generalization of approximative absolute neighborhood retracts,
Fixed Point Theory 10(2) (2009), 329-346.

[13] M. �losarski, Theory of Approximative Relative Retracts and Its Applications, British
Journal of Mathematics and Computer Science 13(3)(2016), 1-19.

[14] M. �losarski, Generalized Lefschetz Sets, Fixed Point Theory and Applications 2011,
2011, 1-11.

[15] M. �losarski, Locally admissible multi-valued maps, Discussiones Mathematicae, Di�e-
rential Inclusions, Control and Optimization 31 (2011), 115-132.

2



3. PRELIMINARIA

W autoreferacie b¦dziemy u»ywa¢ przestrzeni topologicznych Hausdor�a. Niech H∗ b¦dzie
funktorem homologii �echa o zwartych no±nikach i wspóªczynnikach w ciele liczb wymiernych
Q z kategorii przestrzeni topologicznych Hausdor�a i odwzorowa« ci¡gªych do kategorii
przestrzeni liniowych z gradacj¡, stopnia zero. Niech H∗(X) = {Hk(X)} b¦dzie przestrzeni¡
liniow¡ z gradacj¡ i niech Hk(X) oznacza k-wymiarow¡ grup¦ homologii �echa o zwartych
no±nikach zawartych w przestrzeni X. Dla odzworowania ci¡gªego f : X → Y , H∗(f)
jest indukowanym odwzorowaniem liniowym f∗ = {fk}, gdzie fk : Hk(X) → Hk(Y ) ([6]).
Przestrze« X jest acykliczna, je±li:
(i) X jest niepusty,

(ii) Hk(X) = 0 dla wszystkich k ≥ 1 i

(iii) H0(X) ≈ Q.

Niech u : E → E b¦dzie endomor�zmem, gdzie E jest przestrzeni¡ liniow¡. Kªadziemy

N(u) = {x ∈ E : un(x) = 0 dla pewnego n},

gdzie un jest n-t¡ iteracj¡ zªo»enia u i Ẽ = E/N(u). Poniewa» u(N(u)) ⊂ N(u), wi¦c mamy
indukowany endomor�zm ũ : Ẽ → Ẽ dany wzorem ũ([x]) = [u(x)]. Mówimy, »e u jest
dopuszczalne, je»eli dimẼ <∞.

Niech u = {uk} : E → E b¦dzie endomor�zmem, stopnia zero, przestrzeni liniowej z gradacj¡
E = {Ek}. Mówimy, »e u jest endomor�zmem Leraya, je±li

(i) dla ka»dego k, uk jest dopuszczalne,
(ii) prawie wszystkie Ẽk s¡ trywialne.

Dla takiego u, de�niujemy uogólnion¡ liczb¦ Lefschetza Λ(u) odwzorowania u wzorem

Λ(u) =
∑
k

(−1)ktr(ũk),

gdzie tr(ũk) jest ±ladem macierzy odwzorowania liniowego ũk (patrz, [6]).

Niech X i Y b¦d¡ przestrzeniami topologicznymi i zaªó»my, »e dla ka»dego x ∈ X dany jest
niepusty i zwarty zbiór ϕ(x) w przestrzeni Y . W takim przypadku, mówimy, »e ϕ jest odw-
zorowaniem wielowarto±ciowym. Odwzorowania wielowarto±ciowe b¦dziemy oznacza¢ na-
jcz¦±ciej literami greckiego alfabetu: ϕ, ψ, ..., na przykªad ϕ : X ( Y , natomiast odwzorowa-
nia jednowarto±ciowe b¦dziemy oznacza¢ literami polskiego alfabetu: f, g, ..., na przykªad
f : X → Y . Dla odwzorowania wielowarto±ciowego ϕ : X ( Y i zbioru A ⊂ Y oznaczmy:

ϕ−1(A) = {x ∈ X; ϕ(x) ⊂ A},

ϕ−1b (A) = {x ∈ X; ϕ(x) ∩ A 6= ∅}.

Zbiór ϕ−1(A) b¦dziemy nazywa¢ maªym przeciwobrazem, natomiast zbiór ϕ−1b (A) du»ym
przeciwobrazem. Ci¡gªe i domkni¦te odwzorowanie f : X → Y nazywamy wªa±ciwym,
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je±li dla dowolnego zbioru zwartego K ⊂ Y , zbiór f−1(K) jest niepusty i zwarty. Odw-
zorowanie wªa±ciwe p : X → Y nazywamy odwzorowaniem Vietorisa, je»eli dla ka»dego
y ∈ Y , zbiór p−1(y) jest acykliczny. Odwzorowanie wªa±ciwe p : X → Y nazywamy odw-
zorowaniem cell-like, je»eli dla ka»dego y ∈ Y , zbiór p−1(y) ma trywialny ksztaªt w sensie
Borsuka (patrz, [2]). Z ci¡gªo±ci homologii �echa wynika, »e zwarty zbiór o trywialnym
ksztaªcie jest acykliczny. Wobec tego, jest jasne, »e je±li p : X → Y jest odwzorowaniem
cell-like, to jest odwzorowaniem Vietorisa. Przypomnijmy, »e zªo»enie dwóch odwzorowa«
Vietorisa jest odwzorowaniem Vietorisa i je»eli p : X → Y jest odwzorowaniem Vietorisa,
to p∗ : H∗(X) → H∗(Y ) jest izomor�zmem (patrz, [6]). Niech ϕ : X ( Y b¦dzie odw-
zorowaniem wielowarto±ciowym. Je»eli dla ka»dego zbioru otwartego U ⊂ Y , zbiór ϕ−1(U)
jest otwarty, to ϕ nazywamy odwzorowaniem póªci¡gªym z góry (piszemy, ϕ jest u.s.c). Par¦
(p, q) odwzorowa« jednowarto±ciowych, ci¡gªych nazywamy par¡ selektywn¡ odwzorowa-
nia ϕ (piszemy, (p, q) ⊂ ϕ), je±li istnieje przestrze« metryzowalna Z taka, »e speªnione s¡
nast¦puj¡ce warunki:

(i) p : Z → X jest odwzorowaniem Vietorisa,

(ii) q(p−1(x)) ⊂ ϕ(x) dla dowolnego x ∈ X, gdzie q : Z → Y .

Odwzorowanie wielowarto±ciowe ϕ : X ( Y nazywamy dopuszczalnym, je±li istnieje para
selektywna (p, q) odwzorowania ϕ. Odwzorowanie wielowarto±ciowe ϕ : X ( Y nazywamy
silnie dopuszczalnym (s-dopuszczalnym), je»eli istnieje para selektywna (p, q) odwzorowania
ϕ taka, »e dla ka»dego x ∈ X q(p−1(x)) = ϕ(x) (piszemy, (p, q) = ϕ). Niech ϕ : X ( Y
b¦dzie odwzorowaniem i niech A ⊂ X b¦dzie niepustym zbiorem. Symbolem ϕA : A ( Y
oznaczymy odwzorowanie dane wzorem ϕA(x) = ϕ(x) dla ka»dego x ∈ A. Przestrze« X jest
przeliczalnie wymiarowa, je±li

X =
∞⋃
n=1

Xn, gdzie dimXn <∞ dla ka»dego n.

Przestrze« metryzowalna X jest sko«czonego typu, je±li prawie wszystkie homologie X s¡
trywialne i dla ka»dego k ≥ 0

dimHk(X) <∞.
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4. WST�P

W literaturze matematycznej znanych jest wiele wa»nych, przede wszystkim ze wzgl¦du na
zastosowania relacji w klasie przestrzeni metrycznych. Jedn¡ z nich jest relacja dominacji,
wprowadzona przez wybitnego matematyka Karola Borsuka. Produktem tej dominacji jest
szeroka klasa zbiorów zwanych absolutnymi retraktami (AR) i absolutnymi otoczeniowymi
retraktami (ANR). W 1967 roku ukazaªa si¦ monogra�a Karola Borsuka, która szczegóªowo
opisuje wªasno±ci i zastosowania dominacji przestrzeni metrycznych (patrz, [1]). Przypom-
nijmy, »e przestrze« metryzowalna X dominuje nad przestrzeni¡ metryzowaln¡ Y (piszemy,
X ≥ Y ), je»eli istniej¡ odwzorowania ci¡gªe

(1) Y
g−−−→ X

f−−−→ Y

takie, »e dla ka»dego y ∈ Y , f(g(y)) = y. Niech E b¦dzie przestrzeni¡ unormowan¡. Wiemy,
»e je»eli E ≥ X, to X ∈ AR, natomiast je±li U ≥ X dla pewnego zbioru otwartego U ⊂ E,
to X ∈ ANR. Niech ϕ : X ( Y b¦dzie odwzorowaniem wielowarto±ciowym póªci¡gªym z
góry o obrazach zwartych, które maj¡ trywialny ksztaªt w sensie Borsuka (patrz, [2]). W
1983 roku A. Suszycki w pracy [24] wprowadziª poj¦cie absolutnego multiretraku (m−AR) i
absolutnego otoczeniowego multiretraktu (m−ANR). W rzeczywisto±ci zde�niowaª pewien
rodzaj dominacji wielowarto±ciowej w klasie przestrzeni metrycznych zwartych, to znaczy
przestrze« zwarta X dominuje nad przestrzeni¡ zwart¡ Y w sensie Suszyckiego (b¦dziemy
pó¹niej pisa¢, X ◦ ≥ Y ) je»eli istniej¡ odwzorowania

(2) Y
g−−−→ X

ϕ−−−→ Y,

takie, »e y ∈ ϕ(g(y)), dla ka»dego y ∈ Y . Analogicznie (patrz, (1)), je»eli E ◦ ≥ X, to
X ∈ (m−AR) i je»eli U ◦ ≥ X dla pewnego zbioru otwartego U ⊂ E, to X ∈ (m−ANR).
Warto nadmieni¢, »e w przypadku sko«czenie wymiarowym absolutne multiretraky w sensie
Suszyckiego (m − AR) pokrywaj¡ si¦ z fundamentalnymi absolutnymi retraktami (FAR,
patrz [2]), natomiast absolutne otoczeniowe multiretrakty (m−ANR) zawieraj¡ si¦ w klasie
fundamentalnych absolutnych otoczeniowych retraktów (FANR, patrz [2]). W pracy [24]
jest przykªad przestrzeni sko«czenie wymiarowej X ∈ FANR i takiej, »e X /∈ (m− ANR).
Przypomnijmy, »e odwzorowanie wielowarto±ciowe ϕ : X ( Y nazywamy silnie dopuszczal-
nym, je»eli istniej¡ odzworowanie Vietorisa p : Z → X i odwzorowanie ci¡gªe q : Z → Y
takie, »e ϕ(x) = q(p−1(x)) dla ka»dego x ∈ X. Wiemy, »e odwzorowanie wielowarto±ciowe
póªci¡gªe z góry o obrazach zwartych i acyklicznych (w szczególno±ci maj¡cych trywialny
ksztaªt) jest silnie dopuszczalne. Szczegóªy dotycz¡ce odwzorowa« silnie dopuszczalnych
mo»na znale¹¢ w ksi¡»ce Profesora Lecha Górniewicza (twórcy odwzorowa« dopuszczalnych
i silnie dopuszczalnych, patrz, [6]). Praca A. Suszyckiego staªa si¦ inspiracj¡ dla naszych
bada«. W rozdziale pi¡tym wprowadzamy poj¦cie multifunkcji (pewnej wersji odwzorowa-
nia silnie dopuszczalnego) opartej na klasie abstrakcji, któr¡ nazwali±my multimor�zmem.
Multifunkcje b¦dziemy traktowa¢ jako podstawowe narz¦dzie do naszych bada«. Wa»n¡
zalet¡ multifunkcji jest ich homotopia, która jest relacj¡ równowa»no±ci oraz to, »e ka»da
multifunkcja ϕ : X → Y ma dokªadnie jednego reprezentanta na poziomie homologii �echa
ϕ∗ : H∗(X) → H∗(Y ). W rozdziale szóstym w klasie przestrzeni metryzowalnych de�niu-
jemy relacj¦ multidominacji, zast¦puj¡c na powy»szym diagramie (patrz, (1)) funkcje f i g
multifunkcjami

(3) Y
ψ−−−→ X

ϕ−−−→ Y
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i takimi, »e:

(i) dla ka»dego y ∈ Y , ψ(y) ⊂ ϕ−1
b (y),

(ii) ϕ∗ ◦ ψ∗ = IdH∗(Y ),

gdzie ϕ−1
b (y) oznacza du»y przeciwobraz zbioru jednoelementowego {y} a odwzorowania

H∗(Y )
ψ∗−−−→ H∗(X)

ϕ∗−−−→ H∗(Y )

to homomor�zmy reprezentuj¡ce odpowiednio odwzorowania ψ i ϕ na poziomie homologii
�Cecha. Tak zde�niowana relacja uogólnia oczywi±cie poprzednie relacje dominacji zarówno w
sensie Borsuka (patrz, (1)) jak i w sensie Suszyckiego (patrz, (2)). Multidominacj¦ podzielil-
i±my na lewostronn¡ (piszemy, X ◦ ≥ Y )

(4) Y
g−−−→ X

ϕ−−−→ Y,

gdzie po lewej stronie przy zªo»eniu ϕ ◦ g (patrz, (3)) wyst¦puje multifunkcja, a g jest ci¡gª¡
funkcj¡ i prawostronn¡ (piszemy, X ≥ ◦Y )

(5) Y
ϕ−−−→ X

f−−−→ Y,

gdzie po prawej stronie przy zªo»eniu f ◦ϕ (patrz, (3)) wyst¦puje multifunkcja, a f jest ci¡gª¡
funkcj¡. Pewne wªasno±ci multidominacji lewostronnej zostaªy zbadane przez A. Suszyckiego
w pracy ([24]). W naszych badaniach zaj¦li±my si¦ gªównie multidominacj¡ prawostronn¡,
przede wszystkim ze wzgl¦du na jej liczne zastosowania. Produktem multidominacji pra-
wostronnej jest klasa absolutnych multiretraktów (AMR) i absolutnych otoczeniowych mul-
tiretraktów (ANMR), które umownie b¦dziemy nazywa¢ multiretraktami prawostronnymi
lub krótko multiretraktami. Podobnie (patrz, (1) i (2)) je»eli E ≥ ◦X, to X ∈ AMR i
je»eli U ≥ ◦X dla pewnego zbioru otwartego U ⊂ E, to X ∈ ANMR. Podali±my wiele
przykªadów na to, »e klasa AMR (ANMR) jest istotnie szersza ni» klasa AR (ANR). Do
badania multiretraktów u»yli±my wcze±niej zde�niowanych multifunkcji (u»ycie funkcji nie
daªoby tych samych rezultatów) i wykazali±my »e, ich wªasno±ci (w kontek±cie multifunkcji)
s¡ podobne do wªasno±ci retraktów w sensie Borsuka. W rozdziale siódmym wprowadzil-
i±my poj¦cie relatywnego retraktu i zbadali±my jego wªasno±ci. Wykazali±my, »e w szczegól-
nym przypadku, relatywne retrakty s¡ multiretraktami. Dzi¦ki temu uzyskali±my kilka
nowych wªasno±ci multiretraktów. Naszym zdaniem, relatywne retrakty s¡ warte uwagi,
zwªaszcza ze wzgl¦du na ich zastosowania. W rozdziale ósmym przedstawili±my zastosowa-
nia relatywnych retraktów (w szczególno±ci multiretraktów) do teorii punktów staªych, do
teorii koincydencji, do charakteryzacji retraktów w przestrzeniach sko«czenie wymiarowych
i do badania acykliczno±ci zbiorów. Rozdziaª dziewi¡ty po±wi¦cili±my aproksymatywnym
multiretraktom. W literaturze matematycznej znane s¡ aproksymatywne absolutne retrakty
(AAR) i aproksymatywne absolutne otoczeniowe retrakty (AANR). Aproksymatywne ab-
solutne otoczeniowe retrakty mo»na podzieli¢ na dwa zbiory. Pierwszy zbiór, to aproksy-
matywne absolutne otoczeniowe retrakty w sensie Noguchi (b¦dziemy pisa¢, AANRN , pa-
trz, [20]), które s¡ sko«czonego typu, natomiast drugi zbiór, to aproksymatywne absolutne
otoczeniowe retrakty w sensie Clappa (b¦dziemy pisa¢, AANRC , patrz, [3]), które mog¡ nie
by¢ sko«czonego typu. Oczywi±cie, wiemy »e je»eli przestrze« metryczna X ∈ AANRN , to
X ∈ AANRC . Dzi¦ki relatywnemu uj¦ciu aproksymatywnych multiretraktów, mogli±my je
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podzieli¢ na dwa analogiczne zbiory o podobnych wªasno±ciach. Podali±my kilka przykªadów,
które potwierdzaj¡, »e klasa aproksymatywnych absolutnych otoczeniowych multiretraktów
w sensie Noguchi jest istotnie szersza od klasy AANRN , natomiast klasa aproksymaty-
wnych absolutnych otoczeniowych multiretraktów w sensie Clappa jest istotnie szersza od
klasy AANRC . Podali±my, te» kilka zastosowa« aproksymatywnych multiretraktów do teorii
punktów staªych, do teorii przedªu»ania odwzorowa« wielowarto±ciowych, do teorii aproksy-
matywnych selektorów odwzorowa« wielowarto±ciowych i do charakteryzacji aproksymaty-
wnych retraktów w przestrzeniach sko«czenie wymiarowych. W rozdziale dziesi¡tym opisal-
i±my klas¦ odwzorowa« lokalnie dopuszczalnych. Pokazali±my, »e jest klas¡ istotnie szer-
sz¡ ni» klasa odwzorowa« dopuszczalnych. Do jej zbadania w kontek±cie punktów staªych
u»yli±my metod homologicznych. Na pocz¡tku ka»dego rozdziaªu umie±cili±my preliminaria,
w których zawarli±my de�nicje i fakty wykorzystane w tym rozdziale. W caªym autoreferacie
zastosowali±my trójliczbow¡ numeracj¦ de�nicji i faktów (twierdze«, propozycji, lematów).
Pierwsza liczba oznacza numer rozdziaªu, druga numer paragrafu, natomiast trzecia liczba
oznacza kolejny numer de�nicji lub faktu.
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5. MULTIMORFIZMY

5.1. Preliminaria

B¦dziemy potrzebowa¢ nast¦puj¡ce de�nicje i fakty. Symbolem D(X, Y ) b¦dziemy oznacza¢
zbiór wszystkich diagramów postaci

X
p←−−− Z

q−−−→ Y,

gdzie p : Z → X jest odwzorowaniem Vietorisa i q : Z → Y jest odwzorowaniem ci¡gªym.
Ka»dy taki diagram b¦dziemy oznacza¢ (p, q).

De�nicja 5.1.1. (patrz, [6]) Niech (p1, q1) ∈ D(X, Y ) i (p2, q2) ∈ D(Y, T ). Zªo»eniem
diagramów

X
p1←−−− Z1

q1−−−→ Y
p2←−−− Z2

q2−−−→ T ,

nazywamy diagram (p, q) ∈ D(X,T )

X
p←−−− Z14q1p2 Z2

q−−−→ T,

gdzie Z14q1p2 Z2 = {(z1, z2) ∈ Z1 × Z2 : q1(z1) = p2(z2)},
p = p1 ◦ f1, q = q2 ◦ f2,

Z1
f1←−−− Z14q1p2 Z2

f2−−−→ Z2,

f1(z1, z2) = z1 (odwzorowanie Vietorisa), f2(z1, z2) = z2 dla ka»dego (z1, z2) ∈ Z.
B¦dziemy pisa¢

(p, q) = (p2, q2) ◦ (p1, q1).

Z Twierdze« ((40.5), (40.6)) ([6], p. 201, 202) wynika równie», »e w De�nicji 5.1.1 zªo»enie
diagramów speªnia warunek:

(5.1) dla ka»dego x ∈ X q(p−1(x)) = q2(p
−1
2 (q1(p

−1
1 (x)))).

Niech X i Y b¦d¡ przestrzeniami metryzowalnymi. Mówimy, »e odwzorowanie ci¡gªe f :
X → Y jest uniwersalne, je»eli ka»de odwzorowanie ci¡gªe g : X → Y ma z odwzorowaniem
f punkt koincydencji, to znaczy istnieje punkt x ∈ X taki, »e f(x) = g(x). Odzworowanie
ci¡gªe f : X → Y nazywamy zwartym, je»eli zbiór f(X) ⊂ Y jest zwarty.

Twierdzenie 5.1.2. [6] Rozwa»my diagram:

X
p←−−− Z

q−−−→ X,

w którym X ∈ ANR, p jest odwzorowaniem Vietorisa i q jest zwarte. Wtedy q∗ ◦ p−1∗ jest
endomor�zmem Leraya i Λ(q∗ ◦ p−1∗ ) 6= 0 implikuje, »e p i q maj¡ punkt koincydencji.

Niech R b¦dzie zbiorem liczb rzeczywistych i niech [0, 1] b¦dzie przedziaªem. Niech

[0, 1]n = [0, 1]× [0, 1]× ...× [0, 1] (n− razy [0, 1]).

Twierdzenie 5.1.3. (patrz [10, 11]) Niech X b¦dzie spójn¡ i metryzowaln¡ przestrzeni¡.
Je±li istnieje odwzorowanie uniwersalne f : X → [0, 1]n, to dimX ≥ n.
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5.2. Abstrakcyjne mor�zmy

W literaturze matematycznej znane s¡ mor�zmy, jako klasy abstrakcji pewnej relacji równowa»no±ci
w zbiorze D(X, Y ) (patrz, [6, 7, 16]). Podamy warunki (aksjomaty), jakie musi speªnia¢
relacja równowa»no±ci w zbiorze D(X, Y ), aby byªa konstruktorem mor�zmów to znaczy,
aby jej klasy abstrakcji byªy mor�zmami. Abstrakcyjne mor�zmy zostaªy opisane w pracy
[27].

De�nicja 5.2.1. Niech (p1, q1), (p2, q2) ∈ D(X, Y ). Relacj¦ równowa»no±ci w zbiorze D(X, Y )
nazywamy konstruktorem mor�zmów (piszemy, ∼a), je»eli speªnione s¡ nast¦puj¡ce warunki:

5.2.1.1 ((p1, q1) ∼a (p2, q2))⇒ (dla ka»dego x ∈ X q1(p
−1
1 (x)) = q2(p

−1
2 (x))),

5.2.1.2 ((p1, q1) ∼a (p2, q2))⇒ (q1∗ ◦ p−11∗ = q2∗ ◦ p−12∗ ),
5.2.1.3 Niech (p3, q3), (p4, q4) ∈ D(Y, T ). Wtedy

((p1, q1) ∼a (p2, q2) i (p3, q3) ∼a (p4, q4))⇒ (((p3, q3) ◦ (p1, q1)) ∼a ((p4, q4) ◦ (p2, q2))).

Warunek (5.2.1.1) b¦dziemy nazywa¢ aksjomatem topologicznej równo±ci, warunek (5.2.1.2)
- aksjomatem homologicznej równo±ci i warunek (5.2.1.3)- aksjomatem zªo»enia.

Elementy zbioru Ma(X, Y ) = D(X, Y )/∼a b¦dziemy nazywa¢ abstrakcyjnymi mor�zmami
(a-mor�zmami). Dzi¦ki De�nicji 5.2.1 (warunek 5.2.1.1) mamy nast¦puj¡c¡ de�nicj¦:

De�nicja 5.2.2. Niech (p, q) ∈ D(X, Y ). Dla dowolnego ϕa ∈ Ma(X, Y ) zbiór ϕ(x) =
q(p−1(x)), gdzie ϕa = [(p, q)]a nazywamy obrazem punktu x a-mor�zmu ϕa.

Symbolem

(5.2) ϕ : X →a Y

oznaczymy odwzorowanie wielowarto±ciowe wyznaczone przez a-mor�zm ϕa = [(p, q)]a ∈
Ma(X, Y ), które b¦dziemy nazywa¢ abstrakcyjnym odwzorowaniem wielowarto±ciowym.

Odzworowanie ϕ : X ( Y nazywamy silnie dopuszczalnym (patrz, [6]) je±li istnieje diagram
(p, q) ∈ D(X, Y ) taki, »e dla ka»dego x ∈ X

(5.3) q(p−1(x)) = ϕ(x).

Takie odwzorowanie mo»e by¢ reprezentowane przez wiele a-mor�zmów. Niech Sn oznacza
n-wymiarow¡ sfer¦ w przestrzeni euklidesowej Rn+1.

Przykªad 5.2.3. Niech ϕ : Sn ( Sn b¦dzie odzworowaniem silnie dopuszczalnym opisanym
w przykªadzie (40.7) ([6], p. 202). Wtedy istnieje (p1, q1), (p2, q2) ∈ D(Sn,Sn) takie, »e dla
ka»dego x ∈ Sn

q1(p
−1
1 (x)) = q2(p

−1
2 (x)) = ϕ(x), ale q1∗ ◦ p−11∗ 6= q2∗ ◦ p−12∗ .

St¡d i z De�nicji 5.2.1 wynika, »e

(p1, q1) �a (p2, q2).
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Dla odwzorowa« jednowarto±ciowych mamy nast¦puj¡cy fakt:

Propozycja 5.2.4. ([27]) Niech f : X → Y b¦dzie odwzorowaniem ci¡gªym i niech fa ∈
Ma(X, Y ) b¦dzie a-mor�zmem takim, »e dla dowolnego (p, q) ∈ fa, q(p

−1(x)) = f(x) dla
ka»dego x ∈ X. Wtedy q = f ◦ p dla ka»dego (p, q) ∈ fa.

Niech TOP oznacza kategori¦ przestrzeni topologicznych Hausdor�a, w której odwzorowani-
ami s¡ funkcje ci¡gªe. Niech TOPa oznacza kategori¦ przestrzeni topologicznych Hausdor�a,
w której odwzorowaniami s¡ abstrakcyjne odwzorowania wielowarto±ciowe (patrz, (5.2)). Dz-
i¦ki De�nicji 5.2.1 (5.2.1.3), kategoria TOPa jest poprawnie zde�niowana i TOP ⊂ TOPa.
NiechVECTG oznacza kategori¦ przestrzeni liniowych z gradacj¡, w której odwzorowaniami
s¡ odwzorowania liniowe stopnia zero.

Twierdzenie 5.2.5. ([27])

Odzworowanie H̃∗ : TOPa → VECTG dane wzorem

H̃∗(ϕ) = q∗ ◦ p−1∗ ,

gdzie ϕ jest abstrakcyjnym odwzorowaniem wielowarto±ciowym wyznaczonym przez ϕa =
[(p, q)]a jest funktorem i jest przedªu»eniem funktora homologii �Cecha

H∗ : TOP→ VECTG.

5.3. Multimor�zmy

Wprowadzimy poj¦cie mor�zmu (patrz, [32]) i wyka»emy, »e jest istotnie ró»ny od mor-
�zmów, które znane s¡ w literaturze matematycznej. Zde�niowane mor�zmy b¦dziemy
nazywa¢ multimor�zmami i wykorzystamy do badania multiretraktów. Przypomnijmy, »e
zªo»enie dwóch odwzorowa« Vietorisa jest odwzorowaniem Vietorisa. Niech IdX : X → X
b¦dzie odwzorowaniem identyczno±ciowym. W zbiorze diagramów D(X, Y ), wprowadzimy
nast¦puj¡c¡ relacj¦:

De�nicja 5.3.1. Niech (p1, q1), (p2, q2) ∈ D(X, Y ).

(p1, q1) ∼m (p2, q2)

wtedy i tylko wtedy, gdy istniej¡ przestrzenie Z, Z1 i Z2, odwzorowania Vietorisa p3 : Z →
Z1, p4 : Z → Z2 takie, »e nast¦puj¡cy diagram jest przemienny:

X
p1←−−− Z1

q1−−−→ YxIdX xp3

xIdY
X

p←−−− Z
q−−−→ YyIdX yp4

yIdY
X

p2←−−− Z2
q2−−−→ Y,

to jest
p = p1 ◦ p3 = p2 ◦ p4, q = q1 ◦ p3 = q2 ◦ p4.
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Propozycja 5.3.2. ([32]) Relacja w zbiorze D(X, Y ) wprowadzona w De�nicji 5.3.1 jest
relacj¡ równowa»no±ci.

Propozycja 5.3.3. ([32]) Relacja równowa»no±ci ∼m jest konstruktorem mor�zmów (patrz,
De�nicja 5.2.1) w zbiorze D(X, Y ).

Zbiór klas abstrakcji powy»szej relacji b¦dziemy oznacza¢ symbolem

Mm(X, Y ) = D(X, Y )/∼m .

Elementy zbioruMm(X, Y ) nazywamy multimor�zmami i oznaczamy: ϕm, ψm, .... Wprowadz-
imy pewne oznaczenia:

ϕm = [(p, q)]m (piszemy (p, q) ∈ ϕm),

gdzie diagram (p, q) jest reprezentantem klasy abstrakcji [(p, q)]m w relacji ∼m .
Zauwa»my, »e je±li dwa diagramy (p1, q1), (p2, q2) ∈ D(X, Y ) s¡ w relacji w sensie Kryszewskiego
(patrz, [16]), to

(p1, q1) ∼m (p2, q2).

Podamy przykªad, »e implikacja odwrotna nie jest prawdziwa. Niech R b¦dzie zbiorem liczb
rzeczywistych i niech [0, 1] ⊂ R b¦dzie przedziaªem.

Przykªad 5.3.4. Niech ψ : [0, 1] ( [0, 1] b¦dzie odwzorowaniem danym wzorem:

ψ(x) =


0 dla x < 1

2
,

[0, 1] dla x = 1
2
,

1 dla x > 1
2
.

Odzworowanie ψ jest u.s.c. i ma zwarte i wypukªe obrazy. Odnotujmy, »e ψ nie ma ci¡gªego
selektora, to znaczy, nie istnieje ci¡gªe odwzorowanie f : [0, 1]→ [0, 1] takie, »e dla dowolnego
x ∈ [0, 1] f(x) ∈ ψ(x). Niech Γψ = {(x, y) ∈ [0, 1] × [0, 1]; y ∈ ψ(x)}. Wtedy zbiór Γψ jest
homeomor�czny ze zbiorem [0, 1]. Mamy nast¦puj¡cy diagram przemienny:

[0, 1]
p←−−− Γψ

p−−−→ [0, 1]xId[0,1]

xIdΓψ

xId[0,1]

[0, 1]
p←−−− Γψ

p−−−→ [0, 1]yId[0,1]

yp yId[0,1]

[0, 1]
Id[0,1]←−−− [0, 1]

Id[0,1]−−−→ [0, 1]

gdzie p(x, y) = x (odwzorowanie Vietorisa) dla ka»dego (x, y) ∈ Γψ. Zauwa»my, »e

(p, p) ∼m (Id[0,1], Id[0,1]),

ale diagramy (p, p), (Id[0,1], Id[0,1]) ∈ D([0, 1], [0, 1]) nie s¡ w relacji ani w sensie Kryszewskiego,
ani w sensie Górniewicza (patrz, [7]). Zaªó»my przeciwnie, »e istnieje odwzorowanie ci¡gªe
(niekoniecznie homeomor�zm) h : [0, 1] → Γψ takie, »e p ◦ h = Id. Wtedy dla wszystkich
x ∈ [0, 1] h(x) ∈ p−1(x). Niech q : Γψ → [0, 1] b¦dzie dane wzorem q(x, y) = y dla dowolnego
(x, y) ∈ Γψ. W konsekwencji odwzorowanie f : [0, 1] → [0, 1] dane wzorem f = q ◦ h byªoby
ci¡gªym selektorem ψ, ale to jest niemo»liwe.
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Dla odwzorowa« jednowarto±ciowych mamy nast¦puj¡cy fakt:

Propozycja 5.3.5. ([32]) Niech f : X → Y b¦dzie ci¡gªym odwzorowaniem i niech (p, q) ∈
D(X, Y ), gdzie

X
p←−−− Z

q−−−→ Y.

Wtedy nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

5.3.5.1 q = f ◦ p,
5.3.5.2 (p, q) ∼m (Id, f),
5.3.5.3 q(p−1(x)) = f(x) dla ka»dego x ∈ X.

Z ostatniego faktu wynika, »e multimor�zmy jednowarto±ciowe w sposób naturalny pokry-
waj¡ si¦ z funkcjami ci¡gªymi.

4.4 Homotopia multimor�zmów

Bardzo wa»n¡ zalet¡ multimor�zmów jest ich homotopia (patrz, [32]), która jest relacj¡
równowa»no±ci. Zde�niujemy homotopie diagramów w zbiorze D(X, Y ) i udowodnimy, »e
jest relacj¡ równowa»no±ci. Homotopi¦ funkcji ci¡gªych f, g : X → Y b¦dziemy oznacza¢
symbolem

f ∼ g.

Na pocz¡tek podamy nast¦puj¡cy potrzebny fakt:

Propozycja 5.4.1. ([32]) Niech (p1, q1), (p2, q2) ∈ D(X, Y ), gdzie

X
p1←−−− Z1

q1−−−→ Y, X
p2←−−− Z2

q2−−−→ Y.

Wtedy istnieje (p, q), (p, q′) ∈ D(X, Y ) takie, »e:

(p1, q1) ∼m (p, q) and (p2, q2) ∼m (p, q′).

Z ostatniego faktu wynika, »e ka»de dwa ró»ne multimor�zmy maj¡ wspólne odwzorowanie
Vietorisa. Oznacza to, »e tylko ci¡gªe odwzorowania q1, q2 decyduj¡ o tym, »e multimor-
�zmy [(p1, q1)]m = ϕm i [(p2, q2)]m = ψm mog¡ by¢ ró»ne. Korzystaj¡c z Propozycji 5.4.1
wprowadzimy de�nicj¦ homotopii diagramów.

De�nicja 5.4.2. Niech (p1, q1), (p2, q2) ∈ D(X, Y ), gdzie

X
p1←−−− Z1

q1−−−→ Y, X
p2←−−− Z2

q2−−−→ Y.

Mówimy, »e diagramy (p1, q1) i (p2, q2) s¡ homotopijne, co oznaczamy

(p1, q1) ∼HD (p2, q2)

je±li istnieje przestrze« Z i odwzorowania Vietorisa p3 : Z → Z1 i p4 : Z → Z2 takie, »e s¡
speªnione nast¦puj¡ce warunki:
5.4.2.1 p1 ◦ p3 = p2 ◦ p4
5.4.2.2 q1 ◦ p3 ∼ q2 ◦ p4 to jest, odwzorowania q1 ◦ p3, q2 ◦ p4 : Z → Y s¡ homotopijne.
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Propozycja 5.4.3. ([32]) Relacja homotopii wprowadzona w De�nicji 5.4.2 jest relacj¡
równowa»no±ci w zbiorze diagramów D(X, Y ).

Nast¦puj¡cy prosty fakt nie wymaga dowodu.

Propozycja 5.4.4. Niech (p1, q1), (p2, q2) ∈ D(X, Y ) i niech (p1, q1) ∼m (p2, q2), wtedy
(p1, q1) ∼HD (p2, q2).

Propozycja 5.4.5. ([32]) Niech (p1, q1), (p2, q2) ∈ D(X, Y ), gdzie

X
p1←−−− Z1

q1−−−→ Y, X
p2←−−− Z2

q2−−−→ Y.

Je±li (p1, q1) ∼HD (p2, q2) wtedy q1∗ ◦ p−11∗ = q2∗ ◦ p−12∗ , gdzie

H∗(X)
p1∗←−−− H∗(Z1)

q1∗−−−→ H∗(Y ), H∗(X)
p2∗←−−− H∗(Z2)

q2∗−−−→ H∗(Y ).

Teraz, korzystaj¡c z Propozycji 5.4.3 i 5.4.4, mo»emy zde�niowa¢ homotopi¦ multimor-
�zmów.

De�nicja 5.4.6. Niech ϕm, ψm ∈Mm(X, Y ) b¦d¡ multimor�zmami. Mówimy, »e multimor-
�zmy ϕm i ψm s¡ homotopijne (piszemy, ϕm ∼HM ψm) je±li istniej¡ diagramy (p1, q1) ∈ ϕm
i (p2, q2) ∈ ψm takie, »e (p1, q1) ∼HD (p2, q2).

Propozycja 5.4.7. ([32]) Relacja homotopii wprowadzona w De�nicji 5.4.6 jest relacj¡
równowa»no±ci w zbiorze multimor�zmów Mm(X, Y ).

Z Propozycji 5.4.3 i 5.4.4 wynika fakt, »e, je±li ϕm ∼HM ψm, gdzie ϕm, ψm ∈ Mm(X, Y ) s¡
multimor�zmami, to dla ka»dego (p1, q1) ∈ ϕm i (p2, q2) ∈ ψm

(5.4) (p1, q1) ∼HD (p2, q2).

Niech f : X → Y b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡. Symbolem fm ∈ Mm(X, Y ) oznaczamy multimor-
�zm taki, »e dla wszystkich (p, q) ∈ fm i dla ka»dego x ∈ X

q(p−1(x)) = f(x).

Propozycja 5.4.8. ([32]) Niech f, g : X → Y b¦d¡ funkcjami ci¡gªymi. Je»eli f ∼ g, to

fm ∼HM gm.

Propozycja 5.4.9. ([32]) Niech f, g : X → Y b¦d¡ funkcjami ci¡gªymi. fm ∼HM gm wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje przestrze« Z i odwzorowanie Vietorisa p : Z → X takie, »e

f ◦ p ∼ g ◦ p.

5.5 Uogólnione odwzorowania Vietorisa

Wprowadzimy poj¦cie uogólnionego odwzorowania Vietorisa i podamy kilka jego wªasno±ci,
które wykorzystamy do naszych bada«. Szczegóªy mo»na znale¹¢ w pracy [28]. W tym para-
gra�e, odwzorowania wyznaczone przez multimor�zmy ϕm ∈Mm(X, Y ) b¦dziemy oznacza¢
ϕ : X →m Y i nazywa¢ multifunkcjami, natomiast dla funkcji rezerwujemy litery f, g, h, ....
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De�nicja 5.5.1. Multifunkcj¦ ϕ : X →m Y nazywamy uogólnionym odwzorowaniem Vi-
etorisa (ϕ ∈ GV ) je±li istnieje przestrze« Z i odwzorowania Vietorisa p1 : Z → X i
p2 : Z → Y takie, »e (p1, p2) ∈ ϕm.

De�nicja 5.5.2. Niech ϕ : X →m Y , ϕ ∈ GV . Uogólnione odwzorowanie Vietorisa ψ :
Y →m X nazywamy odwzorowaniem odwrotnym do odwzorowania ϕ je»eli istnieje (p1, p2) ∈
ϕm takie, »e (p2, p1) ∈ ψm. Odwzorowanie odwrotne do odwzorowania ϕ b¦dziemy oznacza¢
symbolem ←−ϕ .

Podamy przykªad, który pokazuje, »e klasa uogólnionych odwzorowa« Vietorisa jest istotnie
szersza ni» klasa odwzorowa« Vietorisa.

Przykªad 5.5.3. Niech

X = {(x, y) ∈ R2; y = sin(1/x), x ∈ (0, 1]} ∪ ({0} × [−1, 1]).

Wiemy, (patrz, [5, 6]) »e X jest zwarta, spójna i ma trywialny ksztaªt (w szczególno±ci jest
acykliczna). Wiemy równie», »e X nie jest ªukowo spójna. Niech

Y = [0, 1]× [0, 1]× [0, 1].

Nie istnieje odwzorowanie Vietorisa z przestrzeni X na przestrze« Y . Przypu±¢my, prze-
ciwnie, »e p : X → Y jest odwzorowaniem Vietorisa. Wtedy, z Twierdzenia 5.1.2, p jest
odwzorowaniem uniwersalnym. Z kolei z Twierdzenia 5.1.3 wynika, »e dimX ≥ 3, ale to jest
niemo»liwe, poniewa» dimX ≤ 2. Nie istnieje odwzorowanie Vietorisa z przestrzeni Y na
przestrze« X. Rzeczywi±cie, je±li p : Y → X jest odwzorowaniem Vietorisa, wtedy X musi
by¢ ªukowo spójna, ale to jest sprzeczno±¢. Niech

Z = X × Y.

De�niujemy odwzorowania Vietorisa p1 : Z → X i p2 : Z → Y za pomoc¡ wzorów:

(5.5) p1(x, y) = x, p2(x, y) = y dla wszystkich (x, y) ∈ Z.

Wtedy ϕ : X →m Y wyznaczona przez ϕm = [(p1, p2)]m jest uogólnionym odwzorowaniem
Vietorisa.

Z ostatniego przykªadu (patrz, (5.5)) wynika, »e je»eli zwarte przestrzenie X i Y s¡ acyk-
liczne, to istnieje multifunkcja ϕ : X ( Y taka, »e ϕ ∈ GV . Niech ϕ : X →m Y , ϕ ∈ GV ,
wtedy ϕ∗ : H∗(X)→ H∗(Y ) jest izomor�zmem danym wzorem

ϕ∗ = p2∗ ◦ p−11∗ .

Podamy kilka potrzebnych wªasno±ci odwzorowa« typu GV . Przypomnijmy, »e zªo»enie
dwóch odwzorowa« Vietorisa jest odwzorowaniem Vietorisa (patrz, [6]). Niech p : X → Y
b¦dzie odwzorowaniem Vietorisa. Symbolem ϕp : Y ( X b¦dziemy oznacza¢ odwzorowanie
dane wzorem:

(5.6) ϕp(y) = p−1(y) dla ka»dego y ∈ Y.
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Propozycja 5.5.4. ([28]) Niech ϕ : X →m Y , ψ : Y →m T , ϕ, ψ ∈ GV .
5.5.4.1 (ψ ◦ ϕ) ∈ GV .
5.5.4.2 ϕ(X) = Y.
5.5.4.3 Dla ka»dego x ∈ X i y ∈ Y (y ∈ ϕ(x))⇔ (x ∈ ←−ϕ (y)).
5.5.4.4 ϕ = p ∈ GV , poniewa» (IdX , p) ∈ ϕm.
5.5.4.5 ϕ = ϕp ∈ GV , poniewa» (p, IdX) ∈ ϕm.
5.5.4.6 ϕ∗ : H∗(X)→ H∗(Y ) jest izomor�zmem i

←−ϕ ∗ ◦ ϕ∗ = IdH∗(X) i ϕ∗ ◦←−ϕ ∗ = IdH∗(Y ).

5.5.4.7 Niech h : X → Y b¦dzie homeomor�zmem (w szcególno±ci, je±li X = Y i h = IdX).
Wtedy h ∈ GV .
5.5.4.8 Niech qi : Zi → Y , i = 1, 2 b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ i niech ϕ : Z1 →m Z2 ϕ ∈ GV .
Wtedy

(q2 ◦ ϕ = q1)⇔ (q1 ◦←−ϕ = q2).

5.5.4.9 ϕ jest odwzorowaniem domkni¦tym.

Za pomoc¡ odwzorowa« typu GV mo»na relacj¦ wprowadzon¡ w De�nicji 5.3.1 zapisa¢ w
inny, prostszy sposób (patrz, Propozycja 5.5.4):

Propozycja 5.5.5. ([28]) Niech (p1, q1), (p2, q2) ∈ D(X, Y ), gdzie

X
p1←−−− Z1

q1−−−→ Y, X
p2←−−− Z2

q2−−−→ Y.

((p1, q1) ∼m (p2, q2))⇔ (istnieje ϕ : Z1 →m Z2, ϕ ∈ GV takie, »e p2 ◦ ϕ = p1

i q2 ◦ ϕ = q1).
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6. TEORIA MULTIDOMINACJI

6.1 Preliminaria

W tym rozdziale b¦dziemy potrzebowa¢ nast¦puj¡ce de�nicje i fakty:

De�nicja 6.1.1. Niech X ∈ ANR i niech X0 ⊂ X b¦dzie domkni¦tym podzbiorem. Mówimy,
»e X0 jest przesuwalna w X, je»eli dla ka»dego otoczenia U przestrzeni X0 istnieje otoczenie
otwarte U ′ przestrzeni X0, U

′ ⊂ U takie, »e dla dowolnego otoczenia U ′′ przestrzeni X,
U ′′ ⊂ U istnieje homotopia H : U ′ × [0, 1] → U , taka, »e H(x, 0) = x i H(x, 1) ∈ U ′′, dla
dowolnego x ∈ U ′.

De�nicja 6.1.2. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ zwart¡. Mówimy, »e X jest przesuwalna je»eli
istnieje Z ∈ ANR i zanurzenie e : X → Z takie, »e e(X) jest przesuwalna w Z.

Odnotujmy, »e wªasno±¢ przesuwalno±ci jest wªasno±ci¡ absolutn¡, to znaczy, »e je±li A jest
przesuwalna w pewnej przestrzeni X ∈ ANR i j : A → X ′ jest zanurzeniem przestrzeni A
w przestrzeni X ′ ∈ ANR, to j(A) jest przesuwalna w X ′ (patrz, [2]).

Uwaga 6.1.3. [2] Przestrzeniami przesuwalnymi s¡ mi¦dzy innymi przestrzenie typu: AR,
ANR, AANR (w sensie Clappa), FAR i FANR.

Propozycja 6.1.4. [2] Niech X i Y b¦d¡ przestrzeniami zwartymi. Przestrze« X × Y jest
przesuwalna wtedy i tylko wtedy, gdy X i Y s¡ przesuwalne.

Propozycja 6.1.5. [6] Zaªó»my, »e w kategorii przestrzeni liniowych z gradacj¡ nast¦puj¡cy
diagram jest przemienny

E ′ -u
E ′′

6
u′′

E ′′.
Z

Z
Z

Z}
v

-E ′

6
u′

u

Je»eli u′ lub u′′ jest endomor�zmem Leraya, to endomor�zmem Leraya jest te» drugi endo-
mor�zm i

Λ(u′) = Λ(u′′).

Propozycja 6.1.6. [28] Niech ϕ : X →m Y , ψ : Y →m T , ϕ, ψ ∈ GV .
6.1.6.1 (ψ ◦ ϕ) ∈ GV .
6.1.6.2 ϕ(X) = Y.
6.1.6.3 Dla ka»dego x ∈ X i y ∈ Y (y ∈ ϕ(x))⇔ (x ∈ ←−ϕ (y)).
6.1.6.4 ϕ = p ∈ GV , poniewa» (IdX , p) ∈ ϕm.
6.1.6.5 ϕ = ϕp ∈ GV , poniewa» (p, IdX) ∈ ϕm.
6.1.6.6 ϕ∗ : H∗(X)→ H∗(Y ) jest izomor�zmem i

←−ϕ ∗ ◦ ϕ∗ = IdH∗(X) i ϕ∗ ◦←−ϕ ∗ = IdH∗(Y ).

6.1.6.7 Niech h : X → Y b¦dzie homeomor�zmem (w szcególno±ci, je±li X = Y i h = IdX).
Wtedy h ∈ GV .
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6.1.6.8 Niech qi : Zi → Y , i = 1, 2 b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ i niech ϕ : Z1 →m Z2 ϕ ∈ GV .
Wtedy

(q2 ◦ ϕ = q1)⇔ (q1 ◦←−ϕ = q2).

6.1.6.9 ϕ jest odwzorowaniem domkni¦tym.

Propozycja 6.1.7. [33] Niech f, g : X → Y b¦d¡ funkcjami ci¡gªymi. fm ∼HM gm wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieje przestrze« Z i odwzorowanie Vietorisa p : Z → X takie, »e

f ◦ p ∼h g ◦ p.

6.2 Multidominacja przestrzeni metrycznych

Wprowadzimy poj¦cie multidominacji przestrzeni metrycznych i podamy jej podstawowe
wªasno±ci. Multidominacje podzielimy na prawostronn¡ i lewostronn¡. Do de�nicji i analizy
wªasno±ci multidominacji u»yjemy multifunkcji wyznaczonych przez multimor�zmy. Szczegóªy
dotycz¡ce multidominacji mo»na znale¹¢ w pracach [30, 31, 33]. W tym paragra�e, odw-
zorowania wyznaczone przez multimor�zmy ϕm ∈Mm(X, Y ) b¦dziemy oznacza¢ ϕ : X →m

Y i nazywa¢ multifunkcjami, natomiast dla funkcji rezerwujemy litery f, g, h, .... Niech
ϕ : X →m Y b¦dzie multifunkcj¡. Wprowadzimy nast¦puj¡ce oznaczenia:

{ϕ}r = {ψ : Y →m X; ψ(y) ⊂ ϕ−1b (y) dla ka»dego y ∈ Y },

{ϕ}h = {ψ : Y →m X; IdH∗(Y ) = ϕ∗ ◦ ψ∗}.

{ϕ}sr = {g : Y → X; g(y) ∈ ϕ−1b (y) dla ka»dego y ∈ Y },

{ϕ}sh = {g : Y → X; IdH∗(Y ) = ϕ∗ ◦ g∗}.

Elementy zbiorów {ϕ}sr i {ϕ}sh (je±li nie s¡ puste) s¡ odzworowaniami jednowarto±ciowymi.
Jest jasne, »e dla pewnej multifunkcji ϕ : X →m Y powy»sze zbiory mog¡ by¢ puste. Niech
ϕ : X ( Y , ψ : Y ( X b¦d¡ odwzorowaniami wielowarto±ciowymi i niech ϕ(X) = Y .
Niech y ∈ Y . Zauwa»my, »e

(6.1) (ψ(y) ⊂ ϕ−1b (y))⇔ (dla ka»dego x ∈ X (x ∈ ψ(y))⇒ (y ∈ ϕ(x))).

Mówimy, »e odwzorowanie wielowarto±ciowe ϕ : X ( Y jest acykliczne, je»eli dla ka»dego
x ∈ X zbiór ϕ(x) jest zwarty i acykliczny. Je»eli ϕ : X ( Y jest acykliczne, to jest
multifunkcj¡ wyznaczon¡ przez multimor�zm ϕm = [(pϕ, qϕ)]m

(6.2) X
pϕ←−−− Γ

qϕ−−−→ Y,

gdzie Γ = {(x, y) ∈ X × Y : y ∈ ϕ(x)}, pϕ(x, y) = x i qϕ(x, y) = y dla ka»dego (x, y) ∈ Γ.

Propozycja 6.2.1. ([33]) Niech ϕ1 : X →m Y i ϕ2 : Y →m Z b¦d¡ multifunkcjami,
f : X → Y ci¡gª¡ funkcj¡ i niech IdX : X → X b¦dzie odwzorowaniem identyczno±ciowym.
6.2.1.1 {IdX}r = {IdX}.
6.2.1.2 {f}r ⊂ {f}h.
6.2.1.3 {f}sr ⊂ {f}sh.
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6.2.1.4 Je»eli ϕ1 : X ( Y jest acykliczne, to {ϕ1}sr ⊂ {ϕ1}sh.
6.2.1.5 Je»eli ψ1 ∈ {ϕ1}r ∩ {ϕ1}h i ψ2 ∈ {ϕ2}r ∩ {ϕ2}h to

ψ1 ◦ ψ2 ∈ {ϕ2 ◦ ϕ1}r ∩ {ϕ2 ◦ ϕ1}h.

6.2.1.6 Niech Y0 ⊂ Y b¦dzie zbiorem niepustym i niech X0 = f−1(Y0). Je±li {f}r 6= ∅, to

{fX0}r 6= ∅.

6.2.1.7 Niech ψ ∈ {f}r takie, »e ψ(Y ) ⊂ A, gdzie A ⊂ X. Wtedy {fA}r 6= ∅.
6.2.1.8 Niech fi : Xi →m Yi b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡, i = 1, 2. Je»eli {fi}r 6= ∅, i = 1, 2 to
{f1 × f2}r 6= ∅.

Propozycja 6.2.2. ([33]) Niech ϕ : X →m Y b¦dzie multifunkcj¡. Je±li {ϕ}r 6= ∅, to dla
ka»dego ψ ∈ {ϕ}r mamy:
6.2.2.1 dla ka»dego y ∈ Y y ∈ ϕ(ψ(y)) ,
6.2.2.2 dla ka»dego x ∈ ψ(Y ) x ∈ ψ(ϕ(x)),
6.2.2.3 ψ(Y ) jest domkni¦ty w X,
6.2.2.4 ϕ(X) = Y .

De�nicja 6.2.3. Mówimy, »e przestrze« metryzowalna X multidominuje nad przestrzeni¡
metryzowaln¡ Y (piszemy, X◦ ≥ ◦Y ) je±li istnieje multifunkcja ϕ : X →m Y taka, »e

{ϕ}r ∩ {ϕ}h 6= ∅.

Podamy przykªad, który uzasadnia powy»sz¡ de�nicj¦. Niech R b¦dzie zbiorem liczb rzeczy-
wistych i niech [a, b] ⊂ R b¦dzie domkni¦tym przedziaªem. Niech

[a, b]n = [a, b]× [a, b]× ...× [a, b] (n− razy [a, b]).

Symbolem K2 oznaczymy domkni¦t¡ kul¦ w przestrzeni R2 = R × R o ±rodku w punkcie
(0, 0) i promieniu 1.

Przykªad 6.2.4. Niech ϕ : K2 ( S1 b¦dzie odwzorowaniem danym wzorem:

ϕ(x, y) = S1 dla ka»dego (x, y) ∈ K2.

Poka»emy, »e ϕ jest multifunkcj¡. Niech h : K2 → [0, 2π]2 b¦dzie homeomor�zmem. De�ni-
ujemy odzworowanie Vietorisa r : [0, 2π]3 → [0, 2π]2 za pomoc¡ wzoru

r(x, y, z) = (x, y) dla ka»dego (x, y, z) ∈ [0, 2π]3

i ci¡gª¡ funkcj¦ f : [0, 2π]3 → S1 wzorem

f(x, y, z) = (cosz, sinz) dla ka»dego (x, y, z) ∈ [0, 2π]3.

Mamy

K2 p←−−− [0, 2π]3
q−−−→ S1,
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gdzie p = h−1 ◦r i q = f . Jest jasne, »e odwzorowanie ϕ jest wyznaczone przez multimor�zm
[(p, q)]m = ϕm. Zauwa»my, »e

{ϕ}r 6= ∅ poniewa» i ∈ {ϕ}r,

gdzie i : S1 ↪→ K2 jest inkluzj¡. Poka»emy, »e zbiór {ϕ}h = ∅. Przypu±¢my, »e ψ ∈ {ϕ}h.
Wtedy mieliby±my diagram

H∗(S1)
ψ∗−−−→ H∗(K2)

ϕ∗−−−→ H∗(S1),

gdzie IdH∗(S1) = ϕ∗ ◦ ψ∗, ale to jest niemo»liwe.

Podamy kilka potrzebnych de�nicji. Je»eli w De�nicji 6.2.3 multifunkcj¦ ϕ zast¡pimy funkc¡
f , to otrzymamy nast¦puj¡c¡ de�nicj¦ (patrz, Propozycja 6.2.1, warunek 6.2.1.2):

De�nicja 6.2.5. Mówimy, »e przestrze« metryzowalna X multidominuje prawostronnie nad
przestrzeni¡ metryzowaln¡ Y (piszemy, X ≥ ◦Y ) je±li istnieje ci¡gªa funkcja f : X → Y
taka, »e

{f}r 6= ∅.

W szczególno±ci, je»eli g ∈ {f}r, to {f}sr 6= ∅ i X ≥ Y , to znaczy przestrze« X dominuje
nad przestrzeni¡ Y w sensie Borsuka (patrz, Propozycja 6.2.1, warunek 6.2.1.3).

Zauwa»my, »e {f}r 6= ∅ wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego ϕ ∈ {f}r i dla ka»dego
(p, q) ∈ ϕm

(6.3) f ◦ q = p.

De�nicja 6.2.6. Mówimy, »e przestrze« metryzowalna X multidominuje lewostronnie nad
przestrzeni¡ metryzowaln¡ Y (piszemy, X◦ ≥ Y ) je±li istnieje multifunkcja ϕ : X →m Y
taka, »e

{ϕ}sr ∩ {ϕ}sh 6= ∅.

Zauwa»my, »e je»eli (De�nicja 6.2.3) istnieje ci¡gªa funkcja g : Y → X taka, »e

g ∈ {ϕ}r ∩ {ϕ}h,

to
X◦ ≥ Y.

Symbol

(6.4) X ≈GV Y

oznacza, »e istnieje odwzorowanie ϕ : X →m Y takie, »e ϕ ∈ GV . Korzystaj¡c z Propozycji
6.1.6 (6.1.6.7 i 6.1.6.11, patrz (6.1)) otrzymujemy:

Propozycja 6.2.7. ([28]) Niech X ≈GV Y . Wtedy X◦ ≥ ◦Y i Y ◦ ≥ ◦X.

W szczególno±ci (patrz, Propozycja 6.1.6, warunki 6.1.6.8 i 6.1.6.9) mamy:

Propozycja 6.2.8. ([28]) Je»eli p : X → Y jest odwzorowaniem Vietorisa, to X ≥
◦ Y i Y ◦ ≥ X.
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6.3 Multidominacja prawostronna i lewostronna

Multidominacj¦ w przestrzeniach metrycznych podzielimy na lewostronn¡ i prawostronn¡.
Zajmiemy si¦ gªównie badaniem multidominacji prawostronnej, poniewa» pewna wersja mul-
tidominacji lewostronnej zostaªa zbadana przez A. Suszyckiego w pracy [24]. Przypomnijmy
jedn¡ z najwa»niejszych wªasno±ci multidominacji prawostronnej (patrz, [30, 31]). Mówimy,
»e multifunkcja ϕ : X →m X ma punkt staªy, je±li istnieje x ∈ X taki, »e x ∈ ϕ(x) (piszemy,
Fix(ϕ) 6= ∅). Multifunkcja ϕ : X →m Y jest zwarta, je»eli istnieje (p, q) ∈ ϕm takie, »e
q : Z → Y jest zwarte, to znaczy q(Z) ⊂ Y jest zbiorem zwartym. Mówimy, »e zwarta
multifunkcja ψ : X →m X jest odwzorowaniem Lefschetza, je±li ψ∗ jest endomor�zmem
Leraya i

(Λ(ψ∗) 6= 0)⇒ (Fix(ψ) 6= ∅).

Mówimy, »e przestrze«X ma wªasno±¢ punktu staªego w kontek±cie multimor�zmów (piszemy,
X ∈ FPPm), je»eli ka»da zwarta multifunkcja ψ : X →m X jest odwzorowaniem Lefschetza.

Twierdzenie 6.3.1. ([33]) Niech Y b¦dzie przestrzeni¡ metryzowaln¡ i niech X ∈ FPPm.
Je±li X ≥ ◦Y , to Y ∈ FPPm.

Multidominacja lewostronna nie zachowuje wªasno±ci punktu staªego.

Przykªad 6.3.2. Niech T b¦dzie zwart¡ i ±ci¡galn¡ przestrzeni¡ i tak¡, »e przestrze« Y =
T× [0, 1] nie ma wªasno±ci punktu staªego (patrz, [15]). De�niujemy odwzorowanie Vietorisa
p : Y → [0, 1] wzorem

p(x, t) = t dla ka»dego (x, t) ∈ Y.

Zauwa»my, »e
[0, 1]◦ ≥ Y (patrz, De�nicja 6.2.6).

Rzeczywi±cie, niech ϕm ∈Mm([0, 1], Y ) b¦dzie multimor�zmem danym wzorem

ϕm = [(p, Id)]m

wtedy ϕ(t) = p−1(t) dla ka»dego t ∈ [0, 1] jest multifunkcj¡ wyznaczon¡ przez multimor�zm
ϕm. Jest jasne, »e (patrz, Propozycja 6.2.1 (6.2.1.4))

p ∈ {ϕ}sr ⊂ {ϕ}sh.

De�nicja 6.3.3. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ metryzowaln¡ i niech x0 ∈ X. Niech Cx0 :
X → X b¦dzie odzworowaniem staªym, to znaczy Cx0(x) = x0 dla ka»dego x ∈ X. Mówimy,
»e przestrze« X jest multi±ci¡galna do punktu x0 w kontek±cie multimor�zmów (piszemy,
X ∈MCNm) je»eli

[(IdX , IdX)]m = Idm ∼HM Cx0
m = [(IdX , C

x0)]m.

Z Propozycji 6.1.7 dostajemy nast¦puj¡cy fakt:

Propozycja 6.3.4. [32] Przestrze« X ∈MCNm wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje przestrze«
metryzowalna Z i odwzorowanie Vietorisa p : Z → X takie, »e p ∼h Cx0

1 , gdzie Cx0
1 : Z → X

jest odwzorowaniem staªym, danym wzorem Cx0
1 (z) = x0 dla ka»dego z ∈ Z.
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Multi±ci¡galno±¢ do punktu w kontek±cie multimor�zmów jest istotnie szersza od zwykªej
±ci¡galno±ci (patrz, [31, 32, 33]). Kolejny fakt jest oczywisty.

Propozycja 6.3.5. ([33]) Je»eli X ∈MCNm, to X jest acykliczna i ªukowo spójna.

Twierdzenie 6.3.6. ([33]) Niech X ∈ MCNm (patrz, De�nicja 6.3.3). Zaªó»my, »e X ≥
◦ Y , wtedy Y ∈MCNm.

Z Propozycji 6.3.5 przestrze« Y w Twierdzeniu 6.3.6 jest ªukowo spójna. W kolejnym
przykªadzie poka»emy, »e multidominacja lewostronna nie zachowuje multi±ci¡galno±ci w
kontek±cie multimor�zmów.

Przykªad 6.3.7. De�niujemy zbiór S ⊂ R2 za pomoc¡ wzoru:

S = {(x, y) ∈ R2; y = sin(1/x), x ∈ (0, 1]} ∪ ({0} × [−1, 1]).

Wiemy (patrz, [5, 6]), »e S jest zwarta i ma trywialny ksztaªt. Wiemy równie», »e S nie
jest ªukowo spójna. Niech Y = S × [0, 1]. Jest oczywiste, »e Y jest zwarta, ma trywialny
ksztaªt (acykliczna) i nie jest ªukowo spójna (Y /∈ MCNm). Podobnie jak w Przykªadzie
6.3.2, mo»na pokaza¢, »e

[0, 1]◦ ≥ Y.

Wprowadzimy pewne oznaczenia. Niech W,V, U b¦d¡ niepustymi zbiorami takimi, »e W ⊂
V ⊂ U . Niech iV : V ↪→ U b¦dzie inkluzj¡. Zauwa»my, »e

iVm = [(IdV , iV )]m = [(pV , iV ◦ pV )]m,

gdzie pV : ZV → V jest odwzorowaniem Vietorisa. Rzeczywi±cie, mamy nast¦puj¡cy diagram
przemienny:

V
IdV←−−− V

iV−−−→ UxIdV xpV xIdU
V

pV←−−− ZV
iV ◦pV−−−→ UyIdV yIdZV

yIdU
V

pV←−−− ZV
iV ◦pV−−−→ U.

Niech CW
m = [(pV , iW ◦ CW )]m b¦dzie multimor�zmem takim, »e

V
pV←−−− ZV

CW

−−−→ W
iW−−−→ U,

gdzie CW jest odwzorowaniem ci¡gªym i iW : W ↪→ U jest inkluzj¡. W szczególno±ci,
odwzorowanie CW mo»e by¢ staªe, to znaczy CW = Cx, gdzie x ∈ W .

De�nicja 6.3.8. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ metryzowaln¡. Mówimy, »e przestrze« X
jest lokalnie multi±ci¡galna w kontek±cie multimor�zmów (piszemy, X ∈ LMCNm) je»eli
dla ka»dego x ∈ X i dla ka»dego otwartego otoczenia U ⊂ X punktu x istnieje otwarte
otoczenie V ⊂ U punktu x takie, »e dla ka»dego otwartego otoczenia W ⊂ U punktu x
istnieje homotopia HW : V × [0, 1]→m U taka, »e

iVm ∼HM CW
m .
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Symbolem
X ≥ ◦mvY

b¦dziemy oznacza¢ tak¡ multidominacj¦ prawostronn¡, w której istnieje multifunkcja ϕ :
Y →m X taka, »e f ◦ ϕ = IdY i dla pewnego (p, q) ∈ ϕm odzworowanie Vietorisa p :
Z → X jest takie, »e dla wszystkich x ∈ X zbiór p−1(x) jest przesuwalny (patrz, De�nicje
6.1.1, 6.1.2). Z literatury matematycznej wiemy, »e (patrz, [2]) przestrzenie zwarte typu:
AR, ANR, AANR (w sensie Clappa), FAR i FANR s¡ przestrzeniami przesuwalnymi.
Przypomnijmy, »e nie ka»dy zwarty i acykliczny zbiór jest przesuwalny (patrz, [14, 25]).

Twierdzenie 6.3.9. ([33]) Niech X ∈ ANR. Je»eli X ≥ ◦mvY , to Y ∈ LMCNm.

Propozycja 6.3.10. ([33]) Je»eli Y ∈ LMCNm, to Y jest lokalnie ªukowo spójna.

Podamy przykªad, »e multidominacja lewostronna nie zachowuje lokalnej multi±ci¡galno±ci
w kontek±cie multimor�zmów.

Przykªad 6.3.11. De�nujemy zbiór S ⊂ R2 za pomoc¡ wzoru:

S =

(
∞⋃
n=1

{1/n} × [0, 1]

)
∪ ({0} × [0, 1]) ∪ ([0, 1]× {0}).

Wiemy, »e (patrz, [5, 6]) T = S × [0, 1] jest zwarta, ªukowo spójna i ma trywialny ksztaªt.
Podobnie jak w przykªadzie 6.3.7, mo»na pokaza¢, »e

[0, 1]◦mv ≥ T.

Zbiór T /∈ LMCNm. Rzeczywi±cie, warunek De�nicji 6.3.8 (patrz, Propozycja 6.3.10) nie
jest speªniony dla punktów postaci (0, x, y), gdzie x, y ∈ (0, 1].

Na koniec paragrafu podamy jeszcze dwa oczywiste fakty, wynikaj¡ce z de�nicji multidomi-
nacji:

Propozycja 6.3.12. Niech X b¦dzie zwart¡ przestrzeni¡ sko«czonego typu. Zaªó»my, »e

X ◦ ≥ ◦ Y,

wtedy Y jest przestrzeni¡ zwart¡, sko«czonego typu.

Propozycja 6.3.13. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ acykliczn¡. Zaªó»my, »e

X ◦ ≥ ◦ Y,

wtedy Y jest acykliczna.

6.4 Multiretrakty. Przykªady multiretraktów.

W tym paragra�e zajmiemy si¦ badaniem produktu multidominacji prawostronnej, czyli
multiretraktami prawostronnymi. Podamy te» wiele przykªadów multiretraktów prawostron-
nych, które nie s¡ retraktami w sensie Borsuka. Wi¦kszo±¢ tych przykªadów zostaªa opisana
w pracy [26].
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De�nicja 6.4.1. Przestrze« metryzowaln¡ X nazywamy absolutnym multiretraktem (piszemy,
X ∈ AMR) je»eli istnieje przestrze« unormowana E taka, »e E ≥ ◦ X.

De�nicja 6.4.2. Przestrze« metryzowaln¡ X nazywamy absolutnym otoczeniowym mul-
tiretraktem (piszemy, X ∈ ANMR) je»eli istnieje otwarty zbiór U w pewnej przestrzeni
unormowanej E taki, »e U ≥ ◦ X.

Zauwa»my, »e w De�nicji 6.4.1 przestrze« unormowan¡ E mo»emy zast¡pi¢ dowoln¡ przestrzeni¡
Y ∈ AR, natomiast zbiór otwarty w De�nicji 6.4.2 mo»emy zast¡pi¢ dowolnym Y ∈ ANR
(patrz, Propozycja 6.2.1, warunki 6.2.1.2 i 6.2.1.5). Z Twierdzenia 6.3.1 dostajemy:

Twierdzenie 6.4.3. ([26]) Niech X ∈ ANMR. Wtedy X ∈ FPPm.

Prostym wnioskiem z Twierdzenia 6.4.3 jest nast¦puj¡ce twierdzenie:

Twierdzenie 6.4.4. ([26]) Niech X ∈ ANMR b¦dzie acykliczna i niech ψ : X →m X b¦dzie
zwart¡ multifunkcj¡. Wtedy Λ(ψ∗) = 1 i st¡d Fix(ψ) 6= ∅.

Z Twierdzenia 6.3.6 i Propozycji 6.3.5 otrzymujemy:

Twierdzenie 6.4.5. ([26]) Niech X ∈ AMR i zaªó»my, »e ψ : X →m X jest zwart¡
multifunkcj¡. Wtedy Fix(ψ) 6= ∅.

Propozycja 6.4.6. ([26]) Niech X ∈ ANMR (X ∈ AMR) i niech X ≥ ◦ Y . Wtedy
Y ∈ ANMR (Y ∈ AMR).

W szczególno±ci (patrz Propozycja 6.2.8) mamy nast¦puj¡cy fakt:

Propozycja 6.4.7. ([26]) Niech X b¦dzie ANMR (AMR) (w szcególno±ci, ANR (AR)) i
niech p : X → Y b¦dzie odwzorowaniem Vietorisa. Wtedy Y ∈ ANMR (Y ∈ AMR).

Dzi¦ki Propozycji 6.2.1 (warunek 6.2.1.6) mamy:

Propozycja 6.4.8. ([26]) Niech X ∈ ANMR i niech U ⊂ X b¦dzie zbiorem otwartym.
Wtedy U ∈ ANMR.

Zauwa»my, »e ka»de odwzorowanie typu cell-like jest odwzorowaniem Vietorisa, natomiast
nie ka»de odwzorowanie Vietorisa jest typu cell-like. Przed podaniem przykªadów multire-
traktów zacytujemy potrzebne twierdzenia.

Twierdzenie 6.4.9. (patrz, [1, 22]) Je»eli X ∈ ANR i Y jest przestrzeni¡ metryzowaln¡
sko«czonego wymiaru i je»eli odwzorowanie f : X → Y speªnia nast¦puj¡cy warunek f−1(y) ∈
AR dla wszystkich punktów y ∈ Y , wtedy Y ∈ ANR.

Twierdzenie 6.4.10. (patrz, [9]). Odwzorowanie typu cell-like f : X → Y pomi¦dzy zwartymi
ANR-ami jest homotopijn¡ równowa»no±ci¡.

Restrykcyjnych zaªo»e« o przestrzeniach X i Y nie mo»na pomin¡¢. Taylor w pracy [25]
konstruuje odzworowanie cell-like

(6.5) T : Xt → Q
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z przestrzeni Xt, która nie jest przesuwalna na kost¦ Hilberta Q, które nie jest homotopijn¡
równowa»no±ci¡. Nast¦pnie, korzystaj¡c z przykªadu Taylora, J. E. Keesling (patrz, [14])
konstruuje odwzorowanie cell-like

(6.6) K : Q→ Xk

z kostki Hilberta na nieprzesuwaln¡ przestrze« metryzowaln¡ Xk (w szcególno±ci, Xk nie jest
ANR). Z kolei R. J. Daverman i J. J. Walsh (patrz, [4]) z przykªadu Taylora (patrz, [25])
wyprodukowali inny przykªad odwzorowania cell-like

(6.7) DW : Q→ Xdw

takiego, »e przestrze« Xdw /∈ ANR i Xdw jest lokalnie ±ci¡galna. J. van Mill w pracy (patrz,
[18]) zauwa»yª, »e istnieje odwzorowanie cell-like

(6.8) Mc : Q→ Xmc

takie, »e »aden podzbiór otwarty przestrzeni Xmc nie jest ±ci¡galny w Xmc . W tym celu,
wystarczy skonstruowa¢ odwzorowanie cell-like

Mc : Q ≈ Q∞ → X∞k = Xmc,

Mc = K × K × K × · · · , gdzie symbol X∞k oznacza niesko«czony, przeliczalny produkt
kartezja«ski przestrzeni Xk (zauwa»my, »e przestrze« X∞k nie jest przesuwalna, poniewa»
Xk nie jest przesuwalna) i K jest takie, jak wy»ej (patrz, (6.6)). Ponadto, korzystaj¡c z
przykªadu Keeslinga, J. van Mill skonstruowaª odwzorowanie cell-like

(6.9) Ma : Q→ Xma

takie, »e Xma nie jest przesuwalna (i dlatego przestrze« Xma nie jest ANR-em) i ka»de wªó-
kno M−1

a (x), x ∈ Xma, jest AR-em (patrz, [17]).

Przed podaniem przykªadów multiretraktów przeprowadzimy pewn¡ konstrukcj¦. Niech
X i Y b¦d¡ przestrzeniami metryzowalnymi. Symbolem X t Y b¦dziemy oznacza¢ sum¦
rozª¡czn¡ przestrzeni X i Y , która, jak wiadomo, jest przestrzeni¡ meytryzowaln¡. Niech
f : A → Y b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡, gdzie A ⊂ X jest niepustym podzbiorem. Symbolem
Xtf Y b¦dziemy oznacza¢ przestrze« ilorazow¡, która powstaªa z przestrzeni XtY , poprzez
uto»samienie punktów x ∈ A i punktów f(x) ∈ Y . Przypomnijmy, »e je»eli przestrzenie me-
tryzowalne X i Y s¡ zwarte, to przestrze« X tf Y jest metryzowalna i zwarta. B¦dziemy
potrzebowali nast¦puj�acy prosty fakt:

Propozycja 6.4.11. (patrz, [21]) Niech X i Y b¦d¡ zwartymi przestrzeniami i niech A b¦dzie
domkni¦tym podzbiorem w X. Niech f : A → Y b¦dzie ci¡gªym odwzorowaniem. Wtedy
zªo»enie X ↪→ X t Y π→ X tf Y przeksztaªca zbiór X \A homeor�cznie na podzbiór otwarty

w Xtf Y , gdzie π jest odzworowaniem ilorazowym. Ponadto, zªo»enie Y ↪→ XtY π→ Xtf Y
jest homeomor�zmem z przestrzeni Y na pewn¡ podprzestrze« przestrzeni X tf Y .

Przykªad 6.4.12. Niech T : Xt → Q b¦dzie odwzorowanie cell-like skonstruowanym przez
Taylora (patrz, (6.5)). Niech Q0 := Q. Poniewa» Xt jest zwarta, mo»emy rozwa»y¢ Xt jako
podzbiór Q0. Oczywi±cie Q0 \Xt 6= ∅, poniewa» Xt nie jest ±ci¡galna. Niech

π : Q0 tQ→ Q0 tT Q
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b¦dzie odwzorowaniem ilorazowym. Niech i : Q0 ↪→ Q0 t Q b¦dzie inkluzj¡. Wtedy funkcja
F : Q0 → Q0tT Q zde�niowana wzorem F = π◦ i jest odwzorowaniem cell-like. Z Propozycji
6.4.11 wynika, »e

(6.10) F(Q0\Xt) : Q0 \Xt
≈→ F (Q0 \Xt)

jest homeomor�zmem i F (Q0 \Xt) jest otwarty w Q0 tT Q. �atwo zuwa»y¢, »e

(6.11) F (Q0 \Xt) ∩ F (Xt) = ∅.

Niech x = {xi} ∈ Q0 \Xt. Poniewa» Q0 \Xt jest otwarty, istnieje r > 0 takie, »e B(x, r) ⊂
Q0 \ Xt (1). W konsekwencji, istniej¡ ε > 0, liczba naturalna k > 1 i otwarte zbiory
B(xi, ε) ⊂ [0, 1], gdzie i = 1, ..., k, takie, »e

( k∏
i=1

B(xi, ε)
)
×
( ∞∏
i=k+1

[0, 1]
)
⊂ B(x, r).

Niech [ai, bi] b¦dzie domkni¦tym przedziaªem zawartym w B(xi, ε), dla i = 1, 2, ..., k (mo»emy
zaªo»y¢, »e 0 < ai < bi < 1, dla i = 1, 2, ..., k). Wtedy,

( k∏
i=1

[ai, bi]
)
×
( ∞∏
i=k+1

[0, 1]
)
⊂ B(x, r).

Kªadziemy

(6.12) B :=
( k∏
i=1

(ai, bi)
)
×
( ∞∏
i=k+1

[0, 1]
)
⊂ Q0 \Xt.

Zauwa»my, »e Q0 \B jest ANR-em. Rzeczywi±cie, wynika to z nast¦puj¡cej równo±ci:

Q0 \B =
(

[0, 1]k \
( k∏
i=1

(ai, bi)
))
×
( ∞∏
i=k+1

[0, 1]
)

i z faktu, »e
(
[0, 1]k\

(∏k
i=1(ai, bi)

))
jest ANR-em, gdzie [0, 1]k oznacza k-wymiarow¡ kostk¦.

�atwo zauwa»y¢, »e przestrze« Q0\B ma typ homotopii (k−1)- wymiarowej sfery Sk−1 w Rk,
i st¡d nie jest ±ci¡galna do punktu. Bior¡c pod uwag¦ (6.10), (6.11) i (6.12), otrzymujemy

F (Q0 \B) = F
(
((Q0 \Xt) \B) ∪Xt

)
= F

(
(Q0 \Xt) \B

)
∪ F (Xt)

=
(
F (Q0 \Xt) \ F (B)

)
∪ F (Xt)

=
(
F (Q0 \Xt) \ F (B)

)
∪
(
F (Xt) \ F (B)

)
=
(
F (Q0 \Xt) ∪ F (Xt)

)
\ F (B)

= F (Q0) \ F (B) = (Q0 tT Q) \ F (B).

1Przypomnijmy, »e metryka d w kostce Hilberta Q jest zde�niowana nast¦puj¡co: d({xi}, {yi}) =∑∞
i=1

1
2i |xi − yi| dla wszystkich {xi}, {yi} ∈ Q.
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De�niujemy funkcj¦

(6.13) F̃ : Q0 \B → (Q0 tT Q) \ F (B)

za pomoc¡ wzoru F̃ (x) = F (x) dla wszystkich x ∈ Q0 \ B. poniewa» F jest cell-like, wi¦c F̃
jest równie» odwzorowaniem cell-like. Zauwa»my, »e (Q0 tT Q) \ F (B) nie jest ANR-em.
Rzeczywi±cie, je±li (Q0 tT Q) \ F (B) byªoby ANR-em, wtedy

Q0 tT Q =
(
(Q0 tT Q) \ F (B)

)
∪ F (B)

byªoby równie» ANR-em, poniewa» F (B) i F (∂B) s¡ ANR-ami i speªniony jest nast¦puj¡cy
warunek: (

(Q0 tT Q) \ F (B)
)
∩ F (B) =

(
(Q0 tT Q) \ F (B)

)
∩ F (B)

= ∂F (B) = F (∂B).

Natomiast, przestrze« Q0 tT Q nie jest ANR-em, poniewa» Q0 tT Q nie jest przesuwalna
(dowód teg faktu jest zawarty w dowodzie Twierdzenia 4 w [14]). Tak, wi¦c dowiedli±my, »e
(Q0 tT Q) \ F (B) nie jest ANR-em.

Przykªad 6.4.13. Niech f : Q → Y b¦dzie cell-like i takie, »e Y nie jest ANR-em (patrz,
(6.6)-(6.9)). Odwzorowanie f jest odwzorowaniem Vietorisa, wi¦c z Propozycji 6.4.7 Q ≥
◦ Y i Y ∈ AMR.

Przykªad 6.4.14. Niech f : Q→ Y b¦dzie takie, jak w Przykªadzie 6.4.13 i niech X ∈ ANR
b¦dzie przestrzeni¡, która nie jest acykliczna. Poka»emy, »e

(i) X × Y ∈ ANMR,

(ii) X × Y /∈ AMR,

(iv) X × Y /∈ ANR.

Jest oczywiste, that (X × Q) ≥ ◦ (X × Y ), wi¦c (X × Y ) ∈ ANMR. Odzworowanie
g : X × Y → X dane za pomoc¡ wzoru g(x, y) = x dla wszystkich (x, y) ∈ X × Y jest
odwzorowaniem Vietorisa. St¡d X×Y nie jest acykliczna, wi¦c (X×Y ) /∈ AMR. Zaªó»my,
»e X×Y ∈ ANR. Wtedy Y ∈ ANR, ale to jest niemo»liwe, poniewa» Y nie jest przesuwalna.

Przykªad 6.4.15. Niech F̃ : Q0\B → (Q0 tT Q)\F (B) b¦dzie takie, jak w Przykªadzie
6.4.12. Pokazali±my, »e (Q0 tT Q)\F (B) /∈ ANR. Korzystaj¡c z podobnych argumentów,
jak w Przykªadach 6.4.13 i 6.4.14, mo»na wykaz¢, »e

(i) (Q0 tT Q)\F (B) ∈ ANMR,

(ii) (Q0 tT Q)\F (B) /∈ AMR.

Przykªad 6.4.16. Niech Mc : Q → Xmc b¦dzie odwzorowaniem cell-like (patrz, (6.8)) i
takie, »e Xmc nie jest przestrzeni¡ lokalnie ±ci¡galn¡. Dla ka»dego x ∈ Xmc i dla dowlonego
otoczenia otwartego U ⊂ Q punktu x przestrze« (U∩Xmc) ∈ ANMR (patrz, Przykªad 6.4.13
i Propozycja 6.4.8), ale (U ∩Xmc) /∈ ANR, poniewa» U ∩Xmc nie jest lokalnie ±ci¡galny.
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Przed konstrukcj¡ kolejnego przykªadu wprowadzimy pewne oznaczenia. Niech X b¦dzie
przestrzeni¡ metryzowaln¡ zwart¡, A ⊂ X zbiorem domkni¦tym i niepustym. Niech

Pnk(Xs) =
n∏
s=k

Xs,

gdzie dla ka»dego 1 ≤ s ≤ n, Xs = X i n ≥ k. Symbolem Wk(n,A,X) oznaczymy
nast¦puj¡c¡ przestrze«:

Wk(n,A,X) =


A× Pn2 (Xj) dla k = 1,

Pk−11 (Xj)× A× Pnk+1(Xj) dla 1 < k < n,

Pn−11 (Xj)× A dla k = n.

Niech A,B ⊂ X b¦d¡ niepuste i domkni¦te zbiory i takie, »e A ∩B = ∅. De�niujemy:

BC(X,A,B, n) =
n⋃
k=1

(Wk(n,A,X) ∪Wk(n,B,X)).

Niech u, v ∈ X, u 6= v i niech A = {u} i B = {v} wtedy b¦dziemy pisa¢

BC(X,A,B, n) = BC(X, u, v, n).

Zauwa»my, »e BC(X,A,B, n) jest przestrzeni¡ metryzowaln¡ zwart¡. B¦dziemy j¡ nazy-
wa¢ kostk¡ brzegow¡ n-tego stopnia przestrzeni X dla zbiorów A,B, natomiast zbiory
Wk(n,A,X), Wk(n,B,X) dla k = 1, ..., n, b¦dziemy nazywa¢ ±cianami tej kostki, odpowied-
nio dla zbiorów A i B. Symbolem [u, v] ⊂ Q oznaczymy przedziaª ª¡cz¡cy punkty u i v, to
jest:

[u, v] = {(1− t)u+ tv : t ∈ [0, 1]}.

Niech A,B ⊂ Q b¦d¡ zbiorami domkni¦tymi i niepustymi i takimi, »e A ∩ B = ∅ i niech
a ∈ A i b ∈ B. Niech n > 1 i niech f : Q→ [a, b] b¦dzie retrakcj¡. Odwzorowanie

r : BC(Q,A,B, n)→ BC([a, b], a, b, n)

dane wzorem

r(x1, ..., xn) =

{
(f(x1), ..., f(xi−1), a, f(xi+1), ..., f(xn)) je»eli xi ∈ A ,
(f(x1), ..., f(xj−1), b, f(xj+1), ..., f(xn)) je»eli xj ∈ B

dla ka»dego (x1, ..., xn) ∈ BC(Q,A,B, n) i dla ka»dego 1 ≤ i, j ≤ n jest retrakcj¡. St¡d
homomor�zm

(6.14) i∗ : H∗(BC([a, b], a, b, n))→ H∗(BC(Q,A,B, n))

wyznaczony przez inkluzj¦

i : BC([a, b], a, b, n) ↪→ BC(Q,A,B, n)

jest monomor�zmem. Jest jasne, »e zbiór BC([a, b], a, b, n) ma homologie brzegu kostki
[0, 1]n.
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Przykªad 6.4.17. Niech Q b¦dzie kostk¡ Hilberta i niech f = Ma : Q → Xma = X
b¦dzie odwzorowaniem J. van Milla (patrz (6.9)). Przypopmnijmy, »e dla ka»dego x ∈ X,
f−1(x) ∈ AR i przestrze« X nie jest przesuwalna. Bierzemy punkty u, v ∈ X takie, »e u 6= v.
Zauwa»my, »e

BC(Q, f−1(u), f−1(v), n) ∈ ANR

i z (6.14)
BC(Q, f−1(u), f−1(v), n) /∈ AR.

Odwzorowanie
g : BC(Q, f−1(u), f−1(v), n)→ BC(X, u, v, n)

dane wzorem
g(x1, ..., xn) = (f(x1), ..., f(xn))

dla ka»dego (x1, ..., xn) ∈ BC(Q, f−1(u), f−1(v), n) jest odwzorowaniem Vietorisa. Z Propozy-
cji 6.4.7 dostajemy

BC(X, u, v, n) ∈ ANMR.

Przestrze« BC(X, u, v, n) /∈ AMR, poniewa» nie jest acykliczna.
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7. TEORIA DOMINACJI RELATYWNEJ

7.1 Preliminaria

W tym rozdziale wykorzystamy nast¦puj¡ce de�nicje i fakty.

De�nicja 7.1.1. Przestrze« metryzowaln¡ X nazywamy absolutnym multiretraktem (piszemy,
X ∈ AMR) je»eli istnieje przestrze« unormowana E taka, »e E ≥ ◦ X.

De�nicja 7.1.2. Przestrze« metryzowaln¡ X nazywamy absolutnym otoczeniowym mul-
tiretraktem (piszemy, X ∈ ANMR) je»eli istnieje otwarty zbiór U w pewnej przestrzeni
unormowanej E taki, »e U ≥ ◦ X.

De�nicja 7.1.3. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ metryzowaln¡. Mówimy, »e przestrze« X
jest lokalnie multi±ci¡galna w kontek±cie multimor�zmów (piszemy, X ∈ LMCNm) je»eli
dla ka»dego x ∈ X i dla ka»dego otwartego otoczenia U ⊂ X punktu x istnieje otwarte
otoczenie V ⊂ U punktu x takie, »e dla ka»dego otwartego otoczenia W ⊂ U punktu x
istnieje homotopia HW : V × [0, 1]→m U taka, »e

iVm ∼HM CW
m (patrz, strona 21).

Twierdzenie 7.1.4. [33] Niech X ∈ ANR. Je»eli X ≥ ◦mvY , to Y ∈ LMCNm.

Twierdzenie 7.1.5. (Künneth, patrz, [6]) Niech X i Y b¦d¡ przestrzeniami zwartymi sko«c-
zonego typu. Wtedy istnieje izomor�zm

L : H∗(X × Y )→ H∗(X)⊗H∗(Y ).

Propozycja 7.1.6. ([1]) Niech dla ka»dego n, Xn b¦dzie przestrzeni¡ zwart¡ i niech X =∏∞
n=1Xn. Je»eli dla ka»dego n, Xn ma trywialny ksztaªt, to X ma trywialny ksztaªt.

Propozycja 7.1.7. ([37]) Niech dla ka»dego n, Xn b¦dzie przestrzeni¡ zwart¡ i niech X =∏∞
n=1Xn. Je»eli dla ka»dego n, Xn jest acykliczna, to X jest acykliczna.

Symbolem ∆ b¦dziemy oznacza¢ rodzin¦ zbiorów zwartych i niepustych w kostce Hilberta
speªniaj¡c¡ nast¦puj¡ce warunki:

(7.1) dla ka»dego x ∈ Q {x} ∈ ∆.

(7.2) je±li A1, A2, ...An, ... ∈ ∆ wtedy

(
∞∏
n=1

An

)
∈ ∆.

(7.3) je±li A ∈ ∆ wtedy h(A) ∈ ∆, gdzie h : A→ Q jest zanurzeniem.

Zauwa»my, »e, w szczególno±ci, dla ka»dego n > 1 mamy

(7.4) je±li A1, A2, ...An ∈ ∆ wtedy (A1 × A2 × ...× An) ∈ ∆.

Rzeczywi±cie, je»eli A1, A2, ...An ∈ ∆ i x1, x2, ..., xk, ... ∈ Q wtedy z (7.1) i (7.2) mamy

A1 × A2 × ...× An ×

(
∞∏
k=1

{xk}

)
∈ ∆

i z (7.3) dostajemy
(A1 × A2 × ...× An) ∈ ∆.
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Uwaga 7.1.8. Wªasno±ci (7.1), (7.2) i (7.3) maj¡, dla przykªadu, nast¦puj¡ce rodziny
zbiorów: zbiory zwarte (piszemy, ∆C), zbiory zwarte i acykliczne (piszemy, ∆CA), zbiory
o trywialnym ksztaªcie (piszemy, ∆TS) i zbiory jednoelementowe (piszemy, ∆SE).

Niech < b¦dzie rodzin¡ wszystkich przestrzeni metryzowalnych i niech g : Z → X b¦dzie
wªa±ciwe. Mówimy, »e g jest ∆-odwzorowaniem je»eli

(7.5) g−1(x) ∈ ∆ dla ka»dego x ∈ X.

Oznaczmy
M(X) = {g : Z → X; Z ∈ <},

(7.6) D(X) = {g ∈M(X); g jest ∆ - odwzorowaniem}.

Niech Φ(X) b¦dzie niepustym podzbiorem M(X). Wprowadzimy pewne oznaczenia. Niech

Φ(Y,X) = {g : Y → X; g ∈ Φ(X)}, ΦY (X) = {g ∈ Φ(Z,X); Z ⊂ Y }.

Przykªady rodzin zbiorów typu D (patrz, (7.6)):

H(X) = {g ∈M(X); g jest homeomor�zmem} = {g ∈M(X); g jest ∆SE -odwzorowaniem},

CE(X) = {g ∈M(X); g jest cell-like } = {g ∈M(X); g jest ∆TS -odwzorowaniem},
V(X) = {g ∈M(X); g jest Vietorisa} = {g ∈M(X); g jest∆CA -odwzorowaniem},
P(X) = {g ∈M(X); g jest wªa±ciwe} = {g ∈M(X); g jest∆M -odwzorowaniem}.

Zauwa»my, »e dla ka»dej przestrzeni Z zbiór D(X) speªnia nast¦puj¡ce warunki (patrz, (7.1)
i (7.3)):

(7.7) H(X) ⊂ D(X),

(7.8) (h ∈ H(Z) i g ∈ D(Z,X))⇒ ((g ◦ h) ∈ D(X)).

Zauwa»my równie», »e

(7.9) H(X) ⊂ CE(X) ⊂ V(X) ⊂ P(X).

7.2 Relatywne retrakty

Wprowadzimy poj¦cie relatywnego retraktu i podamy kilka jego wªasno±ci (patrz, [36]).
Udowodnimy, »e na pewnym poziomie (wzgl¦dem odwzorowa« Vietorisa) klasa relatywnych
retraktów pokrywa si¦ z klas¡ multiretraktów. Dzi¦ki relatywnym retraktom mo»na pokaza¢
nowe wªasno±ci multiretraktów. Multidominacj¦ prawostronn¡ mo»na zde�niowa¢ za pomoc¡
odwzorowa« jednowarto±ciowych.

De�nicja 7.2.1. Niech g : Z → X b¦dzie odwzorowaniem ci¡gªym. Mówimy, »e przestrze«
metryzowalna Y g-dominuje nad przestrzeni¡ metryzowaln¡ X (piszemy, Y ≥ g X), je»eli
istniej¡: odwzorowania ci¡gªe f1 : Y → X, f2 : Z → Y takie, »e

f1(f2(z)) = g(z) dla ka»dego z ∈ Z.
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B¦dziemy stosowa¢ zapis
Y ≥ D X,

je»eli istnieje g ∈ D(Z,X) takie, »e
Y ≥ g X.

Zauwa»my, »e
(Y ≥ H X) ⇔ (Y ≥ X),

(Y ≥ V X) ⇔ (Y ≥ ◦ X).

Niech Y1 ∈ AR, Y2 ∈ ANR i niech f1,i : Yi → X, f2,i : Z → Yi i g : Z → X odwzorowania
ci¡gªe, i = 1, 2. Niech h : Z → T b¦dzie domkni¦tym zanurzeniem, gdzieX,Z, T przestrzenie
metryzowalne. Mamy nast¦puj¡cy diagram

(7.10)

X
g←−−− Z

f2,i−−−→ Yi
f1,i−−−→ XxIdX xh−1

xIdYi xIdX
X

g◦h−1

←−−− h(Z)
f2,i◦h−1

−−−−−→ Yi
f1,i−−−→ XxIdX xIdh(Z)

xFi

xIdX
X

g◦h−1

←−−− h(Z)
ji−−−→ Ai

f1,i◦Fi−−−−→ X,

w którym ka»dy kwadrat jest przemienny, gdzie Fi : Ai → Yi jest ci¡gªym przedªu»eniem
odwzorowania f2,i ◦ h−1 : h(Z) → Yi, A1 = T , A2 = U , U jest pewnym zbiorem otwartym
w T i takim, »e h(Z) ⊂ U oraz ji : h(Z) ↪→ Ai jest zanurzeniem, i = 1, 2. Z powy»szego
diagramu wynika, »e dla i = 1, 2

Ai ≥ g◦h−1 X.

De�nicja 7.2.2. Niech Z ⊂ Y i niech g : Z → X b¦dzie odwzorowaniem ci¡gªym. Przestrze«
X nazywamy g-retraktem przestrzeni Y (jest retraktem relatywnym wzgl¦dem odwzorowania
g), je±li istnieje ci¡gªe odwzorowanie r : Y → X takie, »e r ◦ i = g, gdzie i : Z ↪→ Y jest
inkluzj¡. Odwzorowanie r nazywamy g-retrakcj¡.

Niech h : Z → X b¦dzie hommeomor�zmem i niech Z ⊂ Y . Zauwa»my, »e je±li X jest
h-retraktem Y , to Z jest retraktem Y w sensie Borsuka. W szczególno±ci je±li h = IdX , to
X ⊂ Y jest retraktem Y w sensie Borsuka (patrz, [1]). Zauwa»my równie», »e je±li g : Z → X
jest odwzorowaniem staªym, to X jest g-retraktem Y dla ka»dej przestrzeni metryzowalnej
Y takiej, »e Z ⊂ Y .

De�nicja 7.2.3. Niech Z ⊂ Y i niech g : Z → X b¦dzie odwzorowaniem ci¡gªym. Przestrze«
X nazywamy otoczeniowym g-retraktem przestrzeni Y je±li istniej¡: otwarty zbiór U ⊂ Y
taki, »e Z ⊂ U i ci¡gªe odwzorowanie r : U → X takie, »e r jest g-retrakcj¡.

Propozycja 7.2.4. ([36]) Niech g : Z → X b¦dzie wªa±ciwe i niech Z ⊂ Y . Je»eli X jest
g-retraktem Y , to Z jest domkni¦tym zbiorem w Y .

De�nicja 7.2.5. Przestrze« X nazywamy D-retraktem otoczeniowym (D-retraktem ) przestrzeni
Y , je±li istnieje g ∈ D(Z,X) takie, »e X jest g-retraktem otoczeniowym (g-retraktem)
przestrzeni Y .
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De�nicja 7.2.6. Przestrze« X nazywamy absolutnym relatywnym retraktem (piszemy, X ∈
ARR(D)), je±li istnieje przestrze« unormowana E taka, »e

E ≥ D X.

Zauwa»my, »e
(X ∈ ARR(H))⇔ (X ∈ AR).

De�nicja 7.2.7. Przestrze« X nazywamy absolutnym otoczeniowym relatywnym retraktem
(piszemy, X ∈ ANRR(D)) je±li istnieje zbiór otwarty U w pewnej przestrzeni unormowanej
E taki, »e

U ≥ D X.

Jest jasne, »e
(X ∈ ANRR(H))⇔ (X ∈ ANR).

Oczywisty jest nast¦puj�acy fakt:

Propozycja 7.2.8. ([36]) Niech X b¦dzie przestrzeni¡ metryzowaln¡.
7.2.8.1 (X ∈ ARR(D))⇔ (X jest D-retraktem E), gdzie E jest pewn¡
przestrzeni¡ unormowan¡.
7.2.8.2 (X ∈ ANRR(D))⇔ (X jest D-retraktem otoczeniowym E), gdzie E jest pewn¡
przestrzeni¡ unormowan¡.

Niech Q oznacza kostk¦ Hilberta. Podobnie mo»na udowodni¢ nast¦puj¡cy fakt:

Propozycja 7.2.9. ([36]) Niech X b¦dzie zwart¡ przestrzeni¡ metryzowaln¡.
7.2.9.1 (X ∈ ARR(D))⇔ (X jest D-retraktem Q),
7.2.9.2 (X ∈ ANRR(D))⇔ (X jest D-retraktem otoczeniowym Q).

Kolejny fakt pokazuje, »e De�nicje 7.1.1 i 7.2.6 oraz De�nicje 7.1.2 i 7.2.7 s¡ równowa»ne.

Propozycja 7.2.10. ([36]) Niech X b¦dzie przestrzeni¡ metryzowaln¡.
7.2.10.1 (X ∈ AMR)⇔ (X ∈ ARR(V)),
7.2.10.2 (X ∈ ANMR)⇔ (X ∈ ANRR(V)).

Nowa interpretacja de�nicji multiretraktu umo»liwia udowodnienie nowych wªasno±ci.

Propozycja 7.2.11. Je»eli X ∈ ANRR(V) (X ∈ ARR(V)) i przestrze« Y jest V-retraktem
otoczeniowym (V-retraktem) przestrzeni X, to Y ∈ ANRR(V) (Y ∈ ARR(V)).

Proof. Na mocy zaªo»enia istniej¡ przestrze« Z ⊂ X, zbiór otwarty U ⊂ X taki, »e Z ⊂ U ,
odwzorowanie r : U → Y , takie »e r ◦ i = p, gdzie i : Z ↪→ U jest inkluzj¡, a p ∈ V(Z, Y ).
Przestrze« X ∈ ANRR(V), wi¦c istniej¡ przestrze« Z1 ⊂ E, zbiór otwarty U1 ⊂ E taki,
»e Z1 ⊂ U1, odwzorowanie r1 : U1 → X, takie »e r1 ◦ i1 = p1, gdzie i1 : Z1 ↪→ U1 jest
inkluzj¡, p1 ∈ V(Z1, X) oraz E jest pewn¡ przestrzeni¡ unormowan¡. Niech Z2 = p−11 (Z)
i niech p2 : Z2 → Y b¦dzie dane wzorem p2 = p ◦ p′, gdzie p′ : Z2 → Z, p′(z) = p1(z) dla
wszystkich z ∈ Z2. Oczywi±cie p2 ∈ V(Z2, Y ). Niech U2 = r−11 (U) i niech r′ : U2 → U b¦dzie
dane wzorem r′(x) = r1(x) dla ka»dego x ∈ U2. De�niujemy p2-retrakcj¦ r2 : U2 → Y za
pomoc¡ wzoru r2 = r ◦ r′ i st¡d Y ∈ ANRR(V), gdzie U2 ⊂ E jest otwartym otoczeniem Z2

w przestrzeni E. Druga cz¦±¢ dowodu jest analogiczna.
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Propozycja 7.2.12. Je»eli X ∈ ANRR(D) (X ∈ ARR(D)) i przestrze« Y jest retraktem
przestrzeni X, to Y ∈ ANRR(D) (Y ∈ ARR(D)).

Proof. Wystarczy w dowodzie Propozycji 7.2.11 przyj¡¢ p = IdY .

Propozycja 7.2.13. Niech X ∈ ANRR(D). Je»eli zbiór U ⊂ X jest otwarty, to U ∈
ANRR(D).

Proof. Niech r : V → X b¦dzie g -retrakcj¡, gdzie g ∈ D(Z,X), V ⊂ E jest zbiorem
otwartym w pewnej przestrzeni unormowanej E i Z ⊂ V . Odzworowanie r1 : r−1(U) → U
dane wzorem r1(x) = r(x) dla ka»dego x ∈ r−1(U) jest g1-retrakcj¡, gdzie g1 : g−1(U)→ U ,
g1(x) = g(x) dla wszystkich x ∈ g−1(U). Jest oczywiste, »e g1 ∈ D(g−1(U), U).

Propozycja 7.2.14. Niech X = X1 × X2. X ∈ ANRR(D) (X ∈ ARR(D)) wtedy i tylko
wtedy, gdy Xi ∈ ANRR(D) (Xi ∈ ARR(D)) dla i = 1, 2.

Proof. Niech X ∈ ANRR(D). Wtedy Xi jest retraktem X dla i = 1, 2. St¡d i z Propozycji
7.2.12 Xi ∈ ANRR(D) dla i = 1, 2. Zaªó»my teraz, »e Xi ∈ ANRR(D) dla i = 1, 2.
Niech dla i = 1, 2, ri : Ui → Xi b¦dzie gi-retrakcj¡, gdzie gi ∈ D(Zi, Xi), Ui jest otwartym
otoczeniem Zi w pewnej przestrzeni unormowanej Ei. Wtedy odwzorowanie r = r1×r2 : U =
U1×U2 → X1×X2 = X jest g = g1×g2-retrakcj¡. Druga cz¦±¢ dowodu jest analogiczna.

Niech g ∈ D(Z,X). Zapis Z ∈ ANC(X, g) (Z ∈ AC(X, g)) b¦dzie oznaczaª, »e dla ka»dej
przestrzeni metryzowalnej T i dla ka»dego domkni¦tego zanurzenia h : Z → T przestrze« X
jest g◦h−1-retraktem otoczeniowym (g◦h−1-retraktem) przestrzeni T , gdzie h−1 : h(Z)→ Z
jest homeomor�zmem odwrotnym. Z kolei zapis Z ∈ ANC(X,D) (Z ∈ AC(X,D)) b¦dzie
oznaczaª, »e istnieje g ∈ D(Z,X) takie, »e Z ∈ ANC(X, g) (Z ∈ AC(X, g)). Zauwa»my, »e
X ∈ ANRR(D) (X ∈ ARR(D)) wtedy i tylko wtedy, gdy istniej¡: przestrze« metryzowalna
Z i g ∈ D(Z,X) takie, »e Z ∈ ANC(X, g) (Z ∈ AC(X, g)) (patrz, (7.10)).

Propozycja 7.2.15. Niech X =
∏∞

n=1Xn. Je»eli dla ka»dego n, Xn ∈ ANRR(D) i dla
prawie wszystkich n, Xn ∈ ARR(D), to X ∈ ANRR(D).

Proof. Niech dla ka»dego n, Zn ∈ ANC(Xn,D) i niech dla prawie wszystkich n, Zn ∈
AC(Xn,D). Mo»emy zaªo»y¢, »e istnieje n0 takie, »e dla ka»dego n > n0, Zn ∈ AC(Xn,D).
Niech dla ka»dego n ≤ n0, rn : Un → Xn b¦dzie gn-retrakcj¡, gdzie gn : Zn → Xn i Un
jest otwartym otoczeniem przestrzeni Zn w pewnej przestrzeni unormowanej En i niech dla
ka»dego n > n0, rn : En → Xn b¦dzie gn-retrakcj¡, gdzie Zn ⊂ En, gn : Zn → Xn i En jest
pewn¡ przestrzeni¡ unormowan¡. De�niujemy

Z =
∞∏
n=1

Zn, g =
∞∏
n=1

gn, E =
∞∏
n=1

En, U =

n0∏
n=1

Un ×
∞∏

n=n0+1

En, r =
∞∏
n=1

rn.

St¡d r : U → X jest g-retrakcj¡. Przestrze« liniowo-metryczna E ∈ AR, wi¦c X ∈
ANRR(D).

Kolejny fakt jest oczywisty.

Propozycja 7.2.16. Niech X =
∏∞

n=1Xn. Przestrze« X ∈ ARR(D) wtedy i tylko wtedy,
gdy dla ka»dego n, Xn ∈ ARR(D).
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Korzystaj¡c ze znanych metod dowodzenia (patrz, [1]) mo»na wykaza¢ nast¦puj¡cy ogól-
niejszy fakt:

Propozycja 7.2.17. Niech Z = Z1∪Z2, X = X1∪X2 b¦d¡ przestrzeniami metryzowalnymi,
gdzie X1 i X2 zbiory domkni¦te w X i niech Z0 = Z1 ∩ Z2, X0 = X1 ∩ X2 i g ∈ D(Z,X).
Zaª
o»my, »e Zi = g−1(Xi) oraz niech gi = gZi

, i = 0, 1, 2.
7.2.17.1 Je»eli Z0 ∈ AR i Zi ∈ AC(Xi, gi), to Z ∈ AC(X, g), i = 1, 2.
7.2.17.2 Je»eli Z0 ∈ ANR i Zi ∈ ANC(Xi, gi), to Z ∈ ANC(X, g), i = 1, 2.
7.2.17.3 Je»eli Z ∈ AC(X, g) i X0 jest retraktem X, to Zi ∈ AC(Xi, gi), i = 1, 2.
7.2.17.4 Je»eli Z ∈ ANC(X, g) i X0 jest otoczeniowym retraktem X, to Zi ∈ ANC(Xi, gi),
i = 1, 2.

Proof. 7.2.17.1. Zanurzamy przestrze« Z jako domkni¦ty podzbiór w pewnej przestrzeni
unormowanej E. De�niujemy:

T0 = {x ∈ E; d(x, Z1) = d(x, Z2)},

T1 = {x ∈ E; d(x, Z1) < d(x, Z2)},

T2 = {x ∈ E; d(x, Z1) > d(x, Z2)}.

Jest jasne, »e E = T0∪T1∪T2, zbiór Z0 ⊂ T0 jest domkni¦ty w T0 i Zi∩T0 = Z0 dla i = 1, 2.
St¡d istnieje retrakcja s0 : T0 → Z0. Niech dla i = 1, 2 odwzorowanie si : Zi ∪ T0 → Zi
b¦dzie dane wzorem:

si(z) =

{
z dla z ∈ Zi,
s0(z) dla z ∈ T0.

Zbiór Zi ∪ T0 jest domkni¦ty w Ti ∪ T0 dla i = 1, 2. Niech fi : E → Xi b¦dzie gi-retrakcj¡
i niech ri = fi ◦ s̃i, gdzie s̃i : Ti ∪ T0 → E jest przedªu»eniem ci¡gªym odwzorowania
si : Zi ∪ T0 → Zi ⊂ E dla i = 1, 2. Odwzorowanie r : E → X dane wzorem r(x) = ri(x) dla
x ∈ Ti ∪ T0, i = 1, 2 jest g-retrakcj¡ i Z ∈ AC(X, g).

7.2.17.2. Rozwa»my zbiory Ti, i = 0, 1, 2 okre±lone w dowodzie (7.2.17.1). Przypomnijmy,
z
e zbiór Z0 ⊂ T0 jest domkni¦ty w T0. Zatem istnieje otoczenie W0 zbioru Z0 w przestrzeni
T0 i retrakcja s0 : W0 → Z0. Mo»emy zaªo»y¢, »e W0 jest zbiorem domkni¦tym w T0. Dla
i = 1, 2 de�nujemy odwzorowanie si : Zi ∪W0 → Zi za pomoc¡ wzoru

si(z) =

{
z dla z ∈ Zi,
s0(z) dla z ∈ W0.

Zbiór W0 ∪ Zi jest domkni¦ty w T0 ∪ Ti, i = 1, 2. Istniej¡ otoczenia V ′i zbiorów Zi w E i
gi-retrakcje, fi : V ′i → Xi, i = 1, 2. Niech s̃i : Vi → V ′i b¦dzie przedªu»eniem si : Zi ∪W0 →
Zi ⊂ V ′i , gdzie Vi jest otoczeniem Zi ∪ W0 w T0 ∪ Ti, i = 1, 2. Jest jasne, »e Vi zawiera
domkni¦te otoczenia Ui przestrzeni Zi w T0 ∪ Ti takie, »e Ui ∩ T0 ⊂ W0. Mamy

U1 ∩ U2 ⊂ U1 ∩ (T0 ∪ T1) ∩ (T0 ∪ T2) = U1 ∩ T0 ⊂ W0.

De�niujemy g-retrakcj¦ r : U1 ∪ U2 → X za pomoc¡ wzoru r(x) = fi(s̃i(x)) dla x ∈ Ui,
i = 1, 2, gdzie U1 ∪ U2 ⊂ E jest zbiorem otwartym w E.
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7.2.17.3. Dla i = 1, 2 istnieje retrakcja si : Xi → X0 jak obci¦cie retrakcji s : X → X0

do Xi. Niech d : X → X1 b¦dzie odwzorowaniem danym wzorem

d(x) =

{
x dla x ∈ X1,

s2(x) dla x ∈ X2.

Niech f : E → X b¦dzie g-retrakcj¡. Odzworowanie r : E → X1 dane wzorem r = d ◦ f jest
g1-retrakcj¡, wi¦c Z1 ∈ AC(X, g1). Podobnie dowodzimy, »e Z2 ∈ AC(X2, g2).

7.2.17.4. Dla i = 1, 2 istnieje retrakcja si : V ∩Xi → X0 jak obci¦cie retrakcji s : V → X0

do V ∩Xi, gdzie V jest otwartym otoczeniem X0 w przestrzeni X. Niech d : V ∪X1 → X1

b¦dzie odwzorowaniem danym wzorem

d(x) =

{
x dla x ∈ X1,

s2(x) dla x ∈ V ∩X2.

Niech f : U ′ → X b¦dzie g-retrakcj¡, gdzie U ′ ⊂ E jest zbiorem otwartym i takim, »e
Z ⊂ U ′. Zbiór V ∪X1 ⊂ X jest otwarty w X, wi¦c zbiór U = f−1(V ∪X1) ⊂ U ′ jest otwarty
w E i taki, »e Z1 ⊂ U . Odzworowanie r : U → X1 dane wzorem r = d ◦ fU jest g1-retrakcj¡,
wi¦c Z1 ∈ ANC(X, g1). Podobnie dowodzimy, »e Z2 ∈ ANC(X2, g2).

7.3 Relatywna homotopia

Badanie kolejnych wªasno±ci relatywnych retraktów (w szczególno±ci multiretraktów) jest
mo»liwe dzi¦ki relatywnej homotopii i relatywnego przedªu»ania odwzorowa« (patrz, [41]).

De�nicja 7.3.1. Niech g : Z → X i f : A→ Z b¦d¡ funkcjami ci¡gªymi, gdzie A ⊂ Y jest
zbiorem domkni¦tym. Mówimy, »e odwzorowanie ci¡gªe F : Y → X jest g-przedªu»eniem
odwzorowania f , je±li FA = g ◦ f .

Jest jasne, »e je±li w De�nicji 7.3.1 Z = X i g = IdX , to F jest przedªu»eniem f , gdzie
IdX : X → X jest odwzorowaniem identyczno±ciowym.

De�nicja 7.3.2. Niech f : A→ Z b¦dzie ci¡gª¡ funkcj¡, gdzie A ⊂ Y jest zbiorem domkni¦-
tym. Mówimy, »e ci¡gªe odwzorowanie F : Y → X jest D-przedªu»eniem odwzorowania f ,
je±li istnieje g ∈ D(Z,X) takie, »e F jest g-przedªu»eniem odwzorowania f .

Przykªad 7.3.3. Niech T : Xt → Q i K : Q → Xk b¦d¡ odwzorowaniami cell-like (odw-
zorowania Taylora i Kieslinga, patrz, �3.4) i niech p : Xt×Q→ Q×Xk b¦dzie odwzorowaniem
danym wzorem p = T × K. Jest jasne, »e p jest cell-like (patrz, [6]) i (Xt × Q) /∈ NES i
(Q×Xk) /∈ NES (Xt i Xk s¡ nieprzesuwalne). Niech f : A→ Xt×Q b¦dzie odwzorowaniem
ci¡gªym takim, »e nie istnieje ci¡gªe przedªu»enie odwzorowania f , gdzie A ⊂ Y jest zbiorem
domkni¦tym. Mamy nast¦puj¡ce diagramy:

A
f−−−→ Xt ×Q

πXt−−−→ Xt
T−−−→ Q,

A
f−−−→ Xt ×Q

πQ−−−→ Q
K−−−→ Xk,
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gdzie πXt i πQ s¡ projekcjami. Niech F1 : Y → Q b¦dzie przedªu»eniem T ◦πXt◦f i R : Y → Q
b¦dzie przedªu»eniem πQ◦f i niech F2 = K ◦R. De�niujemy p-przedªu»enie F : Y → Q×Xk

odwzorowania f za pomoc¡ wzoru

F (y) = (F1(y), F2(y)) dla ka»dego y ∈ Y.

Wprowadzimy poj¦cie relatywnej homotopii i podamy kilka jej wªasno±ci. Niech X i Y b¦d¡
przestrzeniami metryzowalnymi i niech f1, f2 : X → Y b¦d¡ odwzorowaniami ci¡gªymi.
Symbolem f1 ∼ f2, b¦dziemy oznacza¢ homotopi¦ ª¡cz¡c¡ odwzorowania f1 i f2.

De�nicja 7.3.4. Niech g : Z → X i f1, f2 : X → Y b¦d¡ ci¡gªymi funkcjami. Mówimy,
»e f1 i f2 s¡ g-homotopijne (piszemy, f1 ∼g f2) je±li istnieje homotopia h : Z × [0, 1] → Y
taka, »e

h(·, 0) = f1 ◦ g i h(·, 1) = f2 ◦ g.

Zauwa»my, »e je±li g jest homeomor�zmem, to (f1 ∼g f2) ⇔ (f1 ∼ f2) i je±li f1 ∼ f2,
to dla ka»dego ci¡gªego odwzorowania g : Z → X, f1 ∼g f2. Niech x0 ∈ X. Symbolem
Cx0
Y : Y → X b¦dziemy oznacza¢ odwzorowanie staªe, dane wzorem Cx0

Y (y) = x0 dla ka»dego
y ∈ Y .

De�nicja 7.3.5. Niech g : Z → X b¦dzie odwzorowaniem ci¡gªym. Przestrze« X nazywamy
g-±ci¡galn¡ do punktu, je±li istnieje punkt x0 ∈ X taki, »e

IdX ∼g Cx0
X .

Zauwa»my, »e

(7.11) (IdX ∼g Cx0
X )⇔ (g ∼ Cx0

Z ).

De�nicja 7.3.6. Niech f1, f2 : X → Y b¦d¡ funkcjami ci¡gªymi. Mówimy, »e f1 i f2 s¡
D-homotopijne (piszemy, f1 ∼D f2), je±li istnieje odwzorowanie g ∈ D(Z,X) takie, »e

f1 ∼g f2.

Zauwa»my, »e
(f1 ∼H f2)⇔ (f1 ∼ f2).

Niech X i Y b¦d¡ metryzowalne i niech

C(X, Y ) = {g : X → Y ; g jest ci¡gªe}.

Propozycja 7.3.7. Relacja ∼D opisana w De�nicji 7.3.6 jest relacj¡ równowa»no±ci w
przestrzeni C(X, Y ).

Proof. Jest oczywiste, »e f ◦ IdX ∼ f ◦ IdX , wi¦c f ∼D f (IdX ∈ D(X)) i relacja ∼D jest
zwrotna. D-homotopia jest symetryczna, poniewa» (f1 ◦ g ∼ f2 ◦ g)⇔ (f2 ◦ g ∼ f1 ◦ g), gdzie
g ∈ D(X). Poka»emy, »e relacja jest przechodnia. Niech f1 ◦ g1 ∼ f2 ◦ g1 i f2 ◦ g2 ∼ f3 ◦ g2,
gdzie g1, g2 ∈ D(X) i g1 : Z1 → X, g2 : Z2 → X. De�niujemy przestrze«

Z = {(z1, z2) ∈ Z1 × Z2; g1(z1) = g2(z2)} =
⋃
x∈X

g−11 (x)× g−12 (x).
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Przestrze« Z jest niepusta. Niech πi : Z → Zi, i = 1, 2, b¦dzie projekcj¡. Zauwa»my, »e
g1 ◦ π1 = g2 ◦ π2. Mamy

f1 ◦ g1 ◦ π1 ∼ f2 ◦ g1 ◦ π1 = f2 ◦ g2 ◦ π2 ∼ f3 ◦ g2 ◦ π2.

St¡d f1◦g ∼ f3◦g, gdzie g = g1◦π1 = g2◦π2. Odzworowanie g ∈ D(X), poniewa» dla ka»dego
x ∈ X g−1(x) = g−11 (x)× g−12 (x) (patrz, (7.4)), wi¦c f1 ∼D f3 i dowód jest zako«czony.

De�nicja 7.3.8. Mówimy, »e X jest D-±ci¡galna do punktu, je±li istnieje g ∈ D(X), g :
Z → X takie, »e X jest g-±ci¡galna do punktu.

Zauwa»my, »e X jest H-±ci¡galna do punktu wtedy i tylko wtedy, gdy X jest ±ci¡galna
do punktu. Podamy przykªad przestrzeni X takiej, »e X jest CE-±ci¡galna do punktu i
nie jest ±ci¡galna do punktu. Przypomnijmy, »e, je±li X jest ±ci¡galna do punktu, to jest
przesuwalna.

Przykªad 7.3.9. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ nieprzesuwaln¡ i zwart¡ i tak¡, »e istnieje
odwzorowanie cell-like p : Q → X, gdzie Q jest kostk¡ Hilberta. Przestrze« X nie jest
±ci¡galna do punktu. Niech x0 ∈ X i niech p(z0) = x0. De�niujemy homtopi¦ h : Q×[0, 1]→
X za pomoc¡ wzoru h(z, t) = p((1 − t)z + tz0) dla ka»dego (z, t) ∈ Q × [0, 1]. St¡d X jest
CE-±ci¡galna do punktu.

Mamy nast¦puj¡ce twierdzenie o D-przedªu»aniu, D-homotopii:

Propozycja 7.3.10. Niech X ∈ ANRR(D) i niech Y b¦dzie przestrzeni¡ metryzowaln¡.
Niech Z ∈ ANC(X,D). Zaªó»my, »e h : A× [0, 1]→ Z jest ci¡gªym odwzorowaniem, gdzie
A ⊂ Y jest zbiorem domkni¦tym. Je±li h(·, 1) : A → Z ma ci¡gªe przedªu»enie F : Y → Z,
to h ma ci¡gªe D-przedªu»enie H : Y × [0, 1]→ X.

Proof. Niech P = (Y × {1}) ∪ (A× [0, 1]) i niech r : P → Z b¦dzie odwzorowaniem danym
wzorem:

r(x, t) =

{
h(x, t) je»eli (x, t) ∈ A× [0, 1],

F (x) je»eli (x, t) ∈ Y × {1}.

Istnieje zbiór otwarty V w pewnej przestrzeni unormowanej E taki, »e Z ⊂h V i f : V → X
jest g-retrakcj¡, gdzie g ∈ D(X), g : Z → X. Niech R : U → X b¦dzie odwzorowaniem
danym wzorem R = f ◦ r̃, gdzie r̃ : U → V jest ci¡gªym przedªu»eniem r na pewien zbiór
otwarty U ⊂ Y × [0, 1] taki, »e P ⊂ U . Niech s : Y × [0, 1] → U b¦dzie ci¡gª¡ funkcj¡
tak¡, »e s(y, t) = (y, t) dla ka»dego (y, t) ∈ P (patrz, [1]). De�niujemy odwzorowanie
H : Y × [0, 1]→ X za pomoc¡ wzoru

H(y, t) = R(s(y, t)) dla ka»dego (y, t) ∈ Y × [0, 1].

St¡d H jest g-przedªu»eniem h i dowód jest zako«czony.
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Symbolem Ds(X) oznaczmy zbiór typu D speªniaj¡cy warunek:

(7.12) (g1 ∈ Ds(Z) i g2 ∈ Ds(Z,X))⇒ ((g2 ◦ g1) ∈ Ds(X)).

Warunek (7.12) speªniaj¡, dla przykªadu zbiory H(X), V(X) i P(X).

Propozycja 7.3.11. Niech X ∈ ANRR(Ds). Je±li istnieje Ds-±ci¡galna przestrze« Z ∈
ANC(X,Ds), to X ∈ ARR(Ds).

Proof. Niech h : P × [0, 1] → Z b¦dzie homotopi¡ tak¡, »e h(x, 1) = z0 i h(x, 0) = g1(x)
dla ka»dego x ∈ P , gdzie z0 ∈ Z (patrz, (7.11)) jest wybranym punktem i g1 ∈ Ds(P,Z).
Niech E b¦dzie przestrzeni¡ unormowan¡ tak¡, »e P ⊂ E. Z Propozycji 7.3.10 istniej¡
g2 ∈ Ds(Z,X) i H : E × [0, 1] → X takie, »e H jest g2-przedªu»eniem h. De�niujemy
(g2 ◦ g1)-retrakcj¦ r : E → X za pomoc¡ wzoru

r(x) = H(x, 0) dla ka»dego x ∈ E.

Je»eli x ∈ P , to r(x) = H(x, 0) = g2(h(x, 0)) = g2(g1(x)). Z Propozycji 7.2.8 dostajemy
tez¦.

Z Propozycji 7.3.12 dostajemy nast¦puj¡ce wnioski:

Propozycja 7.3.12. Niech X ∈ ANRR(V). Je±li istnieje V-±ci¡galna przestrze« Z ∈
ANC(X,V), to X ∈ ARR(V).

Propozycja 7.3.13. Niech X ∈ ANRR(D). Je»eli istnieje przestrze« ±ci¡galna Z ∈
ANC(X,D), to X ∈ ARR(D).

Propozycja 7.3.14. Je±li X ∈ ARR(D), to X jest D-±ci¡galna do punktu.

Wprowadzimy nast¦puj¡c¡ de�nicj¦ (patrz, De�nicja 7.1.3):

De�nicja 7.3.15. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ metryzowaln¡. Mówimy, »e przestrze« X
jest lokalnie D-±ci¡galna, je±li dla ka»dego x ∈ X i dla ka»dego otwartego otoczenia U ⊂ X
punktu x istnieje otwarte otoczenie V ⊂ U punktu x takie, »e dla ka»dego otwartego otoczenia
W ⊂ U punktu x istniej¡: przestrze« ZV , gV ∈ D(ZV , V ), ci¡gªe odwzorowanie CW : ZV →
W takie, »e

(7.13) iV ◦ gV ∼ iW ◦ CW ,

gdzie iV : V ↪→ U i iW : W ↪→ U s¡ inkluzjami.

Zauwa»my, »e je»eli istnieje odwzorowanie ci¡gªe CV : V → W takie, »e CW = CV ◦ gV , to
warunek (7.13), De�nicji 7.3.15 mo»na zapisa¢ tak:

(7.14) iV ∼D iW ◦ CV .

Z Twierdzenia 7.1.4 wynika nast¦puj¡cy fakt:

Propozycja 7.3.16. Je»eli X ∈ ANRR(CE), to X jest lokalnie CE-±ci¡galna.
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Na koniec podamy nast¦puj¡cy przykªad:

Przykªad 7.3.17. Niech f = Mc : Q→ Xmc = X b¦dzie odwzorowaniem cell-like i takie, »e
X nie jest lokalnie ±ci¡galna. Jest oczywiste, »e X /∈ ANR, ale wiemy, »e X ∈ ARR(CE) ⊂
ANRR(CE), wi¦c z Propozycji 7.3.16 jest lokalnie CE-±ci¡galna.
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8. ZASTOSOWANIA

8.1 Preliminaria

W tym rozdziale b¦dziemy potrzebowa¢ nast¦puj¡ce de�nicje i fakty:

Twierdzenie 8.1.1. [6] Rozwa»my diagram:

X
p←−−− Z

q−−−→ X,

w którym X ∈ ANR, p jest odwzorowaniem Vietorisa i q jest zwarte. Wtedy q∗ ◦ p−1∗ jest
endomor�zmem Leraya i Λ(q∗ ◦ p−1∗ ) 6= 0 implikuje, »e p i q maj¡ punkt koincydencji.

Propozycja 8.1.2. ([8]) Zaªó»my, »e dla odwzorowania ci¡gªego f : X → X liczba Lef-
schetza Λ(f∗) jest poprawnie zde�niowana i niech ρ b¦dzie liczb¡ pierwsz¡, wtedy Λ(fρ) odw-
zorowania fρ jest poprawnie zde�niowana i Λ(f∗) ≡ Λ(fρ∗ ) mod ρ.

Propozycja 8.1.3. ([6]) Niech X ∈ ANR i niech ϕ : X ( X b¦dzie zwarte i acykliczne.
Wtedy Λ(ϕ∗) jest poprawnie zde�niowana i je±li Λ(ϕ∗) 6= 0 wtedy Fix(ϕ) 6= ∅.

Propozycja 8.1.4. [32] Niech (p1, q1), (p2, q2) ∈ D(X, Y ), gdzie

X
p1←−−− Z1

q1−−−→ Y, X
p2←−−− Z2

q2−−−→ Y.

Wtedy istnieje (p, q), (p, q′) ∈ D(X, Y ) takie, »e:

(p1, q1) ∼m (p, q) and (p2, q2) ∼m (p, q′).

Propozycja 8.1.5. [33] Przestrze« X ∈MCNm wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje przestrze«
metryzowalna Z i odwzorowanie Vietorisa p : Z → X takie, »e p ∼ Cx0

1 , gdzie Cx0
1 : Z → X

jest odwzorowaniem staªym, danym wzorem Cx0
1 (z) = x0 dla ka»dego z ∈ Z.

De�nicja 8.1.6. Niech g : Z → X i f1, f2 : X → Y b¦d¡ odwzorowaniami ci¡gªymi.
Mówimy, »e f1 i f2 s¡ g-homotopijne (piszemy, f1 ∼g f2), je±li istnieje homotopia h :
Z × [0, 1]→ Y taka, »e

h(·, 0) = f1 ◦ g i h(·, 1) = f2 ◦ g.

De�nicja 8.1.7. Mówimy, »e f1 i f2 s¡ D-homotopijne (piszemy, f1 ∼D f2), je±li f1 ∼g f2
dla pewnego g ∈ D(X).

Propozycja 8.1.8. [36] Niech X b¦dzie przestrzeni¡ metryzowaln¡.
8.1.8.1 (X ∈ AMR)⇔ (X ∈ ARR(V)),
8.1.8.2 (X ∈ ANMR)⇔ (X ∈ ANRR(V)).

Mówimy, »e multifunkcja ϕ : X →m X ma punkt staªy, je±li istnieje punkt x ∈ X taki,
»e x ∈ ϕ(x) (piszemy, Fix(ϕ) 6= ∅). Multifunkcja ϕ : X →m Y jest zwarta, je±li istnieje
(p, q) ∈ ϕm taka, »e odwzorowanie q : Z → Y jest zwarte, to znaczy q(Z) ⊂ Y jest zbiorem
zwartym. Zwarta multifunkcja ϕ : X →m X jest odwzorowaniem Lefschetza, je±li ϕ∗ jest
endomor�zmem Leraya i

(Λ(ϕ) 6= 0)⇒ (Fix(ϕ) 6= ∅).
Mówimy, »e przestrze«X ma wªasno±¢ punktu staªego w kontek±cie multimor�zmów (piszemy,
X ∈ FPPm), je»eli ka»da zwarta multifunkcja ψ : X →m X jest odwzorowaniem Lefschetza.
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Twierdzenie 8.1.9. [26] Niech X ∈ ANMR. Wtedy X ∈ FPPm.

Propozycja 8.1.10. [2] Niech X i Y b¦d¡ przestrzeniami zwartymi. Przestrze« X ×Y jest
przesuwalna wtedy i tylko wtedy, gdy X i Y s¡ przesuwalne.

De�nicja 8.1.11. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ metryzowaln¡ i niech x0 ∈ X. Niech Cx0 :
X → X b¦dzie odzworowaniem staªym, to znaczy Cx0(x) = x0 dla ka»dego x ∈ X. Mówimy,
»e przestrze« X jest multi±ci¡galna do punktu x0 w kontek±cie multimor�zmów (piszemy,
X ∈MCNm) je»eli

[(IdX , IdX)]m = Idm ∼HM Cx0
m = [(IdX , C

x0)]m.

Propozycja 8.1.12. [36] Je»eli X ∈MCNm, to X jest acykliczna i ªukowo spójna.

De�nicja 8.1.13. Niech g : Z → X b¦dzie ci¡gªym odwzorowaniem. Mówimy, »e X jest
g-±ci¡galna do punktu x0 ∈ X, je±li istnieje homotopia h : Z × [0, 1]→ X taka, »e

h(·, 0) = g i h(·, 1) = Cx0
1 ,

gdzie Cx0
1 : Z → X jest odwzorowaniem staªym, danym wzorem Cx0

1 (z) = x0 dla ka»dego
z ∈ Z.

De�nicja 8.1.14. Mówimy, »e X jest D-±ci¡galna do punktu x0 ∈ X, je±li istnieje g ∈
D(X), g : Z → X takie, »e X jest g-±ci¡galna do punktu x0 ∈ X.

Propozycja 8.1.15. [1] Niech dla ka»dego n, Xn b¦dzie przestrzeni¡ zwart¡ i niech X =∏∞
n=1Xn. Je±li dla ka»dego n, Xn ma trywialny ksztaªt, to X ma trywialny ksztaªt.

Propozycja 8.1.16. [37] Niech dla ka»dego n, Xn b¦dzie zwart¡ przestrzeni¡ i niech X =∏∞
n=1Xn. Je»eli dla ka»dego n, Xn jest acykliczna, to X jest acykliczna.

8.2 Punkty staªe

Multiretrakty prawostronne w odró»nieniu od multiretraktów lewostronnych maj¡ wªas-
no±¢ punktu staªego. U»ywaj¡c multimor�zmów wyka»emy, »e multiretrakty prawostronne
w kontek±cie punktu staªego maj¡ podobne wªasno±ci do wªasno±ci retraktów. Szczegóªy
mo»na znale¹¢ w pracy [26]. W tym paragra�e, zakªadamy, »e wszystkie przestrzenie s¡
metryzowalne. Niech ψ : X →m X b¦dzie multifunkcj¡ wyznaczon¡ przez multimor�zm
ψm = [(p, q)]m ∈Mm(X,X). Niech

H̃∗(ψ) = ψ∗ = q∗ ◦ p−1∗

i je±li homomor�zm ψ∗ : H∗(X)→ H∗(X) jest endomor�zmem Leraya, to uogólnion¡ liczb¦
Lefschetza odwzorowania ψ b¦dziemy oznacza¢ symbolem

Λ(ψ) = Λ(ψ∗).

Niech X0 ⊂ X. Odwzorowanie ϕ : (X,X0) ( (X,X0) (ϕ(X0) ⊂ X0) jest multifunkcj¡
wtedy i tylko wtedy, gdy ϕX : X ( X dane wzorem

ϕX(x) = ϕ(x) dla ka»dego x ∈ X
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jest multifunkcj¡ i ϕX(X0) ⊂ X0. Wtedy odwzorowanie ϕX0 : X0 ( X0 dane wzorem

ϕX0(x) = ϕ(x) dla ka»dego x ∈ X0

jest multifunkcj¡. Rzeczywi±cie, niech (p, q) ∈ (ϕX)m, p, q : Z → X. Niech p̃, q̃ : (Z, p−1(X0))→
(X,X0) p̃(z) = p(z), q̃(z) = q(z) dla wszystkich z ∈ Z i p, q : p−1(X0) → X0, p(z) = p(z),
q(z) = q(z) dla wszystkich z ∈ p−1(X0). Kªadziemy

(ϕX0)m = [(p, q)]m i ϕm = [(p̃, q̃)]m.

Taka de�nicja jest poprawna. Rzeczywi±cie, zauwa»my, »e

(8.1) (ϕX0)m = [(p, q)]m = [(p, q)]m ◦ [(IdX0 , i)]m = (ϕX)m ◦ im,

gdzie

X0

IdX0←−−− X0
i−−−→ X

p←−−− Z
q−−−→ X,

i : X0 ↪→m X jest inkluzj¡ wyznaczon¡ przez im = [(IdX0 , i)]m.

Mamy nast¦puj¡cy diagram:

(8.2) H∗(X,X0)
p̃∗←−−− H∗(Z, p

−1(X0))
q̃∗−−−→ H∗(X,X0),

gdzie p̃∗ jest izomor�zmem (patrz, [6]). Zaªó»my, »e

(8.3) q̃∗ ◦ p̃−1∗ : H∗(X,X0)→ H∗(X,X0)

jest endomor�zmem Leraya. Dla takiego ϕ, de�niujemy uogólnion¡ liczb¦ Lefschetza przyj-
muj¡c

(8.4) Λ(ϕ) = Λ(q̃∗ ◦ p̃−1∗ ).

Uogólniona liczba Lefschetza odwzorowania ϕ jest poprawnie zde�niowana. Jest to wynik
nast¦puj¡cej, znanej formuªy:

Propozycja 8.2.1. ([6]) Niech X0 ⊂ X b¦dzie niepustym zbiorem i niech (p, q) ∈ D(X,X)
takie, »e q(p−1(X0)) ⊂ X0. Je±li dowolne dwa endomor�zmy wybrane z endomor�zmów:
q̃∗ ◦ p̃−1∗ : H∗(X,X0)→ H∗(X,X0), q∗ ◦ p−1∗ : H∗(X)→ H∗(X) i q∗ ◦ p−1∗ : H∗(X0)→ H∗(X0)
s¡ endomor�zmami Leraya, to jest nim te» trzeci i

Λ(q̃∗ ◦ p̃−1∗ ) = Λ(q∗ ◦ p−1∗ )− Λ(q∗ ◦ p−1∗ ).

Z aksjomatu homologicznej równo±ci, Propozycji 8.2.1 i (8.4) dostajemy nast¦puj¡cy fakt:

Propozycja 8.2.2. Niech ϕ : (X,X0) →m (X,X0) b¦dzie multifunkcj¡. Je±li dowolne dwa
endomor�zmy wybrane z endomor�zmów: ϕ∗ : H∗(X,X0) → H∗(X,X0), (ϕX)∗ : H∗(X) →
H∗(X) i (ϕX0)∗ : H∗(X0)→ H∗(X0) s¡ endomor�zmami Leraya, to jest nim te» trzeci i

Λ(ϕ) = Λ(ϕX)− Λ(ϕX0).
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Niech A ⊂ X b¦dzie niepustym zbiorem i niech ϕ : X →m Y b¦dzie multifunkcj¡. Mamy
multifunkcj¦ ϕA : A→m Y dan¡ za pomoc¡ wzoru

(8.5) ϕA(x) = ϕ(x) dla ka»dego x ∈ A.

Niech ϕ : X →m X. Nast¦puj¡ce odwzorowanie:

(8.6) ϕn = ϕ ◦ ϕ ◦ ... ◦ ϕ (n-razy ϕ)

b¦dziemy oznacza¢ symbolem ϕn : X →m X, gdzie n jest liczb¡ naturaln¡.

Przypomnijmy kilka potrzebnych faktów:

Propozycja 8.2.3. ([6]) Je»eli u : E → E jest sªabo nilpotentnym endomor�zmem, to
Λ(u) = 0.

Propozycja 8.2.4. ([6]) Zaªó»my, »e dla multifunkcji ϕ : X →m X uogólniona liczba
Lefschetza Λ(ϕ) jest poprawnie zde�niowana i niech ρ b¦dzie liczb¡ pierwsz¡, to Λ(ϕρ) odw-
zorowania ϕρ jest poprawnie zde�niowana i

Λ(ϕ) ≡ Λ(ϕρ) mod ρ.

Propozycja 8.2.5. ([6]) Zaªó»my, »e w kategorii przestrzeni liniowych z gradacj¡ nast¦pu-
j¡cy diagram jest przemienny

E ′ -u
E ′′

6
u′′

E ′′.
Z

Z
Z

Z}
v

-E ′

6
u′

u

Je»eli u′ lub u′′ jest endomor�zmem Leraya, to endomor�zmem Leraya jest te» drugi endo-
mor�zm i

Λ(u′) = Λ(u′′).

Z Twierdzenia 8.1.9 i Propozycji 8.1.8 mamy:

Twierdzenie 8.2.6. Niech X ∈ ANRR(V). Wtedy X ∈ FPPm.

De�nicja 8.2.7. Multifunkcj¦ ϕ : X →m X nazywamy zwart¡ pochªaniaj¡c¡ kontrakcj¡
(piszemy, ϕ ∈ CAC(X)) pod warunkiem, »e istnieje zbiór otwarty U ⊂ X taki, »e:
8.2.7.1 ϕ(U) ⊂ U i odwzorowanie ϕU : U →m U jest zwarte,
8.2.7.2 dla ka»dego x ∈ X istnieje n = nx takie, »e ϕn(x) ⊂ U .

Niech
K(X) = {ϕ : X →m X; ϕ jest zwarte}.

Jest oczywiste, »e
K(X) ⊂ CAC(X).

Twierdzenie 8.2.8. ([26]) Je»eli X ∈ ANRR(V) (ANMR) i ϕX ∈ CAC(X), to ϕX jest
odwzorowaniem Lefschetza.
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Propozycja 8.2.9. ([26]) Je±li ϕX ∈ CAC(X) i X ∈ ANRR(V) jest przestrzeni¡ acyk-
liczn¡ (w szczególno±ci, je±li X ∈ ARR(V)), to Fix(ϕX) 6= ∅.

Podamy teraz zastosowanie homotopii relatywnej do teorii punktów staªych.

Propozycja 8.2.10. Niech g : Z → X i f1, f2 : X → Y b¦d¡ ci¡gªymi odwzorowaniami i
niech g∗ : H∗(Z)→ H∗(X) b¦dzie epimor�zmem. Je»eli f1 ∼g f2, to f1∗ = f2∗.

Proof. Z zaªo»enia mamy (f1 ◦ g) ∼ (f2 ◦ g). St¡d

f1∗ ◦ g∗ = (f1 ◦ g)∗ = (f2 ◦ g)∗ = f2∗ ◦ g∗,

gdzie

H∗(Z)
g∗−−−→ H∗(X)

f1∗,f2∗−−−−→ H∗(Y ).

Niech a ∈ H∗(X). Wtedy istnieje b ∈ H∗(Z) takie, »e g∗(b) = a. Mamy

f1∗(a) = f1∗(g∗(b)) = f2∗(g∗(b)) = f2∗(a)

i dowód jest zako«czony.

Z Propozycji 8.2.10 i twierdzenia Hopfa mamy nast¦puj¡cy fakt:

Propozycja 8.2.11. Niech g : Z → Sn i f1, f2 : Sn → Sn b¦d¡ ci¡gªymi odwzorowaniami i
niech g∗ : H∗(Z)→ H∗(Sn) b¦dzie epimor�zmem. Wtedy mamy

f1 ∼g f2 wtedy i tylko wtedy f1 ∼ f2.

Propozycja 8.2.12. Niech X ∈ ANRR(V) b¦dzie przestrzeni¡ spójn¡, g : Z → X b¦dzie
odwzorowaniem ci¡gªym takim, »e g∗ : H∗(Z)→ H∗(X) jest epimor�zmem i niech f : X →
X b¦dzie zwarte. Je»eli istnieje liczba naturalna n taka, »e

fn ∼g Cx0
X ,

to f ma punkt staªy.

Proof. Zauwa»my, »e z zaªo»enia dostajemy

fn+j ∼g Cfj(x0)
X

dla ka»ego j ≥ 0. St¡d istnieje liczba pierwsza ρ ≥ n taka, »e

fρ ∼g Cfρ−n(x0)
X .

Z Propozycji 8.2.10 dla ka»dego k ≥ 1 odwzorowanie fρk∗ jest homor�zmem zerowym, wi¦c
Λ(fρ∗ ) = 1. Z Propozycji 8.1.2 mamy

Λ(f∗) ≡ Λ(fρ∗ ) mod ρ.

St¡d Λ(f∗) 6= 0 i z Propozycji 8.1.3 f ma punkt staªy.

Z Propozycji 8.2.12 dostajemy nast¦puj¡cy fakt:

Propozycja 8.2.13. Niech X ∈ ANRR(V) b¦dzie przestrzeni¡ spójn¡ i niech f : X → X
b¦dzie zwarte. Je»eli istnieje liczba naturalna n taka, »e

fn ∼V C
x0
X ,

to f ma punkt staªy.
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8.3 Koincydencja

Bardzo wa»nym zastosowaniem g-retraktów (w szczególno±ci multiretraktów, patrz [36]) jest
zastosowanie do teorii koincydencji. Udowodnili±my te», »e uogólnione odwzorowania Vi-
etorisa maj¡ w odpowiednich przestrzeniach wªasno±¢ koincydencji (patrz, [28]). Z De�nicji
8.1.6 dostajemy (patrz, Propozycja 8.1.5)

(IdX ∼g Cx0)⇔ (g ∼ Cx0
1 ),

gdzie Cx0
1 : Z → X jest odwzorowaniem staªym. Niech Rn+1 b¦dzie przestrzeni¡ euklides-

ow¡ i niech Kn+1 ⊂ Rn+1 b¦dzie domkni¦t¡ kul¡ o ±rodku w punkcie 0 i promieniu 1 i niech
Sn ⊂ Kn+1 b¦dzie sfer¡. Niech f, g : X → Y . Mówimy, »e f i g maj¡ punkt koincydencji,
je±li istnieje punkt x ∈ X taki, »e f(x) = g(x).

W kolejnych trzech faktach b¦dziemy zakªada¢, »e n ≥ 1. Mamy nast¦puj¡ce twierdzenie
(patrz, [8]):

Twierdzenie 8.3.1. ([36]) Niech Y b¦dzie przestrzeni¡ ±ci¡galn¡ do punktu i niech g : Z →
Sn b¦dzie odwzorowaniem ci¡gªym, gdzie Z ⊂ Y jest niepustym i domkni¦tym podzbiorem.
Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:
8.3.1.1 Sn nie jest g-±ci¡galna do punktu,
8.3.1.2 Niech G : Y → Rn+1 b¦dzie ci¡gªym przedªu»eniem odwzorowania g. Ka»de ci¡gªe
odwzorowanie F : Y → Rn+1 speªnia jeden z poni»szych warunków:
(i) F i G maj¡ punkt koincydencji,
(ii) istnieje punkt z ∈ Z taki, »e G(z) = λF (z) dla pewnego 0 < λ < 1;
8.3.1.3 Ka»de ci¡gªe odwzorowanie F : Y → Rn+1 takie, »e F (Z) ⊂ Kn+1 i G maj¡ punkt
koincydencji, gdzie G jest takie, jak w (8.3.1.2);
8.3.1.4 Sn nie jest g-retraktem przestrzeni Y .

Propozycja 8.3.2. ([36]) Niech Y b¦dzie przestrzeni¡ acykliczn¡ (w szczególno±ci, przestrzeni¡
±ci¡galn¡) i niech g : Z → Sn b¦dzie odwzorowaniem ci¡gªym takim, »e g∗ : H∗(Z)→ H∗(Sn)
jest epimor�zmem, gdzie Z ⊂ Y jest zbiorem niepustym. Wtedy Sn nie jest g-retraktem
przestrzeni Y .

Przypomnijmy, »e odwzorowanie ci¡gªe f : X → Y jest uniwersalne, je±li dla ka»dego
odwzorowania ci¡gªego g : X → Y , f i g maj¡ punkt koincydencji (patrz, [10, 11]). Dzi¦ki
Propozycji 8.3.2, Twierdzenie 8.3.1 jest prawdziwe dla szerokiej klasy odwzorowa« ci¡gªych
g : Z → Sn indukuj¡cych epimor�zm na homologiach. Z Twierdzenia 8.3.1 (warunek,
(8.3.1.3)) i Propozycji 8.3.2 wynika nast¦puj¡cy fakt:

Propozycja 8.3.3. ([36]) Niech Y b¦dzie ±ci¡galna do punktu i niech G : Y → Kn+1 b¦dzie
ci¡gªym odwzorowaniem. Zaªó»my, »e istnieje domkni¦ty zbiór Z ⊂ Y taki, »e G(Z) ⊂ Sn i
odwzorowanie g : Z → Sn dane wzorem g(x) = G(x) dla ka»dego x ∈ Z indukuje epimor�zm
g∗ : H∗(Z)→ H∗(Sn). Wtedy G jest odwzorowaniem uniwersalnym.

Uogólnione odwzorowania Vietorisa b¦dziemy stosowa¢ do teorii koincydencji i odwzorowa«
istotnych.

De�nicja 8.3.4. Niech (p1, q1), (p2, q2) ∈ D(X, Y ), gdzie

X
p1←−−− Z1

q1−−−→ Y, X
p2←−−− Z2

q2−−−→ Y.
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Mówimy, »e diagramy (p1, q1) i (p2, q2) maj¡ punkt koincydencji

(piszemy, (p1, q1) ∼z0 (p2, q2))

je±li istniej¡: przestrze« metryzowalna Z, odwzorowania Vietorisa p3 : Z → Z1, p4 : Z → Z2

i punkt z0 ∈ Z takie, »e p1 ◦ p3 = p2 ◦ p4 i

q1(p3(z0)) = q2(p4(z0)).

De�nicja 8.3.5. Niech ϕ, ψ : X →m Y . Mówimy, »e multifunkcje ϕ i ψ maj¡ punkt
koincydencji, je±li istniej¡ diagramy (p1, q1) ∈ ϕm i (p2, q2) ∈ ψm takie, »e

(p1, q1) ∼z0 (p2, q2).

Mamy nast¦puj¡cy fakt:

Propozycja 8.3.6. ([32]) Niech ϕ, ψ : X →m Y . Multifunkcje ϕ i ψ maj¡ punkt koincy-
dencji wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje punkt x0 ∈ X taki, »e

ϕ(x0) ∩ ψ(x0) 6= ∅.

Zauwa»my, »e z De�nicji 8.3.5 i Propozycji 8.3.6 wynika, »e je±li multifunkcje ϕ i ψ maj¡
punkt koincydencji, to dla ka»dego diagramu (p1, q1) ∈ ϕm i (p2, q2) ∈ ψm

(p1, q1) ∼z0 (p2, q2) (patrz, De�nicja 8.3.4).

Mówimy, »e multifunkcja ψ : X →m Y jest zwarta, je±li dla pewnego (p, q) ∈ ψm, q jest
odwzorowaniem zwartym.

Twierdzenie 8.3.7. ([32]) Niech ∆ : X →m Y , ∆ ∈ GV i niech Y ∈ ANRR(V). Zaªó»my,
»e ψ : X →m Y jest zwart¡ multifunkcj¡. Wtedy

(ψ ◦
←−
∆)∗ : H∗(Y )→ H∗(Y )

jest endomor�zmem Leraya i je»eli Λ((ψ ◦
←−
∆)∗) 6= 0, to ψ i ∆ maj¡ punkt koincydencji.

W szczególno±ci z Twierdzenia 8.3.7 otrzymujemy nast¦puj¡cy fakt:

Propozycja 8.3.8. ([32]) Niech ∆ : X →m Y , ∆ ∈ GV i niech Y ∈ ARR(V). Zaªó»my, »e
ψ : X →m Y jest zwart¡ multifunkcj¡. Wtedy ψ i ∆ maj¡ punkt koincydencji.

Twierdzenia o punktach koincydencji, maj¡ zastosowanie do teorii odwzorowa« istotnych.
Odwzorowania istotne wykorzystuje si¦ do rozwi¡zywania inkluzji ró»niczkowych. Przypom-
nimy de�nicj¦ odwzorowania istotnego. Symbolem clA b¦dziemy oznacza¢ domkni¦cie zbioru
A w przestrzeni X, natomiast symbolem bdA = clA ∩ cl(X\A) b¦dziemy oznacza¢ brzeg
zbioru A. Niech E1, E2 b¦d¡ przestrzeniami liniowymi i metrycznymi i niech U ⊂ E1 b¦dzie
zbiorem otwartym. Zaªó»my, »e ϕ : clU →m E2 jest multifunkcj¡ tak¡, »e ϕ−1b {0} ⊂ U .
Mówimy, »e ϕ jest istotne, je»eli dla ka»dej zwartej multifunkcji ψ : clU →m E2 takiej,
»e dla ka»dego x ∈ bdU ψ(x) = {0} istnieje punkt x0 ∈ U taki, »e ϕ(x0) ∩ ψ(x0) 6= ∅.
Nast¦puj¡cy fakt nie wymaga dowodu (patrz, Propozycja 8.3.8):

Propozycja 8.3.9. ([32]) Niech ∆ : clU →m E2, ∆ ∈ GV i takie, »e ∆−1b {0} ⊂ U . Wtedy
∆ jest istotne.
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8.4 Multiretrakty w przestrzeniach przeliczalnie wymiarowych

Multiretrakty prawostronne w przestrzeniach sko«czenie wymiarowych pokrywaj¡ si¦ z re-
traktami, dlatego stanowi¡ wa»ne narz¦dzie do ich charakteryzacji (patrz, [29, 30, 31, 33, 36,
34]). Na pocz�atek udowodnimy kilka faktów dotycz�acych elementarnego przedªu»ania odw-
zorowa« wielowarto±ciowych, które opisali±my w pracy [29]. Przypomnijmy, »e przestrze«
X jest przeliczalnie wymiarowa, je±li

(8.7) X =
∞⋃
n=1

Xn, gdzie dimXn <∞ dla ka»dego n.

Niech ϕ : X ( Y b¦dzie odwzorowaniem wielowarto±ciowym i niech A ⊂ X b¦dzie zbiorem
niepustym. Symbolem ϕA b¦dziemy oznacza¢ odwzorowanie ϕA : A( Y dane wzorem:

(8.8) ϕA(x) = ϕ(x) for each x ∈ A.

B¦dziemy mówi¢, »e multifunkcja ϕ : X →m Y jest specjalna (piszemy, ϕ : X →sm Y ), je±li
istnieje (p, q) ∈ ϕm takie, »e p : Z → X jest odwzorowaniem cell-like.

De�nicja 8.4.1. Niech A ⊂ X,A 6= X b¦dzie zbiorem niepustym. Mówimy, »e odwzorowanie
u.s.c. ϕ : A ( Y ma elementarne przedªu»enie, je±li istnieje odwzorowanie u.s.c. ϕ̃ : X (
Y takie, »e ϕ̃X\A : X\A→ Y jest odwzorowaniem ci¡gªym i dla ka»dego x ∈ A ϕ̃(x) = ϕ(x).

B�edzie nam potrzebne nast�epuj�ace twierdzenie:

Twierdzenie 8.4.2. ([23]) Nech X, Y b¦d¡ przestrzeniami metryzowalnymi zwartymi. Niech
A ⊂ X b¦dzie domkni¦ty w X, przeliczalnie wymiarowy i niech Y ∈ ANR (Y ∈ AR).
Zaªó»my, »e odwzorowanie wielowarto±ciowe ϕ : A ( Y jest u.s.c. i dla ka 
dego x ∈ A
ϕ(x) jest zwarty i ma trywialny ksztaªt. Wtedy ϕ ma elementarne przedªu»enie ϕ̃ : U ( Y
(ϕ̃ : X ( Y ), gdzie U ⊃ A jest pewnym zbiorem otwartym w X.

Propozycja 8.4.3. ([29]) Niech Y ∈ ANR (Y ∈ AR) i niech A ⊂ X b¦dzie domkni¦ty i
przeliczalnie wymiarowy, gdzie X jest zwarta. Wtedy multifunkcja specjalna ϕ : A →sm Y
ma elementarne przedªu»enie ϕ̃ : U ( Y (ϕ̃ : X ( Y ), gdzie U ⊃ A jest pewnym zbiorem
otwartym w X.

Poniewa» klasa odwzorowa« wielowarto±ciowych zawiera klas¦ odwzorowa« jednowarto±-
ciowych, wi¦c nie ma potrzeby uzasadniania, »e zbiór A musi by¢ domkni¦ty i przestrze«
Y ∈ ANR (Y ∈ AR). W Propozycji 8.4.3, nie mo»na równie» pomin¡¢, »e zbiór A jest
przeliczalnie wymiarowy. Wiemy, »e je±li przestrze« zwarta X ∈ ANR (w szczególno±ci,
X ∈ AR), to jest przesuwalna.

Przykªad 8.4.4. Niech X ⊂ Q b¦dzie zwarta i taka, »e X jest acykliczna i nieprzesuwalna
(patrz, [14]). Niech p : Q → X b¦dzie odwzorowaniem cell-like. Niech ϕ : X →sm Q b¦dzie
multifunkcj¡ specjaln¡ dan¡ wzorem

ϕ(x) = p−1(x) dla dowolnego x ∈ X.

Zaªó»my, »e istnieje elementarne przedªu»enie ϕ̃ : U ( Q, gdzie U ⊃ X jest pewnym zbiorem
otwartym w Q. Odwzorowanie r : U → X dane wzorem

r = p ◦ ϕ̃

jest retrakcj¡. St¡d X ∈ ANR, ale to jest niemo»liwe, poniewa» X nie jest przesuwalna.
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Propozycja 8.4.5. ([29]) Niech Y ∈ ANR (Y ∈ AR) i niech X b¦dzie przestrzeni¡ me-
tryzowaln¡. Zaªó»my, »e zbiór A ⊂ X jest niepusty, domkni¦ty i taki, »e X\A jest zwarty
i przeliczalnie wymiarowy. Wtedy multifunkcja specjalna ϕ : A →sm Y ma elementarne
przedªu»enie na U (X), gdzie U ⊃ A jest pewnym zbiorem otwartym w X.

Do przyszªych rozwa»a« b¦d¡ potrzebne nast¦puj¡ce fakty:

Twierdzenie 8.4.6. ([29]) Niech Y ∈ ANR (Y ∈ AR). Niech X b¦dzie o±rodkowa, lokalnie
zwarta i przeliczalnie wymiarowa (niekoniecznie zwarta) i niech A ⊂ X b¦dzie niepustym i
domkni¦tym zbiorem (niekoniecznie zwartym). Wtedy multifunkcja specjalna ϕ : A →sm Y
ma elementarne przedªu»enie ϕ̃ : U ( Y (ϕ̃ : X ( Y ), gdzie U ⊃ A jest pewnym zbiorem
otwartym w X.

Mo»na wykaza¢ (patrz [29]), »e klasa odwzorowa« wielowarto±ciowych, które maj¡ elemen-
tarne przedªu»enie jest istotnie wi¦ksza ni» klasa multifunkcji specjalnych. Mamy nast¦pu-
j¡ce twierdzenie, które charakteryzuje absolutne retrakty i absolutne otoczeniowe retrakty.

Twierdzenie 8.4.7. ([31, 34]) Niech T ∈ ANR (T ∈ AR). Niech Y oznacza domkni¦te
zanurzenie przestrzeni Y w przestrzeni T . Zaªó»my, »e istniej¡: odwzorowanie u.s.c. ϕ :
Y ( X, ci¡gªe odwzorowanie f : X → Y i otwarty zbiór U ⊃ Y w T taki, »e s¡ speªnione
nast¦puj¡ce warunki:
8.4.7.1 ϕ ma elementarne przedªu»enie ϕ̃ : U ( X (ϕ̃ : T ( X),
8.4.7.2 f ◦ ϕ = IdY .
Wtedy Y ∈ ANR (Y ∈ AR).

Niech X i Y b¦d¡ przestrzeniami metryzowalnymi. B¦dziemy pisa¢, »e

X ≥ ◦s Y

je»eli istniej¡: funkcja ci¡gªa f : X → Y i multifunkcja specjalna ϕ : Y →sm X, takie »e
ϕ ∈ {f}r, to znaczy f ◦ ϕ = IdY . Wypiszmy kilka interesuj¡cych wniosków, które wynikaj¡
z Twierdze« 8.4.7 i 8.4.6 oraz z Propozycji 8.4.3 i 8.4.5.

Propozycja 8.4.8. ([29, 31, 33, 34]) Niech Y ⊂ Rn b¦dzie niepustym i domkni¦tym zbiorem
i niech X ∈ ANR (X ∈ AR). Je»eli

X ≥ ◦s Y

to Y ∈ ANR (Y ∈ AR).

Propozycja 8.4.9. ([29, 31, 33, 34]) Niech Y b¦dzie zwart¡ i przeliczalnie wymiarow¡
przestrzeni¡ i niech X ∈ ANR (X ∈ AR). Je±li

X ≥ ◦s Y

to Y ∈ ANR (Y ∈ AR).

Propozycja 8.4.10. ([29, 31, 33, 34]) Niech T ∈ ANR (T ∈ AR) i niech Y ⊂ T b¦dzie
domkni¦t¡ przestrzeni¡ i tak¡, »e T\Y jest zwarta i przeliczalnie wymiarowa. Je±li X ∈
ANR (X ∈ AR) i

X ≥ ◦s Y
to Y ∈ ANR (Y ∈ AR).
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8.5 Uogólnione twierdzenie o przedªu»aniu homotopii

Elementarne przedªu»anie odwzorowa« wielowarto±ciowych mo»na równie» wykorzysta¢ do
charakteryzacji absolutnych otoczeniowych retraktów. Udowodnimy mi¦dzy innymi, »e
zwarty, sko«czenie wymiarowy ANR, który ma trywialny ksztaªt jest absolutnym retraktem
(patrz, [34, 35]). Wprowadzimy pewne oznaczenia. Niech h : X → Y b¦dzie domkni¦tym
zanurzeniem. Przestrze« h(X) b¦dziemy uto»samia¢ z przestrzeni¡ X i b¦dziemy pisa¢

X ⊂h Y.

Niech X ⊂h Z i niech V ⊂ Z b¦dzie zbiorem takim, »e X ⊂ V . Symbolem M(X, V, Z)
oznaczymy zbiór:

(8.9) M(X, V, Z) = Z × {1} ∪ V × [0, 1].

Je±li V = X, to piszemy M(X, V, Z) = M(X,Z).

Sformuªujemy uogólnione twierdzenie o elementarnym przedªu»aniu homotopii.

Twierdzenie 8.5.1. ([35]) Niech X ⊂h T i niech H : X× [0, 1] ( Y b¦dzie odwzorowaniem
u.s.c.. Zaªó»my, »e istnieje zbiór otwarty V ⊂ T taki, »e X ⊂ V i Ψ : M(X, V, T ) ×
[0, 1] ( Y jest elementarnym przedªu»eniem odwzorowania H. Wtedy istnieje elementarne

przedªu»enie H̃ : T × [0, 1] ( Y odwzorowania H.

Propozycja 8.5.2. ([35]) Niech T b¦dzie lokalnie zwarta, o±rodkowa i przeliczalnie wymi-
arowa. Niech X ⊂h T i niech Y ∈ ANR. Niech H : X × [0, 1] →sm Y b¦dzie multifunkcj¡
specjaln¡ i tak¡, »e H(·, 1) : X×{1} → Y jest odwzorowaniem jednowarto±ciowym. Zaªó»my,
»e H(·, 1) ma ci¡gªe przedªu»enie F : T × {1} → Y . Wtedy istnieje otwarty zbiór V ⊂ T
taki, »e X ⊂ V i elementarne przedªu»enie Ψ : M(X, V, T )× [0, 1] ( Y odwzorowania H.

Podobnie jak Propozycj�e 8.5.2 mo»na udowodni¢ nast�epuj�acy fakt:

Propozycja 8.5.3. ([35]) Niech X b¦dzie przestrzeni¡ zwart¡ i przeliczalnie wymiarow¡,
Y ∈ ANR. Niech H : X × [0, 1] →sm Y b¦dzie multifunkcj¡ specjaln¡ i tak¡, »e H(·, 1) :
X × {1} → Y jest odwzorowaniem jednowarto±ciowym. Zaªó»my, »e H(·, 1) ma ci¡gªe
przedªu»enie F : Q × {1} → Y . Wtedy istnieje zbiór otwarty V ⊂ Q taki, »e X ⊂ V i
elementarne przedªu»enie Ψ : M(X, V,Q)× [0, 1] ( Y odwzorowania H.

Kolejne dwa fakty wynikaj�a z Propozycji 8.5.2 i 8.5.3.

Propozycja 8.5.4. ([35]) Niech T b¦dzie lokalnie zwarta, o±rodkowa i przeliczalnie wymi-
arowa. Niech X ⊂h T i Z ∈ ANC(Y,D). Niech H : X × [0, 1] →sm Z b¦dzie multifunkcj¡
specjaln¡ i tak¡, »e H(·, 1) : X×{1} → Z jest odwzorowaniem jednowarto±ciowym. Zaªó»my,
»e H(·, 1) ma ci¡gªe przedªu»enie F : T × {1} → Z. Wtedy istnieje otwarty zbiór V ⊂ T
taki, »e X ⊂ V i elementarne D-przedªu»enie Ψ : M(X, V, T )× [0, 1] ( Y odwzorowania H.

Propozycja 8.5.5. ([35]) Niech Q b¦dzie kostk¡ Hilberta. Niech X b¦dzie zwarta i przeliczal-
nie wymiarowa i niech Z ∈ ANC(Y,D). Niech H : X × [0, 1] →sm Z b¦dzie multifunkcj¡
specjaln¡ i tak¡, »e H(·, 1) : X×{1} → Z jest odwzorowaniem jednowarto±ciowym. Zaªó»my,
»e H(·, 1) ma ci¡gªe przedªu»enie F : Q × {1} → Z. Wtedy istnieje zbiór otwarty V ⊂ Q
taki, »e X ⊂ V i elementarne D-przedªu»enie Ψ : M(X, V,Q)× [0, 1] ( Y odwzorowania H.
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Mamy nast¦puj�acy ogólny fakt:

Propozycja 8.5.6. ([35]) Niech Z ⊂h T i niech g : Z → X b¦dzie ci¡gªym odwzorowaniem.
Zaªó»my, »e istnieje odwzorowanie u.s.c. H : Z × [0, 1] ( X takie, »e H(x, 0) = {g(x)}
dla ka»dego x ∈ Z. Je»eli istnieje otwarty zbiór V ⊂ T taki, »e Z ⊂ V i elementarne
przedªu»enie Ψ : M(Z, V, T )× [0, 1] ( X odwzorowania H, to X jest g-retraktem T.

Z ostatniego faktu wynikaj¡ nast¦puj¡ce wnioski:

Propozycja 8.5.7. ([35]) Niech T b¦dzie lokalnie zwarta, o±rodkowa i przeliczalnie wymi-
arowa. Niech S ⊂h T (lub niech S b¦dzie zwarta i przeliczalnie wymiarowa). Zaªó»my, »e
X ∈ ANRR(V) i istniej¡: Z ∈ ANC(X,V) i multifunkcja specjalna H : S × [0, 1] →m Z
takie, »e H(x, 0) = p(x) i H(x, 1) = z0 dla ka»dego x ∈ S, gdzie z0 ∈ Z jest ustalonym
punktem i p ∈ V(S,Z). Wtedy X ∈ ARR(V).

Propozycja 8.5.8. ([35]) Niech T b¦dzie lokalnie zwarta, o±rodkowa i przeliczalnie wymi-
arowa i niech X ∈ ANRR(V). Zaªó»my, »e istnieje Z ∈ ANC(X,V) taka, »e Z ⊂h T (lub Z
jest zwarta i przeliczalnie wymiarowa) i istnieje multifunkcja specjalna H : Z × [0, 1]→m Z
taka, »e H(z, 0) = z i H(z, 1) = z0 dla ka»dego z ∈ Z, gdzie z0 ∈ Z jest ustalonym punktem.
Wtedy X ∈ ARR(V).

Propozycja 8.5.9. ([35]) Niech T b¦dzie lokalnie zwarta, o±rodkowa i przeliczalnie wymi-
arowa i niech X ∈ ANR. Zaªó»my, »e X ⊂h T (lub X jest zwarta i przeliczalnie wymiarowa)
i istnieje multifunkcja specjalna H : X × [0, 1] →m X taka, »e H(x, 0) = x i H(x, 1) = x0
dla ka»dego x ∈ X, gdzie x0 ∈ X jest ustalonym punktem. Wtedy X ∈ AR.

W szczególno±ci z Propozycji 8.5.8 i 8.5.9 wynika pewna charakteryzacja absolutnych otoczeniowych
retraktów w przestrzeniach sko«czenie lub przeliczalnie wymiarowych.

Propozycja 8.5.10. ([34, 35]) Niech X ⊂ Rn b¦dzie domkni¦tym zbiorem (lub niech X
b¦dzie zwarta i przeliczalnie wymiarowa) i niech X ∈ ANR. Je»eli istnieje multifunkcja
specjalna H : X × [0, 1]→m X taka, »e H(x, 0) = x i H(x, 1) = x0 dla ka»dego x ∈ X, gdzie
x0 ∈ X jest ustalonym punktem, to X ∈ AR.

Zauwa»my na koniec, »e je»eli X jest zwarta i ma trywialny ksztaªt, to odwzorowanie
wielowarto±ciowe H : X × [0, 1] ( X dane wzorem:

H(x, t) =


x for (x, t) ∈ X × [0, 1/2),

X for (x, t) ∈ X × {1/2},
x0 for (x, t) ∈ X × (1/2, 1]

jest multifunkcj¡ speªniaj¡c¡ zaªo»enia Propozycji 8.5.10. St¡d, je»eli przestrze« X ∈ ANR
jest zwarta, przeliczalnie wymiarowa (w szczególno±ci, sko«czenie wymiarowa) i ma trywialny
ksztaªt, to X ∈ AR.

8.6 Badanie wªasno±ci przestrzeni metrycznych.

Relatywna homotopia (w szczególno±ci homotopia multimor�zmów) poszerza nasz¡ wiedz¦
dotycz¡c¡ topologicznego badania acykliczno±ci zbioru. Na pocz¡tek zauwa»my, »e (patrz
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De�nicja 8.1.11, Propozycja 8.1.5 i De�nicja 8.1.14) poj¦cia multi±ci¡galno±ci w kontek±-
cie multimor�zmów i V-±ci¡galno±ci s¡ równowa»ne. Zauwa»my, »e X jest H-±ci¡galna do
punktu wtedy i tylko wtedy, gdy X jest ±ci¡galna do punktu. Podamy przykªad przestrzeni
X takiej, »e X jest CE-±ci¡galna (V-±ci¡galna do punktu) i nie jest ±ci¡galna do punktu.
Przypomnijmy, »e je±li zwarta przestrze« jest ±ci¡galna do punktu, to X jest przesuwalna.

Przykªad 8.6.1. Niech X b¦dzie nieprzesuwaln¡ przestrzeni¡ zwart¡ i tak¡, »e istnieje odw-
zorowanie cell-like p : Q→ X, gdzie Q jest kostk¡ Hilberta. Przestrze« X nie jest ±ci¡galna
do punktu. Niech x0 ∈ X i niech p(z0) = x0. De�niujemy homotopi¦ h : Q × [0, 1] → X
za pomoc¡ wzoru h(z, t) = p((1 − t)z + tz0) dla ka»dego (z, t) ∈ Q × [0, 1]. St¡d X jest
CE-±ci¡galna (V-±ci¡galna) do punktu.

Niech A ⊂ X b¦dzie niepustym zbiorem i niech iXA : A ↪→ X b¦dzie inkluzj¡. Niech
Cx0
X : X → X b¦dzie odwzorowaniem staªym, to znaczy Cx0

X (x) = x0 dla ka»dego x ∈ X,
gdzie x0 ∈ X jest ustalonym punktem.

De�nicja 8.6.2. Niech X ⊂ Q b¦dzie zbiorem zwartym. Mówimy, »e X jest D-±ci¡galne do
punktu w ka»dym swoim otoczeniu (piszemy, X ∈ DTS), je±li istnieje punkt x0 ∈ X taki, »e
dla ka»dego otwartego otoczenia U przestrzeni X w Q

iUX ∼D (iUX ◦ C
x0
X ).

Niech A ⊂ X. Symbolem Oε(A) oznaczymy nast¦puj¡cy zbiór:

Oε(A) = {x ∈ X; istnieje y ∈ A taki, »e dX(x, y) < ε},

gdzie dX jest metryk¡ w przestrzeni X.

Lemat 8.6.3. Niech X ∈ DTS. Wtedy istnieje punkt x0 ∈ X i g : Z → X, g ∈ D(X) takie,
»e dla ka»dego otwartego otoczenia U przestrzeni X w Q

iUX ∼g (iUX ◦ C
x0
X ).

Proof. Niech X ∈ DTS. Wtedy dla ka»dego n istnieje gn : Zn → X, gn ∈ D(X) takie, »e
istnieje homotopia hn : Zn × [0, 1] → O1/n(X) taka, »e hn(z, 0) = gn(z) i hn(z, 1) = x0 dla
ka»dego z ∈ Zn, gdzie x0 ∈ X jest ustalonym punktem. Niech

Z =
⋃
x∈X

∞∏
n=1

g−1n (x) ⊂
∞∏
n=1

Zn

i niech πn : Z → Zn b¦dzie projekcj¡ dla n ≥ 1. Jest oczywiste, »e Z jest przestrzeni¡
metryzowaln¡. De�niujemy odwzorowanie g : Z → X za pomoc¡ wzoru:

g(z) = g1(π1(z)) dla ka»dego z ∈ Z.

Zauwa»my, »e g ∈ D(X) i dla ka»dego n

g1(π1(z)) = gn(πn(z))

dla ka»dego z ∈ Z. Niech U ⊂ Q b¦dzie otwartym otoczeniem przestrzeni X. Istnieje n
takie, »e O1/n(X) ⊂ U ⊂ Q. De�niujemy homotopi¦ hU : Z × [0, 1]→ U za pomoc¡ wzoru

hU(z, t) = hn(πn(z), t) dla ka»dego (z, t) ∈ Z × [0, 1].
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St¡d dla ka»dego z ∈ Z mamy

hU(z, 0) = hn(πn(z), 0) = gn(πn(z)) = g(z) i hU(z, 1) = hn(πn(z), 1) = x0

i dowód jest zako«czony.

Niech A ⊂ X. Symbolem clA oznaczymy domkni¦cie zbioru A w przestrzeni X.

Propozycja 8.6.4. Niech X ∈ VTS. Wtedy X jest przestrzeni¡ acykliczn¡.

Proof. Niech dla ka»dego n Yn = cl(O1/n(X)). Wtedy mamy

∞⋂
n=1

Yn = X.

Z ci¡gªo±ci homologii �Cecha homomor�zm naturalny

j∗ : H∗(X)→ lim
←
H∗(Yn)

dany za pomoc¡ wzoru

(8.10) j∗(a) = (j1∗(a), ..., jn∗(a), ...) dla ka»dego a ∈ H∗(X)

jest izomor�zmem, gdzie dla ka»dego n jn∗ jest homomor�zmem indukowanym przez inkluzj¦
jn : X ↪→ Yn. Z Lematu 8.6.3 istnieje odwzorowanie Vietorisa p : Z → X takie, »e dla
ka»dego n

jn ◦ p ∼ jn ◦ Cx0
Z .

St¡d dla ka»dego n jn∗ ◦p∗ = jn∗ ◦ (Cx0
Z )∗. Z (8.10) dostajemy p∗ = (Cx0

Z )∗. Odwzorowanie p∗
jest izomor�zmem (patrz, [6]), wi¦c X jest przestrzeni¡ acykliczn¡ i dowód jest zako«czony.

Podamy bardzo prosty przykªad, który pokazuje, »e V-homotopia jest dobrym narz¦dziem
do topologicznego badania acykliczno±ci zbioru.

Przykªad 8.6.5. Niech X b¦dzie zwarta i nieprzesuwalna i taka, »e istnieje odwzorowanie
cell-like p : Q → X (patrz, �3.4). Zaªó»my, »e Y ma trywialny ksztaªt i nie jest ªukowo
spójna (patrz, [5]). Niech Z = X × Y . Jest jasne, »e przestrze« Z ⊂ Q nie ma trywialnego
ksztaªtu (Z nie jest przesuwalna, patrz, Propozycja 8.1.10) i Z nie jest V-±ci¡galna (Z nie
jest ªukowo spójna, patrz, Propozycja 8.1.12). Niech U1, U2 ⊂ Q b¦d¡ zbiorami otwartymi
takimi, »e X ⊂ U1 i Y ⊂ U2. Wtedy U1 × U2 ≈ U jest otwartym zbiorem w (Q × Q) ≈ Q.
De�niujemy homotopi¦ H : Q× Y × [0, 1]→ U1 × U2 za pomoc¡ wzoru:

H(x, y, t) = (p((1− t)x+ tx0), h(y, t)) dla ka»dego (x, y, t) ∈ Q× Y × [0, 1],

gdzie x0 ∈ X, h : Y × [0, 1] → U2 jest homotopi¡ tak¡, »e h(y, 0) = y i h(y, 1) = y0 ∈ Y
dla dowolnego y ∈ Y (Y ⊂ U2 ∈ ANR ma trywialny ksztaªt, wi¦c jest ±ci¡galny w ka»dym
swoim otoczeniu). St¡d zbiór Z jest V-±ci¡galny do punktu w ka»dym swoim otoczeniu.

Na koniec podamy jeszcze jedno wa»ne zastosowanie homotopii relatywnej.
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De�nicja 8.6.6. Mówimy, »e przestrzenie metryzowalne X i Y maj¡ ten sam typ D-
homotopii (piszemy, X 'D Y ), je±li istniej¡ odwzorowania ci¡gªe f1 : X → Y i f2 : Y → X
takie, »e

(f2 ◦ f1) ∼D IdX i (f1 ◦ f2) ∼D IdY .

Propozycja 8.6.7. Niech v : S → X i f1, f2 : X → Y b¦d¡ ci¡gªymi funkcjami. Wtedy

(f1 ∼D f2)⇒ (f1 ◦ v) ∼D (f2 ◦ v).

Proof. Z zaªo»enia istnieje odwzorowanie g ∈ D(Z,X) takie, »e (f1◦g) ∼ (f2◦g). De�niujemy
przestrze« P nast¦puj¡co (patrz, [6]):

P = {(s, z) ∈ S × Z; v(s) = g(z)}.

Przestrze« P jest niepusta i metryzowalna. Mamy nast¦puj¡ce diagramy:

P
π1−−−→ S

v−−−→ X
f1,f2−−−→ Y,

P
π2−−−→ Z

g−−−→ X
f1,f2−−−→ Y,

gdzie π1 : P → S i π2 : P → Z s¡ projekcjami. Zauwa»my, »e π1 ∈ D(P, S) i v ◦ π1 = g ◦ π2.
Jest oczywiste, »e

f1 ◦ (g ◦ π2) ∼ f2 ◦ (g ◦ π2).
St¡d

(f1 ◦ v) ◦ π1 ∼ (f2 ◦ v) ◦ π1, wi¦c (f1 ◦ v) ∼π1 (f2 ◦ v)

i dowód jest zako«czony.

Niech f1, f2 : X → Y , u : Y → T i g : Z → X b¦d¡ ci¡gªymi funkcjami. Zauwa»my, »e z
De�nicji 8.1.6 i z wªasno±ci homotopii wynika, »e:

(8.11) (f1 ∼g f2)⇔ (f1 ◦ g) ∼ (f2 ◦ g)⇒ ((u◦ f1)◦ g) ∼ ((u◦ f2)◦ g)⇔ (u◦ f1) ∼g (u◦ f2).

Propozycja 8.6.8. Relacja 'D wprowadzona w De�nicji 8.6.6 jest relacj¡ równowa»no±ci
w klasie przestrzeni metryzowalnych.

Proof. Jest oczywiste, »e relacja 'D jest zwrotna i symetryczna. Udowodnimy, »e jest prze-
chodnia. Niech X 'D Y i Y 'D Z. Wtedy istniej¡ odwzorowania ci¡gªe f1 : X → Y ,
f2 : Y → X, f3 : Y → Z i f4 : Z → Y takie, »e

(f2 ◦ f1) ∼D IdX i (f1 ◦ f2) ∼D IdY

i
(f4 ◦ f3) ∼D IdY i (f3 ◦ f4) ∼D IdZ .

Niech u = f3 ◦ f1 : X → Z i v = f2 ◦ f4 : Z → X. Wtedy z Propozycji 8.6.7 i (8.11) mamy

v ◦ u = f2 ◦ (f4 ◦ f3) ◦ f1 ∼D f2 ◦ f1 ∼D IdX

i
u ◦ v = f3 ◦ (f1 ◦ f2) ◦ f4 ∼D f3 ◦ f4 ∼D IdZ .

St¡d X 'D Z i dowód jest zako«czony.

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ metryzowaln¡ i niech [X]D oznacza klas¦ abstrakcji relacji 'D.
Wtedy mamy

[X]H ⊂ [X]V ⊂ [X]P.
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9. MULTIRETRAKTY APROKSYMATYWNE

9.1 Preliminaria

B�edziemy potrzebowa¢ nast¦puj¡ce de�nicje i fakty:

Propozycja 9.1.1. ([6]) Niech U b¦dze otwartym podzbiorem w przestrzeni unormowanej
E i niech X b¦dzie zwartym podzbiorem U . Je±li inkluzja i : X ↪→ U indukuje monomor�zm
i∗ : H∗(X)→ H∗(U), to X jest sko«czonego typu.

Propozycja 9.1.2. [6] Niech X b¦dzie zwartym zbiorem w kostce Hilberta Q. Dla dowolnego
otoczenia otwartego U zbioru X w Q istnieje zwarta przestrze« C ∈ ANR taka, »e X ⊂ C ⊂
U .

Niech Kn+1 b¦dzie domkni¦t¡ kul¡ w przestrzeni euklidesowej Rn+1 o ±rodku w punkcie 0 i
promieniu 1 i niech Sn ⊂ Kn+1 b¦dzie sfer¡. Przypomnijmy, »e zwarta przestrze« X ⊂ Q
ma trywialny ksztaªt, je±li jest ±ci¡galna w ka»dym swoim otoczeniu otwartym.

De�nicja 9.1.3. Niech A ⊂ X b¦dzie zwartym zbiorem. Mówimy, »e A jest∞-proksymalnie
spójny w X, je±li dla ka»dego ε > 0 istnieje δ < ε takie, »e dla ka»dego n = 0, 1, 2, ... i dla
dowolnego odwzorowania ci¡gªego g : Sn → Oδ(A) istnieje odwzorowanie ci¡gªe g̃ : Kn+1 →
Oε(A) takie, »e g̃(x) = g(x) dla wszystkich x ∈ Sn.

Uwaga 9.1.4. [1, 6] Niech X ⊂ Q b¦dzie zwart¡ przestrzeni¡. Stosuj¡c Twierdzenie Hymana
(patrz, [12]) mo»na pokaza¢, »e przestrze« X jest∞-proksymalnie spójna wtedy i tylko wtedy,
gdy ma trywialny ksztaªt.

Niech (X, dX) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡, A ⊂ X b¦dzie niepustym zbiorem i niech
ε > 0. Symbolem Oε(A) b¦dziemy oznacza¢ nast¦puj¡cy zbiór:

Oε(A) = {y ∈ X; istnieje x ∈ A takie, »e dX(x, y) < ε}.

De�nicja 9.1.5. Niech ϕ : X ( Y b¦dzie odzworowaniem wielowarto±ciowym u.s.c. i niech
ε > 0. Odwzorowanie ci¡gªe f : X → Y jest ε-aproksymacj¡ ϕ wtedy i tylko wtedy, gdy dla
ka»dego x ∈ X, f(x) ∈ Oε(ϕ(Oε(x))).

Uwaga 9.1.6. Niech ϕ : X ( Y b¦dzie odwzorowaniem wielowarto±ciowym u.s.c.. Mówimy,
»e ϕ ma przybli»ony selektor, je±li dla ka»dego ε > 0 istnieje ε-aproksymacja ϕ.

Twierdzenie 9.1.7. [6] Niech X b¦dzie zwartym ANR i niech ϕ : X ( Y b¦dzie u.s.c..
Zaªó»my, »e dla ka»dego x ∈ X zbiór ϕ(x) jest ∞-proksymalnie spójny. Wtedy ϕ ma przy-
bli»ony selektor.

Niech ϕ : X ( Y b¦dzie odzworowaniem wielowarto±ciowym i niech A ⊂ X b¦dzie
niepustym zbiorem. Symbolem ϕA : A → X oznaczymy odwzorowanie dane wzorem
ϕA(x) = ϕ(x) dla ka»dego x ∈ A.

De�nicja 9.1.8. Niech A ⊂ X (A 6= X) b¦dzie niepustym zbiorem. Niech ϕ : A ( Y
b¦dzie u.s.c.. Odzworowanie u.s.c. ϕ̃ : X ( Y nazywamy elementarnym przedªu»eniem
odwzorowania ϕ, je±li ϕ̃X\A : X\A→ Y jest funkcj¡ ci¡gª¡ i ϕ̃A = ϕ.
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Propozycja 9.1.9. [29, 23] Niech X b¦dzie przestrzeni¡ zwart¡, Y ∈ ANR (Y ∈ AR) i
niech A ⊂ X (A 6= X) b¦dzie zbiorem niepustym, domkni¦tym i przeliczalnie wymiarowym
(w szczególno±ci, sko«czenie wymiarowym). Zaªó»my, »e ϕ : A ( Y jest u.s.c. i takie, »e
dla ka»dego x ∈ X, zbiór ϕ(x) ma trywialny ksztaªt. Wtedy ϕ ma elementarne przedªu»enie
ϕ̃ : U ( Y (ϕ̃ : X ( Y ), gdzie U ⊂ X jest pewnym zbiorem otwartym i takim, »e A ⊂ U .

De�nicja 9.1.10. Niech X ∈ ANR i niech X0 ⊂ X b¦dzie domkni¦tym podzbiorem.
Mówimy, »e X0 jest przesuwalna w X, je»eli dla ka»dego otoczenia U przestrzeni X0 ist-
nieje otoczenie otwarte U ′ przestrzeni X0, U

′ ⊂ U takie, »e dla dowolnego otoczenia U ′′

przestrzeni X, U ′′ ⊂ U istnieje homotopia H : U ′ × [0, 1] → U , taka, »e H(x, 0) = x i
H(x, 1) ∈ U ′′, dla dowolnego x ∈ U ′.

De�nicja 9.1.11. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ zwart¡. Mówimy, »e X jest przesuwalna
je»eli istnieje Z ∈ ANR i zanurzenie e : X → Z takie, »e e(X) jest przesuwalna w Z.

Odnotujmy, »e wªasno±¢ przesuwalno±ci jest wªasno±ci¡ absolutn¡, to znaczy, »e je±li A jest
przesuwalna w pewnej przestrzeni X ∈ ANR i j : A → X ′ jest zanurzeniem przestrzeni A
w przestrzeni X ′ ∈ ANR, to j(A) jest przesuwalna w X ′ (patrz, [2]).

Uwaga 9.1.12. [2] Przestrzeniami przesuwalnymi s¡ mi¦dzy innymi przestrzenie typu: AR,
ANR, AANR (w sensie Clappa), FAR i FANR.

Propozycja 9.1.13. [2] Niech X i Y b¦d¡ przestrzeniami zwartymi. Przestrze« X ×Y jest
przesuwalna wtedy i tylko wtedy, gdy X i Y s¡ przesuwalne.

Twierdzenie 9.1.14. ([6]) Niech X b¦dzie zwart¡ przestrzeni¡ sko«czonego typu. Wtedy
istnieje ε > 0 takie, »e dla ka»dej zwartej przestrzeni Y i dla ka»dych dwóch odwzorowa«
ci¡gªych f, g : Y → X, je±li dX(f(y), g(y)) < ε dla ka»dego y ∈ Y , to f∗ = g∗, gdzie dX jest
metryk¡ w X.

Twierdzenie 9.1.15. (Künneth, patrz [6]) Niech X i Y b¦d¡ zwartymi przestrzeniami sko«c-
zonego typu. Wtedy istnieje izomor�zm

L : H∗(X × Y )→ H∗(X)⊗H∗(Y ).

Powy»sze twierdzenie mo»na uogólni¢ na dowoln¡, ale sko«czon¡ liczb¦ przestrzeni zwartych,
sko«czonego typu.

Propozycja 9.1.16. ([1]) Niech dla ka»dego n, Xn b¦dzie zwart¡ przestrzeni¡ i niech X =∏∞
n=1Xn. Je±li dla ka»dego n, Xn ma trywialny ksztaªt, to X ma trywialny ksztaªt.

Propozycja 9.1.17. ([37]) Niech dla ka»dego n, Xn b¦dzie zwart¡ przestrzeni¡ i niech X =∏∞
n=1Xn. Je±li dla ka»dego n, Xn jest acykliczna, to X jest acykliczna.

9.2 Aproksymatywne relatywne retrakty.

Aproksymatywne multiretrakty mo»na oczywi±cie zde�niowa¢ w nast¦puj¡cy sposób (patrz,
[37]):
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De�nicja 9.2.1. Niech X b¦dzie zwart¡ przestrzeni¡. Mówimy, »e X jest aproksymaty-
wnym ANMR (piszemy, X ∈ AANMR) pod warunkiem, »e dla dowolnego ε > 0 istnieje
przestrze« unormowana Eε i zbiór otwarty Uε ⊂ Eε, odwzorowanie ci¡gªe rε : Uε → X i
multifunkcja ϕε : X →m Uε taka, »e dla ka»dego x ∈ X

rε(ϕε(x)) ⊂ B(x, ε),

gdzie B(x, ε) jest otwart¡ kul¡ w X o ±rodku w punkcie x i promieniu ε.

De�nicja 9.2.2. Nech X b¦dzie zwart¡ przestrzeni¡. Mówimy, »e X jest aproksymatywnym
AMR (piszemy, X ∈ AAMR) pod warunkiem, »e dla ka»dego ε > 0 istnieje przestrze«
unormowana Eε, odwzorowanie ci¡gªe rε : Eε → X i multifunkcja ϕε : X →m Eε taka, »e
dla ka»dego x ∈ X

rε(ϕε(x)) ⊂ B(x, ε),

gdzie B(x, ε) jest otwart¡ kul¡ w X o ±rodku w punkcie x i promieniu ε.

Nasze rozwa»ania zaczniemy od zde�niowania relatywnego aproksymatywnego retraktu (pa-
trz, [38]) i podamy kilka jego wªasno±ci oraz udowodnimy, »e De�nicje 9.2.2 i 9.2.1 s¡
równowa»ne odpowiednio De�nicjom 9.2.4 i 9.2.5 (patrz poni»ej). NiechX b¦dzie przestrzeni¡
metryzowaln¡. Symbolem dX oznaczymy metryk¦ w przestrzeni X.

De�nicja 9.2.3. Niech ε > 0, Z ⊂ Y i niech g : Z → X b¦dzie odwzorowaniem ci¡gªym.
Przestrze« metryzowaln¡ X naywamy ε-(g-retraktem) przestrzeni metryzowalnej Y (to znaczy,
jest ε-retraktem wzgl¦dem g), je±li istnieje ci¡gªe odwzorowanie r : Y → X takie, »e

dX(r(z), g(z)) < ε dla ka»dego z ∈ Z.

Przestrze« Z nazywamy ε-(g-no±nikiem) przestrzeni X w przestrzeni Y (piszemy, Z ∈
Cε
Y (X, g)), a odwzorowanie r b¦dziemy nazywa¢ ε-(g-retrakcj¡).

Niech D b¦dzie rodzin¡ zbiorów zwartych, zde�niowan¡ w preliminariach rozdziaªu siódmego.

De�nicja 9.2.4. Mówimy, »e przestrze« metryzowalna X jest aproksymatywnym absolutnym
relatywnym retraktem (piszemy, X ∈ AARR(D)) je±li dla ka»dego ε > 0 istnieje przestrze«
Zε taka, »e dla ka»dej przestrzeni T i dla ka»dego domkni¦tego zanurzenia h : Zε → T istnieje
gε : h(Zε) → X, gε ∈ DT (X) takie, »e h(Zε) ∈ Cε

T (X, gε). Niech ε > 0. Przestrze« Zε
b¦dziemy nazywa¢ absolutnym ε-no±nikiem przestrzeni X i b¦dziemy pisa¢ Zε ∈ ACε(X,D).
De�nicja 9.2.5. Mówimy, »e przestrze« metryzowalna X jest aproksymatywnym absolut-
nym otoczeniowym retraktem (piszemy, X ∈ AANRR(D)), je±li dla ka»dego ε > 0 istnieje
przestrze« metryzowalna Zε taka, »e dla ka»dej przestrzeni metryzowalnej T i dla ka»dego
zanurzenia domkni¦tego h : Zε → T istnieje gε : h(Zε) → X, gε ∈ DT (X) i zbiór ot-
warty Uε ⊂ T taki, »e h(Zε) ⊂ Uε i h(Zε) ∈ Cε

Uε
(X, gε). Niech ε > 0. Przestrze« Zε

b¦dziemy nazywa¢ absolutnym otoczeniowym ε-no±nikiem przestrzeni X i b¦dziemy pisa¢
Zε ∈ ANCε(X,D).
Zauwa»my, »e:

(X ∈ ARR(D))⇒ (X ∈ AARR(D)),
(X ∈ ANRR(D))⇒ (X ∈ AANRR(D)),

(X ∈ AARR(D))⇔ (dla ka»dego ε > 0 ACε(X,D) 6= ∅) i

(X ∈ AANRR(D))⇔ (dla ka»dego ε > 0 ANCε(X,D) 6= ∅).
Niech Q b¦dzie kostk¡ Hilberta.
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Propozycja 9.2.6. ([38]) Niech X b¦dzie przestrzeni¡ metryzowaln¡.
9.2.6.1 Przestrze« X ∈ AARR(D) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje przestrze« zwarta Z ⊂ Q,
g : Z → X, g ∈ DQ(X) takie, »e dla ka»dego ε > 0 Z ∈ Cε

Q(X, g).
9.2.6.2 Przestrze« X ∈ AANRR(D) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje przestrze« zwarta
Z ⊂ Q, g : Z → X g ∈ DQ(X) takie, »e dla ka»dego ε > 0 istnieje otwarty zbiór Uε ⊂ Q
taki, »e Z ⊂ Uε i Z ∈ Cε

Uε
(X, g).

Podobnie, jak Propozycj¦ 9.2.6, mo»na udowodni¢ nast¦puj¡cy fakt:

Propozycja 9.2.7. ([38]) Niech X b¦dzie przestrzeni¡ metryzowaln¡.
9.2.7.1 Przestrze« X ∈ AARR(D) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje przestrze« unormowana
E, przestrze« zwarta Z ⊂ E, g : Z → X, g ∈ DE(X) takie, »e dla ka»dego ε > 0 Z ∈
Cε
E(X, g).

9.2.7.2 Przestrze« X ∈ AANRR(D) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje przestrze« unormowana
E, przestrze« zwarta Z ⊂ E, g : Z → X g ∈ DE(X) takie, »e dla ka»dego ε > 0 istnieje
otwarty zbiór Uε ⊂ E taki, »e Z ⊂ Uε i Z ∈ Cε

Uε
(X, g).

Korzystaj¡c z Propozycji 9.2.6 lub Propozycji 9.2.7 wprowadzimy nast¦puj¡c¡ de�nicj¦:

De�nicja 9.2.8. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ metryzowaln¡.
9.2.8.1 Przestrze« X b¦dziemy nazywa¢ aproksymatywnym absolutnym otoczeniowym relaty-
wnym retraktem w sensie Noguchi (piszemy, X ∈ AANRRN(D)), je±li istniej¡: otwarty
zbiór U ⊂ Q (U ⊂ E), zwarta przestrze« Z ⊂ U , g : Z → X, g ∈ DQ(X) (g ∈ DE(X))
takie, »e dla ka»dego ε > 0 Z ∈ Cε

U(X, g), gdzie E jest pewn¡ przestrzeni¡ unormowan¡.
9.2.8.2 Przestrze« X b¦dziemy nazywa¢ aprksymatywnym absolutnym otoczeniowym relaty-
wnym retraktem w sensie Clappa (piszemy, X ∈ AANRRC(D)), je±li istnieje przestrze«
zwarta Z ⊂ Q (Z ⊂ E), g : Z → X, g ∈ DQ(X) (g ∈ DE(X)) takie, »e dla ka»dego ε > 0
istnieje otwarty zbiór Uε ⊂ Q (Uε ⊂ E) taki, »e Z ⊂ Uε i Z ∈ Cε

Uε
(X, g), gdzie E jest pewn¡

przestrzeni¡ unormowan¡.

De�nicja 9.2.8 dotyczy tylko przestrzeni AANRR(D), poniewa» z Propozycji 9.2.6 (warunek
9.2.6.1) wynika, »e:

(9.1) AARRC(D) = AARRN(D).

Symbolem AANRN oznaczymy klas¦ aproksymatywnych absolutnych otoczeniowych re-
traktów w sensie Noguchi i symbolem AANRC - klas¦ aproksymatywnych absolutnych
otoczeniowych retraktów w sensie Clappa. Zauwa»my, »e:

X ∈ AARR(H)⇔ X ∈ AAR,

X ∈ AANRRN(H)⇔ X ∈ AANRN ,

X ∈ AANRRC(H)⇔ X ∈ AANRC .

Jest jasne, »e je±li X ∈ AANRRN(D), to X ∈ AANRRC(D). Pó¹niej wyka»emy, »e imp-
likacja odwrotna nie jest prawdziwa. Przypomnijmy, »e je±li g : Z → X jest odwzorowaniem
Vietorisa, to g∗ : H∗(Z)→ H∗(X) jest izomor�zmem (patrz, [6]).

Propozycja 9.2.9. ([38]) Niech X ∈ AANRRN(V). Wtedy X jest sko«czonego typu.
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Podobnie, jak Propozycj¦ 9.2.9, mo»na udowodni¢ nast¦puj¡cy fakt (patrz, (9.1)):

Propozycja 9.2.10. ([38]) Niech X ∈ AARR(V). Wtedy X jest przestrzeni¡ acykliczn¡.

Udowodnili±my, »e De�nicje 9.2.2 i 9.2.1 s�a równowa»ne odpowiednio De�nicjom 9.2.4 i 9.2.5.

Propozycja 9.2.11. ([38]) Niech (X, dX) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡.
9.2.11.1 X ∈ AAMR⇔ X ∈ AARR(V),
9.2.11.2 X ∈ AANMR⇔ X ∈ AANRR(V).

Propozycja 9.2.12. ([38]) Niech (X, dX) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡ i niech g : Z → X
b¦dzie odwzorowniem takim, »e g ∈ VQ(X). Zaªó»my, »e dla dowolnego n i dla ka»dego ε > 0
istniej¡: przestrzenie zwarte Zn ⊂ Z, Xn ⊂ X i otwarte otoczenia U ε

n przestrzeni Zn w Q
takie, »e

Zn ∈ Cε
Uε
n
(Xn, gn) (Zn ∈ Cε

Q(Xn, gn)),

gdzie gn ∈ VQ(Xn), gn : Zn → Xn. Je»eli dla dowolnego n istnieje odwzorowanie ci¡gªe
fn : Z → Zn takie, »e dX(gn(fn(z)), g(z)) < 1/n, to X ∈ AANRR(V) (X ∈ AARR(V)).

9.3 Przykªady aproksymatywnych relatywnych retraktów.

W tym paragra�e podamy przykªady aproksymatywnych relatywnych retraktów (aproksy-
matywnych multiretraktów), które nie s¡ aproksymatywnymi retraktami (patrz, [37, 38]). Z
de�nicji ªatwo wynika, »e je»eli przestrze« zwarta X ∈ ANRR(V), to jest lokalnie spójna.

Propozycja 9.3.1. ([38]) Niech X ∈ AANRRC(V) (X ∈ AANRRN(V)). Je±li p : X → Y
jest odwzorowaniem Vietorisa, to Y ∈ AANRRC(V) (Y ∈ AANRRN(V)). Natomiast, je±li
X ∈ AARR(V) to Y ∈ AARR(V).

Propozycja 9.3.2. ([37, 38]) Niech Xn ∈ AANRRC(V) (Xn ∈ AARR(V)) dla ka»dego n
i niech X =

∏∞
n=1Xn. Wtedy X ∈ AANRRC(V) (X ∈ AARR(V)).

Podobnie mo»na udowodni¢ nast¦puj¡cy fakt:

Propozycja 9.3.3. ([37, 38]) Niech Xk ∈ AANRRN(V) dla ka»dego 1 ≤ k ≤ n i nech
X =

∏n
k=1Xk. Wtedy X ∈ AANRRN(V).

Przykªad 9.3.4. Niech f = Ma : Q → Xma = X b¦dzie odwzorowaniem J. van Milla.
Przypomnijmy, »e dla ka»dego x ∈ X, f−1(x) ∈ AR i X jest przestrzeni¡ nieprzesuwaln¡. Z
Twierdzenia 8.4.2 i Przykªadu 8.4.4 wynika, »e

dimX =∞.

St¡d istnieje ci¡g (xn) ⊂ X zbie»ny do punktu x0 ∈ X i taki, »e dla ka»dego n, xn 6= x0.
Oznaczmy

A =
∞⋃
n=1

f−1(xn)×Q, A′ =
∞⋃
n=1

{xn} ×X,

Y = A ∪ (f−1(x0)×Q) ∪ (Q× f−1(x0)), Z = A′ ∪ ({x0} ×X) ∪ (X × {x0}).
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�atwo zauwa»y¢, »e przestrzenie Y i Z s¡ zwarte i spójne. Zauwa»my równie», »e Y ∈ AAR.
De�niujemy odwzorowanie Vietorisa p : Y → Z za pomoc¡ wzoru:

p(x, y) = (f(x), f(y))

dla ka»dego (x, y) ∈ Y . Z Propozycji 9.3.1 przestrze« Z ∈ AARR(V). Zauwa»my, »e
przestrze« Z nie jest lokalnie spójna dla punktów x ∈ ({x0} × X), wi¦c Z /∈ ANRR(V).
Niech S ∈ ANRR(V) b¦dzie przestrzeni¡ zwart¡, która nie jest acykliczna. Wtedy (S×Z) ∈
AANRRN(V) (patrz, Propozycja 9.3.3) i (S × Z) /∈ AARR(V) (patrz, Propozycja 9.2.10).

Przykªad 9.3.5. Niech f = Ma : Q → Xma = X b¦dzie odwzorowaniem J. van Milla.
Przypomnijmy, »e dla ka»dego x ∈ X, f−1(x) ∈ AR i X jest przestrzeni¡ nieprzesuwaln¡.
Niech (xn) ⊂ X b¦dzie ci¡giem zbie»nym do punktu x0 ∈ X i takim, »e dla ka»dego n,
xn 6= x0. Bierzemy punkt u ∈ X taki, »e u 6= x0. Oznaczmy

A =
∞⋃
n=1

f−1(xn)×Q, B =
∞⋃
n=1

{xn} ×X,

Y = A ∪ (f−1(x0)×Q) ∪ (Q× f−1(x0)) ∪ (Q× f−1(u)),
Z = B ∪ ({x0} ×X) ∪ (X × {x0}) ∪ (X × {u}).

�atwo zauwa»y¢, »e przestrzenie Y i Z s¡ zwarte i spójne. Zauwa»my równie», »e Y ∈
AANRC, ale Y /∈ AANRN , poniewa» nie jest sko«czonego typu. Rzeczywi±cie, mo»na
wykaza¢, »e przestrze« Y jest retraktem przestrzeni

∞⋃
n=1

({1/n} × [0, 1]) ∪ ({0} × [0, 1]) ∪ ([0, 1]× {0}) ∪ ([0, 1]× {1}).

De�niujemy odwzorowanie Vietorisa p : Y → Z za pomoc¡ wzoru (patrz, Przykªad 9.3.4):

p(x, y) = (f(x), f(y))

dla ka»dego (x, y) ∈ Y . Z Propozycji 9.3.1 przestrze« Z ∈ AANRRC(V). Z drugiej strony
przestrze« Z /∈ AANRRN(V), poniewa» nie jest sko«czonego typu.

Przykªad 9.3.6. Niech f = K : Q→ Xk = X b¦dzie odwzorowaniem Kieslinga Jest jasne,
»e X ∈ ARR(V). Przypomnijmy, »e dla ka»dego x ∈ X, f−1(x) ma trywialny ksztaªt i X
jest przestrzeni¡ nieprzesuwaln¡. Niech Y ∈ AANRC b¦dzie przestrzeni¡ tak¡, »e Y nie
jest sko«czonego typu i niech Z ∈ AANRN b¦dzie przestrzeni¡ tak¡, »e Z nie jest lokalnie
spójna. Wtedy mamy

(X × Y ) ∈ AANRRC(V), (X × Y ) /∈ AANRRN(V),

(X × Z) ∈ AANRRN(V), (X × Z) /∈ ANRR(V).
Przykªad 9.3.7. Niech f = Ma : Q → Xma = X b¦dzie odwzorowaniem J. van Milla.
Niech dla ka»dego n, Yn = BC(n + 1, u, v,X) b¦dzie kostk¡ brzegow¡ przestrzeni X i niech
Y =

∏∞
n=1 Yn, gdzie u, v ∈ X i u 6= v. Przypomnijmy, »e dla dowolnego n przestrze«

Yn jest sko«czonego typu i jest nieacykliczna. Z Propozycji 9.3.2 wynika, »e przestrze«
Y ∈ AANRRC(V). Korzystaj¡c z Twierdzenia Künnetha (patrz, Twierdzenie 9.1.15) mo»na
wykaza¢, »e przestrze« Y nie jest sko«czonego typu. St¡d Y /∈ AANRRN(V). Niech
Z =

∏n0

n=1 Yn×
∏∞

n=n0+1 Sn, gdzie dla ka»dego n > n0 Sn ∈ ANRR(V) jest przestrzeni¡ acyk-
liczn¡ i Sn /∈ ARR(V). Wtedy Z ∈ AANRRC(V) i z twierdzenia Künnetha jest przestrzeni¡
sko«czonego typu.
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9.4 Zastosowania

Podamy kilka zastosowa« aproksymatywnych multiretraktów (patrz, [38]).

Propozycja 9.4.1. ([37, 38]) Niech X ∈ AANRRC(V). Je±li X jest sko«czonego typu, to
X ma wªasno±¢ punktu staªego.

Podamy teraz kilka potrzebnych faktów. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ metryzowaln¡, x ∈ X
i v > 0. Symbolem B(x, v) b¦dziemy oznacza¢ kul¦ otwart¡ w X o ±rodku w punkcie x i
promieniu v.

Propozycja 9.4.2. ([38]) Niech X b¦dzie przestrzeni¡ metryzowaln¡. Zaªó»my, »e dla
ka»dego ε > 0 istniej¡: otwarty zbiór Uε ⊂ Q, odwzorowanie u.s.c ϕε : X ( Uε i odw-
zorowanie ci¡gªe rε : Uε → X takie, »e s¡ speªnione nast¦puj¡ce warunki:
9.4.2.1 dla ka»dego x ∈ X rε(ϕε(x)) ⊂ B(x, ε),
9.4.2.2 ϕε ma przybli»ony selektor. Wtedy X ∈ AANR. Je±li dla ka»dego ε > 0 Uε = Q, to
X ∈ AAR.

Z Propozycji 9.4.2 dostajemy nast¦puj¡cy fakt:

Propozycja 9.4.3. ([38]) Niech X ∈ AANRR(D) (X ∈ AARR(D)). Niech g : Z → X
b¦dzie odwzorowaniem takim, »e g ∈ DQ(X) i dla dowlonego ε > 0 istnieje otwarty zbiór
Uε ⊂ Q taki, »e Z ⊂ Uε i Z ∈ Cε

Uε
(X, g) (Z ∈ Cε

Q(X, g)) (patrz, Propozycja 9.2.6). Niech
iε : Z ↪→ Uε b¦dzie inkluzj¡. Je»eli dla ka»dego ε > 0 multifunkcja ϕε : X →m Uε (ϕε :
X →m Q) wyznaczona przez (ϕε)m = [(g, iε)]m ma przybli»ony selektor, to X ∈ AANR
(X ∈ AAR).

Aproksymatywne relatywne retraty mo»na wykorzysta¢ do charakteryzacji aproksymaty-
wnych retraktów w przestrzeniach zwartych, przeliczalnie wymiarowych.

Propozycja 9.4.4. ([38]) Niech X ∈ AANRR(CE) (X ∈ AARR(CE)). Zaªó»my, »e X
jest przeliczalnie wymiarowa (w szczególno±ci, sko«czenie wymiarowa). Wtedy X ∈ AANR
(X ∈ AAR).

Jest jasne, »e AANRN ⊂ AANRRN(CE) i AANRC ⊂ AANRRC(CE). Tych inkluzji nie
mo»na odwróci¢ (patrz, Przykªady 9.3.5 i 9.3.6). Podamy teraz przykªad, który wykorzys-
tuje aproksymatywne relatywne retrakty do teorii przybli»onych selektorów. Zauwa»my, »e
zaªo»enia X ∈ ANR w Twierdzeniu 9.1.7 nie mo»na pomin¡¢.

Przykªad 9.4.5. Niech X b¦dzie zwart¡ i nieprzesuwaln¡ przestrzeni¡. Z Uwagi 9.1.12
wynika, »e X /∈ ANR. Mo»na udowodni¢, »e X ∈ ARR(V) (patrz, [26]). Niech p : Q→ X
b¦dzie odwzorowaniem takim, »e dla ka»dego x ∈ X p−1(x) ma trywialny ksztaªt (patrz,
[14]). De�niujemy multifunkcj¦ ϕ : X →m Q wzorem ϕ(x) = p−1(x) dla ka»dego x ∈ X.
Odwzorowanie ϕ jest wyznaczone przez ϕm = [(p, IdQ)]m i dla ka»dego x ∈ X zbiór ϕ(x) ma
trywialny ksztaªt (to znaczy jest ∞-proksymalnie spójny (patrz, Uwaga 9.1.4). Wyka»emy,
»e ϕ nie ma przybli»onego selektora. Zaªó»my, przeciwnie, »e istnieje przybli»ony selektor
odwzorowania ϕ. Przyjmuj¡c w Propozycji 9.4.3 dla ka»dego ε > 0 ϕε = ϕ, Uε = Q i rε = p
(patrz, Propozycja 9.4.2) doastajemy, »e X ∈ AAR, ale to jest sprzeczno±¢, poniewa» X jest
nieprzesuwalna (patrz, Uwaga 9.1.12).
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Konstrukcje poprzedniego i nast¦pnego przykªadu s¡ mo»liwe dzi¦ki pewnym wªasno±ciom
aproksymatywnych relatywnych retraktów. Nast¦pny przykªad pokazuje zastosowanie aproksy-
matywnych relatywnych retraktów do teorii przedªu»ania odwzorowa« wielowarto±ciowych.

Przykªad 9.4.6. Niech ϕ : X →m Q b¦dzie multifunkcj¡ tak¡, jak w Przykªadzie 9.4.5.
Zaªó»my, »e istnieje otwarty zbiór V ⊂ Q taki, »e X ⊂ V i istnieje ci¡gªe przedªu»enie
ϕ̃ : V →m Q takie, »e dla ka»dego x ∈ V zbiór ϕ̃(x) ma trywialny ksztaªt (to znaczy
jest ∞-proksymalnie spójny, patrz, Uwaga 9.1.4). Wtedy z Propozycji 9.1.2 istnieje zwarta
przestrze« C ∈ ANR taka, »e X ⊂ C ⊂ V . Z Twierdzenia 9.1.7 odwzorowanie ϕ̃C :
C →m Q dane wzorem ϕ̃C(x) = ϕ̃(x) dla ka»dego x ∈ C ma przybli»ony selektor. St¡d ϕ
ma przybli»ony selektor, ale to, jak ju» wiemy nie jest mo»liwe (patrz, Przykªad 9.4.5). To
oznacza, »e ϕ nie ma u.s.c. przedªu»enia (o tych samych obrazach) na »aden zbiór otwarty
V ⊂ Q taki, »e X ⊂ V mimo, »e Q ∈ AR.
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10. INNE OSI�GNI�CIA NAUKOWO-BADAWCZE

10.1 Preliminaria

De�nicja 10.1.1. ([6]) Odwzorowanie ϕ : X ( X nazywamy zwart¡ pochªaniaj¡c¡ kon-
trakcj¡ (piszemy ϕ ∈ CAC(X)) je»eli istnieje zbiór otwarty U ⊂ X taki, »e:
(10.1.1.1) ϕ(U) ⊂ U i ϕU : U ( U , ϕU(x) = ϕ(x) dla ka»dego x ∈ X jest zwarte
(ϕ(U) ⊂ U),
(10.1.1.2) dla ka»dego x ∈ X istnieje n = nx takie, »e ϕn(x) ⊂ U .

Niech ϕ : X ( Y b¦dzie odwzorowaniem wielowarto±ciowym i niech A ⊂ X b¦dzie zbiorem
niepustym. Symbolem ϕA : A→ X b¦dziemy oznacza¢ odwzorowanie dane wzorem

ϕA(x) = ϕ(x) dla ka»dego x ∈ A.

10.2 Odwzorowania lokalnie dopuszczalne

W literaturze matematycznej bardzo dobrze znane s¡ odwzorowania dopuszczalne L. Górniewicza.
Do ich zbadania, szczególnie w kontek±cie punktów staªych L. Górniewicz u»yª metod homo-
logicznych (patrz, [6]). W pracach ([39, 40]) wprowadzili±my poj¦cie odwzorowania lokalnie
dopuszczalnego i pokazali±my, »e klasa odwzorowa« lokalnie dopuszczalnych jest istotnie
szersza. Do jej zbadania w kontek±cie punktów staªych równie» u»yli±my metod homolog-
icznych. Przypomnijmy, »e par¦ (p, q) odwzorowa« jednowarto±ciowych, ci¡gªych nazywamy
par¡ selektywn¡ odwzorowania ϕ : X ( Y (piszemy, (p, q) ⊂ ϕ), je±li istnieje przestrze«
metryzowalna Z taka, »e speªnione s¡ nast¦puj¡ce warunki:

(i) p : Z → X jest odwzorowaniem Vietorisa,

(ii) q(p−1(x)) ⊂ ϕ(x) dla dowolnego x ∈ X, gdzie q : Z → Y .

Odwzorowanie wielowarto±ciowe ϕ : X ( Y nazywamy dopuszczalnym, je±li istnieje para se-
lektywna (p, q) odwzorowania ϕ. Niech ϕ : X ( X b¦dzie odwzorowaniem dopuszczalnym.
Zaªó»my, »e dla ka»dej pary selektywnej (p, q) ⊂ ϕ homomor�zm

q∗ ◦ p−1∗ : H∗(X)→ H∗(X)

jest endomor�zmem Leraya, wtedy de�niujemy zbiór Lefschetza (patrz, [6]):

Λ(ϕ) = {Λ(q∗ ◦ p−1∗ ); (p, q) ⊂ ϕ}.

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ metryzowaln¡, ϕ : X ( X odwzorowaniem wielowarto±ciowym
i niech

ΩAD(ϕ) = {V ⊂ X : V jest otwarty, ϕ(V ) ⊂ V i ϕV : V ( V jest dopuszczalne}.

Oczywi±cie powy»sza rodzina zbiorów mo»e by¢ pusta. De�niujemy nast¦puj¡c¡ klas¦ odw-
zorowa« wielowarto±ciowych:

ADL = {ϕ : X ( X, ΩAD(ϕ) 6= ∅}.
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W szczególno±ci wszystkie odwzorowania dopuszczalne ϕ : X ( X nale»¡ do tej klasy,
poniewa» X ∈ ΩAD(ϕ). Przypomnijmy, »e odwzorowanie wielowarto±ciowe ϕ : X ( X
jest acykliczne, je»eli dla ka»dego x ∈ X zbiór ϕ(x) jest acykliczny i zwarty. Wiemy, »e
odwzorowanie acykliczne jest dopuszczalne i odwzorowania

(10.1) r, s : Γ→ X dane wzorem r(x, y) = x, s(x, y) = y dla ka»dego (x, y) ∈ Γ,

gdzie Γ = {(x, y) ∈ X × Y ; y ∈ ϕ(x)}, s¡ par¡ selektywn¡ (r, s) ⊂ ϕ. Zaªó»my, »e dla
pewnego odwzorowania acyklicznego ϕ : X ( X homomor�zm s∗r

−1
∗ : H∗(X) → H∗(X)

jest endomor�zmem Leraya, wtedy zbiór Lefschetza Λ(ϕ) jest jednoelementowy i

Λ(ϕ) = {Λ(s∗r
−1
∗ )}.

Zde�nujemy uogólniony zbiór Lefschetza ΛG(ϕ) dla odwzorowa« wielowarto±ciowych ϕ ∈
ADL. Niech ϕ : X → X b¦dzie odwzorowaniem dopuszczalnym. Mówimy, »e zbiór Λ(ϕ) jest
poprawnie zde�niowany, je±li dla ka»dego (p, q) ⊂ ϕ odwzorowanie q∗◦p−1∗ : H∗(X)→ H∗(X)
jest endomor�zmem Leraya.

De�nicja 10.1.2. Zaªó»my, »e dla odwzorowania wielowarto±ciowego ϕ : X ( X istnieje
niepusta rodzina zbiorów ΥAD(ϕ) ⊂ ΩAD(ϕ) taka, »e je±li dla ka»dego V ∈ ΥAD(ϕ), Λ(ϕV )
jest poprawnie zde�niowany, wtedy speªnione s¡ nast¦puj¡ce warunki:
10.1.2.1 Je±li ϕ : X ( X jest acykliczne, to ΛG(ϕ) = {Λ(s∗r

−1
∗ )} (patrz (10.1)).

10.1.2.2 Je±li ϕ : X ( X jest dopuszczalne, to X ∈ ΥAD(ϕ) i

(Λ(ϕ) 6= {0})⇒ (ΛG(ϕ) 6= {0}).

10.1.2.3 (ΛG(ϕ) 6= {0})⇒ (istnieje V ∈ ΥAD(ϕ) takie, »e Λ(ϕV ) 6= {0}).

De�nicja 10.1.3. Mówimy, »e odwzorowanie ϕ ∈ ADL jest uogólnionym odwzorowaniem
Lefschetza, je±li speªnione s¡ nast¦puj¡ce warunki:
10.1.3.1 istnieje ΥAD(ϕ) 6= ∅ takie, »e s¡ speªnione warunki 10.1.2.1- 10.1.2.3.
10.1.3.2 dla ka»dego V ∈ ΥAD(ϕ) Λ(ϕV ) jest poprawnie zde�niowany.

Gªównym twierdzeniem o punkcie staªym jest nast¦puj¡ce:

Twierdzenie 10.1.4. ([39]) Niech X ∈ ANRR(V). Zaªó»my, »e s¡ speªnione nast¦puj¡ce
warunki:
10.1.4.1 ϕ ∈ CAC(X),
10.1.4.2 istnieje ΥAD(ϕ) 6= ∅ taka, »e s¡ speªnione warunki 10.1.2.1- 10.1.2.3. Wtedy ϕ jest
uogólnionym odwzorowaniem Lefschetza i je»eli ΛG(ϕ) 6= {0}, to Fix(ϕ) 6= ∅.

De�nicja 10.1.5. Odzworowanie wielowarto±ciowe ϕ : X ( Y nazywamy lokalnie do-
puszczalnym, je»eli dla ka»dego zwartego i niepustego zbioru K ⊂ X istnieje zbiór otwarty
V ⊂ X taki, »e K ⊂ V i odwzorowanie ϕV : V ( X jest dopuszczalne, gdzie ϕV : V ( X
dane jest wzorem ϕV (x) = ϕ(x) dla ka»dego x ∈ V .

Podamy przykªady odwzorowa« lokalnie dopuszczalnych, które nie s¡ dopuszczalne. Niech
R oznacza zbiór liczb rzeczywistych i niech N b¦dzie zbiorem liczb naturalnych.
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Przykªad 10.1.6. Niech {an}∞n=1 ⊂ R b¦dzie ci¡giem danym wzorem:

an =

{
1, dla n = 1

an−1 + 3 · 2n−1, dla n > 1.

Zauwa»my, »e lim
n→∞

(an/2
n) = 3. Niech dla n = 1, 2, ... fn : R → R b¦dzie odwzorowaniem

danym wzorem
fn(x) = (1/2n) sinx+ (an/2

n)

i niech k : R → N ∪ {0} b¦dzie odwzorowaniem danym wzorem k(x) = int(|x|) dla ka»dego
x ∈ R, gdzie int(|x|) oznacza najwi¦ksz¡ liczb¦ caªkowit¡ nie wi¦ksz¡ ni» |x|. Mamy fn(R) =
[(an − 1)/2n, (an + 1)/2n] dla ka»dego n ∈ N. Czytelnik ªatwo sprawdzi, »e dla dowolnych
dwóch ró»nych liczb naturalnych n,m mamy

(10.2) fn(R) ∩ fm(R) = ∅.

Jest jasne, »e lim
n→∞

fn = f0, gdzie f0 : R → R jest odwzorowaniem staªym danym wzorem

f0(x) = 3 dla ka»dego x ∈ R. Niech ϕ : R ( R, ϕk : R ( R b¦d¡ odwzorowaniami
wielowarto±ciowymi danymi wzorami:

ϕ(x) = {f0(x), f1(x), ...fn(x), ...},

ϕk(x) = {f0(x), f1(x), ..., fk(x)(x)}

dla ka»dego x ∈ R. De�niujemy odwzorowanie ψ : R ( R za pomoc¡ wzoru:

(10.3) ψ(x) = ϕ(x)\ϕk(x) dla ka»dego x ∈ R.

Z konstrukcji ϕ i z (10.2) wynika, »e pary (IdR, fn), n = 1, 2, ... s¡ jedynymi parami selek-
tywnymi odwzorowania ϕ. Poka»emy, »e odwzorowanie ψ jest lokalnie dopuszcalne, ale nie
jest dopuszczalne. Niech K ⊂ R b¦dzie zbiorem zwartym, wtedy istnieje liczba naturalna n0

taka, »e dla ka»dego x ∈ K k(x) ≤ n0 i niech

V = {x ∈ R : dist(x,K) < 1/2}.

Wtedy dla n = n0 + 1, n0 + 2, ... (IdR, fn) ⊂ ψV i ψV : V ( R jest dopuszczalne. Niech dla
pewnego n′ ∈ N (IdR, fn′) ⊂ ψ i niech x0 ∈ R takie, »e k(x0) > n′ wtedy fn′(x0) /∈ ψ(x0), co
daje oczywist¡ sprzeczno±¢. W konsekwencji odwzorowanie ψ nie jest dopuszczalne.

Niech C oznacza zbiór liczb zespolonych i niech Sr ⊂ C b¦dzie sfer¡ o ±rodku w punkcie 0 i
promieniu r > 0

Przykªad 10.1.7. Niech X = C\{0} i niech γ : X ( S1 b¦dzie dopuszczalne, u.s.c. i dla
ka»dego x ∈ X γ(x) jest zwarty. Zaªó»my, »e mamy ci¡g ({rn}∞n=1) ⊂ R taki, »e r1 = 1
i lim
n→∞

rn = 2. De�niujemy odwzorowania γn : X ( Srn, γ0 : X ( S2 dane wzorami

γn(x) = rn · γ(x), γ0(x) = 2 · γ(x) dla ka»dego x ∈ X. �atwo sprawdzi¢, »e dla dwóch
dowolnych i ró»nych liczb naturalnych n,m mamy

(10.4) γn(X) ∩ γm(X) = ∅.
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Jest jasne, »e dla ka»dego n ∈ N γn jest dopuszczalne i γ1 = γ. Niech f : X → (0, 2) b¦dzie
ci¡gª¡ funkcj¡ dan¡ wzorem f(x) = 4

π
arctan |x| dla ka»dego x ∈ X i niech g : X → [2,∞)

b¦dzie ci¡gª¡ funkcj¡ dan¡ wzorem

g(x) =

{
5− |x|, dla 0 < |x| < 3

2, dla |x| ≥ 3.

Zauwa»my, »e lim
|x|→∞

f(x) = 2 i 0 < f(x) < g(x) dla ka»dego x ∈ X. Symbolem ψ : X ( X

oznaczmy odwzorowanie dane wzorem

ψ(x) = {y ∈ X; f(x) ≤ |y| ≤ g(x)}

dla ka»dego x ∈ X. Niech Γ : X ( X b¦dzie odwzorowaniem danym wzorem

Γ(x) =


∞⋃
n=0

γn(x), dla 0 < |x| < 3

∞⋃
n=1

γn(x), dla |x| ≥ 3.

De�niujemy odwzorowanie ϕ : X ( X za pomoc¡ wzoru

ϕ(x) = Γ(x) ∩ ψ(x) dla ka»dego x ∈ X.

Z (10.4) wynika, ze jedynymi parami selektywnymi (p, q) odwzorowania Γ a tym samym odw-
zorowania ϕ s¡ pary (p, q) ⊂ γn dla pewnego n. Poaka»emy, »e odwzorowanie ϕ jest lokalnie
dopuszczalne. Niech K ⊂ X b¦dzie zbiorem zwartym, wtedy istnieje liczba rzeczywista do-
datnia s taka, »e s < 2 i dla ka»dego x ∈ K f(x) ≤ s. Niech U = {x ∈ X; dist(x,K) < t},
gdzie s < t < 2. Dla pewnego n istnieje rn takie, »e t < rn < 2. Bierzemy odwzorowanie
γn : X → Srn i par¦ selektywn¡ (p, q) ⊂ γn ⊂ ϕ. Odzworowanie ϕ nie jest dopuszczalne.
Niech dla pewnego n′ ∈ N (p, q) ⊂ γn′ b¦dzie par¡ selektywn¡ (p, q) ⊂ ϕ. Istnieje x0 ∈ X
takie, »e f(x0) > rn′ wtedy q(p−1(x0)) * ϕ(x0), co daje oczywist¡ sprzeczno±¢. Jest równie»
oczywiste, »e odwzorowanie ϕ jest zwarte. Zauwa»my, »e odwzorowanie ϕU : U ( U , gdzie
U = {x ∈ X; 0 < |x| < 3} jest u.s.c i dla ka»dego x ∈ U ϕU(x) jest zwarty.

Zªo»enie dwóch odwzorowa« lokalnie dopuszczalnych jest odwzorowaniem lokalnie dopuszczal-
nym.

Twierdzenie 10.1.8. ([40]) Niech ϕ : X ( Y i ψ : Y ( Z b¦d¡ lokalnie dopuszczalne.
Wtedy odwzorowanie ψ ◦ ϕ : X ( Z jest lokalnie dopuszczalne.

Prostym wnioskiem z Twierdzenia 10.1.4 jest nast¦puj¡cy fakt:

Propozycja 10.1.9. ([39]) Niech X ∈ ANRR(V), ϕ : X ( X b¦dzie lokalnie dopuszczalne
(niekoniecznie dopuszczalne) i niech ϕ ∈ CAC(X). Wtedy ϕ jest uogólnionym odwzorowaniem
Lefschetza i je»eli ΛG(ϕ) 6= {0}, to Fix(ϕ) 6= ∅.
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11. PODSUMOWANIE

Inspiracj¡ do bada« multiretraktów byªy prace A. Suszyckiego (patrz, [23, 24]). Do zbada-
nia wªasno±ci multiretraktów zastosowali±my multifunkcje, czyli pewn¡ wersj¦ odwzorowa«
silnie dopuszczalnych (patrz, [6]). Przestrzenie metryzowalne wraz z multifunkcjami tworz¡
kategori¦, która jest naturalnym rozszerzeniem kategorii przestrzeni metryzowalnych wraz z
funkcjami ci¡gªymi. Zde�niowali±my homotopi¦ multifunkcji, która jest relacj¡ równowa»no-
±ci. Przestrzenie metryzowalne ±ci¡galne do punktu w sensie tej homotopii (multi±ci¡galne)
s¡ ªukowo spójne. Mimo to klasa przestrzeni multi±ci¡galnych jest istotnie szersza ni» klasa
przestrzeni ±ci¡galnych i obejmuje równie» przestrzenie, które mog¡ by¢ nieprzesuwalne. W
zwi¡zku z tym nale»aªoby uogólni¢ poj¦cie przesuwalno±ci przestrzeni, wykorzystuj¡c multi-
funkcje. Zauwa»my, »e multiretrakty maj¡ podobne wªasno±ci do retraktów w sensie Borsuka,
pod warunkiem, »e u»yjemy do ich bada« multifunkcji. Multifunkcje s¡ naturalnym uogólnie-
niem funkcji ci¡gªych, zatem teoria multidominacji jest naturalnym uogólnieniem teorii domi-
nacji Borsuka. Warto te» zauwa»y¢, »e multifunkcje s¡ dobrym narz¦dziem topologicznym do
badania zbiorów acyklicznych. W zwi¡zku z tym podali±my de�nicj¦ zbioru multi±ci¡galnego
w ka»dym swoim otoczeniu. Udowodnili±my, »e jest zbiorem acyklicznym w sensie homologii
�echa. Multidominacj¦ przestrzeni metrycznych podzielili±my na prawostronn¡ i lewostron-
n¡. Wykazali±my, »e multiretrakty prawostronne s¡ ró»ne od multiretraktów lewostronnych.
Multiretrakty prawostronne, naszym zdaniem, mo»na uwa»a¢ jako uzupeªnienie retraktów
w sensie Borsuka, poniewa» maj¡ podobne wªasno±ci. Natomiast multiretrakty lewostronne
maj¡ wiele cech fundamentalnych retraktów Borsuka. Wprowadzili±my te» poj¦cie relatywne-
go retraktu. Udowodnili±my, »e klasa relatywnych retraktów obejmuj¦ klas¦ multiretraktów
prawostronnych. Dzi¦ki relatywnym retraktom uzyskali±my nowe wªasno±ci multiretraktów
prawostronnych. Warto nadmieni¢, »e relatywne retrakty maj¡ wiele ciekawych zastosowa«
do teorii punktów staªych, teorii koincydencji i do badania wªasno±ci zbiorów. Konsekwencj¡
relatywnych retraktów jest homotopia relatywna i relatywne przedªu»anie odwzorowa« ci¡-
gªych. Wykazali±my, »e homotopia relatywna jest relacj¡ równowa»no±ci i ma wiele ciekawych
zastosowa« do teorii punktów staªych i badania wªasno±ci przestrzeni metrycznych. Warto
równie» nadmieni¢, »e wprowadzili±my poj¦cie aproksymatywnych relatywnych retraktów.
Zbadali±my ich wªasno±ci i wykazali±my, »e s¡ istotnym uogólnieniem multiretraktów pra-
wostronnych. Aproksymatywne relatywne retrakty podzielili±my na dwa zbiory. Pierwszy
zbiór to aproksymatywne relatywne retrakty w sensie Noguchi, natomiast drugi zbiór to
aproksymatywne relatywne retrakty w sensie Clappa. Podali±my przykªady na to, »e s¡
istotnie szersze od znanych w literaturze matematycznej aproksymatywnych retraktów w
sensie Noguchi i w sensie Clappa. Aproksymatywne relatywne retrakty (w szczególno±ci,
aproksymatywne multiretrakty) zastosowali±my do teorii punktów staªych i do charaktery-
zacji aproksymatywnych retraktów w przestrzeniach przeliczalnie wymiarowych. Podali±my
te» przykªady wykorzystania aproksymatywnych relatywnych retraktów do teorii przedªu»a-
nia multifunkcji i do teorii aproksymatywnych selektorów odwzorowa« wielowarto±ciowych.
W autoreferacie podali±my dowody niektórych faktów, poniewa» znajduj¡ si¦ w pracy "The
Properties and Applications of Relative Homotopy", która otrzymaªa pozytywn¡ recenzj¦ w
czasopismie "Topology and its Applications", ale do chwili obecnej nie zostaªa wydrukowana.
Warto zwróci¢ uwag¦ na bardzo wa»ny fakt. W autoreferacie wielokrotnie skorzystali±my z
odkrycia Profesora L. Górniewicza dotycz¡cego odwzorowa« dopuszczalnych i silnie dopusz-
czalnych. W wielu dowodach korzystamy z pewnego przeksztaªcenia diagramu, które nazywa
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si¦ "pull back". Przypomnijmy, »e je»eli mamy diagram

Z1
f1−−−→ X

f2←−−− Z2
,

gdzie f1 lub f2 jest surjekcj¡, to przeksztaªceniem "pull back" tego diagramu nazywamy
diagram:

Z1
π1←−−− Z14Z2

π2−−−→ Z2,

gdzie Z14Z2 = {(z1, z2) ∈ Z1 × Z2; f1(z1) = f2(z2)} oraz π1(z1, z2) = z1 i π2(z1, z2) = z2
dla ka»dego (z1, z2) ∈ Z14Z2. Podsumowuj¡c, prowadzimy badania multiretraktów w dwóch
kierunkach. Pierwszy kierunek, to zastosowanie multifunkcji wyznaczonych przez multimor-
�zmy do teorii multidominacji. Drugi kierunek bada«, to teoria relatywnych retraktów. Na-
szym zdaniem, jeden i drugi kierunek bada« jest wa»ny i potrzebny, przede wszystkim ze
wzgl¦du na wiele ciekawych zastosowa«. Warto te» nadmieni¢, »e zarówno teoria multido-
minacji, jak i teoria relatywnych retraktów zostaªy pozytywnie przyj¦te przez recenzentów
dobrych czasopism matematycznych, takich jak: "Topology and its Applications", "Fixed
Point Theory", "Fixed Point Theory and Applications" i "Journal of Fixed Point Theory
and its Applications".
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