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1 Wprowadzenie

Teoria iteracji ma swoje zrodta w problemach rozwazanych juz w dziewietnastym wieku. Od
tamtego czasu pojawilo sie wiele nowych wynikéw (jednymi z najlepszych monografii w tym
temacie sa [66] oraz [30]), ktére rozrosty sie w szeroka teorie z wieloma tak zaawansowanymi
galeziami, ze trudno w jednej monografii ujac ze szczegdtami istote wszystkich badanych zagad-
nien. Nawet pewne szczegolne gatezie tej teorii jak holomorficzne uktady dynamiczne, dyskretne
uktady dynamiczne, czy tez rzeczywiste uktady dynamiczne, rozrosty sie do samodzielnych teo-
rii z wlasnymi monografiami i pracami przegladowymi. Dlatego tez zaznaczymy tutaj jedynie
te problemy i zagadnienia, ktore sg $Scisle zwiazane z prezentowanymi dalej wynikami.

Dla niepustego zbioru X oraz dla funkcji f : X — X przez f°" oznaczymy n-ta iterate
funkcji f zdefiniowang indukcyjnie nastepujaco:

foO — idX,
fok = fo folk=1) dla k € N,

gdzie idx oznacza odwzorowanie identycznosciowe na zbiorze X.

W 1815 roku Ch. Babbage [3] rozwazal problem istnienia i postaci funkcji v : R — R
spelniajacych dla pewnej liczby naturalnej n > 2 warunek

V() = dla z € R.

Uogolnienia problemu rozpatrywanego przez Babbage’a prowadza do waznego w teorii iteracji
problemu istnienia i postaci pierwiastkow iteracyjnych odwzorowania f : X — X, tzn. do
wyznaczenia funkcji ¢ : X — X spetiajacych dla pewnego ustalonego n > 2 warunek

Y = f.

Niemal siedemdziesiat lat pdzniej badano problem zanurzenia zadanej funkcji w jednopa-
rametrowa grupe odwzorowan. Przypomnijmy, ze dla przemiennej grupy (G,+) przez grupe
iteracji (jednoparametrowq grupe odwzorowan) rozumiemy rodzing (f;)ieq funkeji f; : X — X
spetniajaca

{ ft1+t2 = ft1 o ft2 dla ti,10, € G,
W przypadku G € {R, C} jednoparametrowa grupa odwzorowan nazywana jest tez G-potokiem.
Zaktada sie wowczas, ze odwzorowanie G 3 t +— fi(x) € X jest zgodne ze struktura zbioru X.
W przypadku przestrzeni topologicznych zaktada sie ciagto$é tego odwzorowania (i méwimy
wtedy o cigglych grupach iteracji), zas w przypadku X € {R™ C"} jego regularno$¢ (réznicz-
kowalnosé lub analitycznosé). Funkcje f : X — X nazywamy iterowalng (zanurzalng w grupe
iteracji), jesli istnieje taka grupa (fi)ic¢ odwzorowan f; : X — X, ze

fo=1r dla pewnego t; € G\ {0}.

Dla G € {R, C} przyjmuje sie to = 1.

Problem zanurzania jest Scisle zwigzany z innym waznym w teorii iteracji zagadnieniem line-
aryzowalnosci funkcji. Linearyzowalno$¢ odwzorowan holomorficznych badana byta pod koniec
dziewietnastego wieku. Wiadomo, ze kazda lokalnie holomorficza w otoczeniu punktu statego
0 € C funkcja f : C — C jest reprezentowalna przez zbiezny w otoczeniu tego punktu szereg
potegowy f(z) = a1z + as2* + azz® + ... € Co{z}. Sktadnik a;z nazywamy czescig liniowg od-
wzorowania f. Przestrzen Co{z} jest oczywiscie podprzestrzenia przestrzeni Cy[z] wszystkich
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formalnych szeregéw potegowych f(z) = a1z + agz? + azz® + .. .. Funkcje f : C — C lokalnie
holomorficzng w otoczeniu punktu statego 0 € C nazywamy formalnie linearyzowalng, jesli ist-
nieje taki odwracalny element ¢ € Cy[z], ze z pewnym a € C w przestrzeni Cy[z] zachodzi
rOWNos¢é

(cp ofo (p_l) (z) = az.
Problem linearyzowalnosci odwzorowania prowadzi wiec do znalezienia formalnego rozwigzania
¢ € Cy[z] réwnania Schrodera

p(f(2)) = ap(z)

przy zadanej holomorficznej w otoczeniu 0 € C funkcji f : C — C. Réwnanie to po raz pierw-
szy rozwazane bylto przez E. Schrodera w 1874 roku. Przeglad wszystkich istotnych wynikow
dotyczacych linearyzowalnosci i zanurzalnosci zawarty jest w pozycji [1].

Innym istotnym zagadnieniem badanym w XX wieku byt problem zanurzenia automorfi-
zmu A € A(C[X] w jednoparametrowa grupe Liego (A;)iec automorfizméw A, € A(C[X])
n zmiennych X = (Xy,..., X,,)T (por. D. Lewis [31], S. Sternberg [64], K. T. Chen [7], E. Pe-
schl i L. Reich [41], L. Reich i J. Schwaiger [58]-[59], L. Reich [44], G. Mehring [32], C. Praag-
man [42]. Szczegélnie intensywnie i dokladnie problemy iteracyjne badane byly w pierscieniu
C[X] szeregéw formalnych jednej zmiennej. Dotyczy to zaréwno problemu zanurzania (S. Sche-
inberg [60]), ogblnego opisu jednoparametrowych grup formalnych szeregéw potegowych (H. Fri-
pertinger i L. Reich [11]-[12], D. Gronau [14], W. Jabtonski i L. Reich [22]-[26], L. Reich [43],
S. Scheinberg [60]), opisu i charakteryzacji grup i maksymalnych grup komutujacych formalnych
szeregow potegowych (L. Reich [46]-[51]) jak tez istnienia i postaci pierwiastkow iteracyjnych
pewnych formalnych szeregéw potegowych (L. Reich [52]-[56] oraz J. Schwaiger [61]). Omoéwie-
nie innych istotnych probleméw rozwazanych w pierécieniu formalnych szeregéw potegowych
jednej zmiennej znalezé mozna w pracy przegladowej I. Babenko [4].

W potowie XX wieku zupetnie niezaleznie rozwazany byt w geometrii r6zniczkowej problem
klasyfikacji obiektéw geometrycznych (por. J. Aczél oraz S. Gotab [2]). Kluczowa jest tutaj grupa
Liego L? klas abstrakcji (s-zetow) lokalnych dyfeomorfizméw w otoczeniu punktu statego 0 €
R". W przypadku jednowymiarowym grupa L! ma prosty analityczny opis

Ly 3 [flv = (£1(0), f"(0),.... fO(0)) € (R\ {0}) x R*™.

Z punktu widzenia stosowanych w tej klasyfikacji metod i technik wazne bylo wyznaczanie
pewnych podpétgup i podgrup grupy L! (por. S. Midura [33]) i opis pewnych homomorfizméw
w grupe L!. Wykorzystanie analitycznego opisu grupy L! istotnie upraszczato w przypadku s €
{2,3, 4,5} rozwazania i dowody. Opis ten i wykorzystywane metody dowodowe okazaly si¢ jednak
zdecydowanie niewystarczajace przy probach przeniesienia otrzymanych wynikéw na przypadek
grupy L! z dowolnym s € NU{oo}. Wynika to z faktu, ze z samego analitycznego opisu grupy L!
trudno jest wywnioskowac istotne w dowodach wtasnosci struktury grupowej. Okazuje sie jednak
(co zauwazyt w 2001 roku L. Reich), ze grupa L! jest izomorficzna z pewna grupa obcietych
formalnych szeregdw potegowych nad ciatem R (analogiczny wynik jest tez prawdziwy dla grupy
L? i grupy odwracalnych n-elementowych ciagéw obcietych formalnych szeregéw potegowych n-
zmiennych). Zatem wszystkie wyniki otrzymane dla obcietych formalnych szeregéw potegowych
nad cialem R mozna przenie$¢ na grupe L.

Na koniec podkresli¢ nalezy istotng réznice pomiedzy iterowalnoscia funkcji i iterowalnoscig
formalnych szeregéw potegowych. Wiadomo (zob. L. Reich [45], [48]), ze zadany automorfizm
A € A(C[X]) jest zanurzalny w ciagla jednoparametrowa grupe iteracji wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy jest zanurzalny w jednoparametrowa grupe iteracji bez zatozenia jakiejkolwiek



regularnosci. Wynik ten nie jest prawdziwy dla funkcji rzeczywistych czy tez dla funkcji holo-
morficznych. Réznica ta wynika z faktu (i zostanie to w tym opracowaniu pokazane), ze iteracje
w pierscieniu C[X] formalnych szeregdéw potegowych jednej zmiennej maja charakter czy-
sto algebraiczny, tzn. w dowodach wszystkich waznych wynikéw nie jest istotna topologiczna
i analityczna struktura ciata C.

Zasadniczym celem niniejszego opracowania jest opis wszystkich grup iteracji w pierscieniu
formalnych szeregdéw potegowych i obcietych formalnych szeregéw potegowych. Problem ten byt
wczesniej badany dla formalnych szeregéw potegowych jednej zmiennej nad ciatem C m. in. przez
L. Reicha ([43]), H. Fripertingera i L. Reicha ([11]-[12]) oraz S. Scheinberga ([60]). D. Gronau
rozwazal grupy iteracji w pierécieniu formalnych szeregdéw potegowych nad dowolnym ciatlem K
o charakterystyce 0 zaktadajac dodatkowo ich pewna abstrakcyjna regularno$é¢. We wspoélnych
pracach napisanych z L. Reichem ([22]-[25]) opisane zostaly pewne grupy iteracji (w pierscieniu
formalnych szeregéow potegowych i obcietych formalnych szeregéw potegowych nad ciatem K €
{R, C}) indeksowane elementami dowolnej grupy abelowej (G, +). Préba jednolitego podejscia
do opisu tych grup iteracji podjeta zostala w pracy [26] i niestety opis ten nie byl kompletny
(stosowanymi tam metodami nie udalo sie opisaé¢ wszystkich mozliwych grup iteracji). Nadal
problemem byto rozwigzanie pewnych uktadéw rownan funkcyjnych. Nawet wykorzystanie klasy
regularnych grup iteracji do opisu wszystkich rozwigzan tych uktadéw réwnan nie przyniosto
oczekiwanych efektow.

Nowa metoda rozwigzania problemu jest wolna od tej wady. Nie dos¢, ze przedstawione da-
lej wyniki udowodniono bez zadnych dodatkowych zatozen w pierécieniu (obcietych) formalnych
szeregow potegowych nad dowolnym ciatem o charakterystyce 0, to zaprezentowane tu podejscie
jest jednolite we wszystkich rozpatrywanych przypadkach. Stato sie to mozliwe poprzez anali-
ze 1 glebsze wykorzystanie algebraicznych wtasnosci grup komutujacych formalnych szeregow
potegowych i obcietych formalnych szeregéw potegowych. Ciezar dowodéw zostal przetozony
na algebraiczng charakteryzacje grup komutujacych formalnych szeregéw potegowych
i maksymalnych grup komutujacych formalnych szeregéw potegowych. W efekcie pro-
blem rozwiazywania skomplikowanych (i w wielu przypadkach nieskonczonych) uktadéw réwnan
funkcyjnych sprowadzony zostat do homomorfizméw lub skonczonych uktadéw homomorfizméw
grupy przemiennej (G, +) w grupy (K*,-) oraz (K, +).

W dalszej kolejnosci przytoczymy istotne wiadomosci dotyczace pierécienia formalnych sze-
regdéw potegowych i obcietych formalnych szeregdéw potegowych. Nastepnie podamy opis wszyst-
kich istotnych dalej regularnych (w abstrakcyjnym sensie) grup iteracji w pierscieniu (obcietych)
formalnych szeregéw potegowych. Skonstruowane regularne grupy iteracji wykorzystamy do opi-
su grup i maksymalnych grup komutujacych formalnych szeregdéw potegowych. Otrzymany opis
maksymalnych grup komutujacych formalnych szeregéw potegowych pozwoli na jasny i precy-
zyjny opis wszystkich grup iteracji w pierécieniu (obcietych) formalnych szeregéw potegowych.
Na koniec pokazemy mozliwe zastosowania grup iteracji do rozwigzania probleméw dotyczacych
zanurzenia formalnego szeregu potegowego w grupe iteracji oraz istnienia i postaci pierwiast-
kow iteracyjnych pewnych szeregow potegowych. Jednoczes$nie rozwazenie obcietych formalnych
szeregéw potegowych pozwoli na podanie opisu pewnych podgrup i homomorfizméw w grupe L.

2 Pierscien formalnych szeregéw potegowych

Niech P bedzie pier§cieniem przemiennym z jedynka. Przez P[X] oznaczymy pierécien for-
malnych szeregéw potegowych 332, ¢, X* o wspdtezynnikach z pierécienia P ze zwyktymi ope-
racjami dodawania i mnozenia. W ideale m = (X) = X P[X] poprawnie mozna zdefiniowaé



operacje podstawiania za zmienng niezalezng X wzorem

(Fy o B)(X) = i C (i dej) dla Fy(X) = i o X¥ Fy(X) = i d, X" € X P[X].

k=1 k=1

Wowczas para (X P[X], o) jest monoidem z elementem neutralnym X. Ponadto podzbiér

.= {Z X" e XP[X]:c1 € U(P)}
k=1

zawiera wszystkie elementy odwracalne wzgledem podstawiania w ideale m i jest on grupg

z dziataniem podstawiania.

Dla ustalonej liczby naturalnej s zbior Z, = m**! = (X**1) = X1 P[X] jest idealem
w P[X]. Niech P[X]s bedzie pierécieniem ilorazowym zawierajacym wszystkie warstwy F + Zs.
7 kazda warstwa wyznaczona przez formalny szereg potegowy F(X) = 322, cx X* zwiazemy
tzw. s-obciecie F!¥ szeregu F zdefiniowane wzorem

FE(X) = e X
k=0

Jednoczesnie rodzina .
.= {Z o X* € XP[X]s1: 1 € U(P)}
k=1
jest grupa (wzgledem operacji podstawiania o, w X P[X],_1) zawierajaca wszystkie elementy
odwracalne wzgledem oy w ideale m = X P[X],_;.
Niech P[X] := P[X]. Rozwazajac jednoczesnie formalne szeregi potegowe i obciete formal-
ne szeregu potegowe, elementy pierscienia P[X]; dla s € NU{oco} nazywaé bedziemy formalnymi

szeregami potegowymi. Pomijany bedzie tez wskaznik s w symbolach -4 oraz o,. Jesli nie bedzie
to dalej osobno zaznaczone, to przyjmiemy, ze s € NU {oo}.

Analizujac algebraiczna strukture grupy I'®* oraz grup komutujacych formalnych szeregéw po-
tegowych wykorzystamy fakt, ze grupa I'* jest granicg projektywng ciagu grup (I'*) sen. Istotnie,
dla dowolnych liczb naturalnych s, spetniajacych r < s projekcje 7} : I' — I'",

78 (F) = FUl dla FeT®
sg epimorfizmami grup oraz 7f = idp« dla k € N. Projekcje te spetniaja warunek
m,0 M =T dla wszystkich takich p,r,s € N, ze p <r <s.
Stad grupa I'™ jest granicq projektywng ciagu grup (I'*)sen z epimorfizmem kanonicznym (pro-

jekcja) m° 1 ' — I',
72(F) = Fl dla F € T*.

W zaproponowanym podejsciu algebraicznym bardzo istotne sa tez:
a) multiplikatywna grupa E,, C U(R) pierwiastkéw z jednosci stopnia m € N w pierscie-

niu catkowitym R o charakterystyce 0 (U(R) jest grupa wszystkich elementéw odwracal-
nych w R),



b) grupa N2 C I'* formalnych szeregéw potegowych nad R w postaci normalnej rzedum € N,
tj. rodzina formalnych szeregéw potegowych postaci F(X) = c; X +37_, i1 XML € T3,
gdzie r € NU {oo} jest najwieksza taka liczbe naturalna, ze rm + 1 < s dla s € N oraz
r = oo w przypadku s = oo,

¢) operacja sprzezenia (automorfizm wewnetrzny grupy I'*) Az : '8 — '8
Ap(F)=ToFoT™! dla F eT?,

z pewnym 1" € I'.

Rozwazane tu i dalej grupy form normalnych, pomimo skomplikowanego opisu, maja w pew-
nych przypadkach bardzo prosta charakteryzacje algebraiczng. Niech R bedzie pierscieniem cal-
kowitym o charakterystyce 0 i ustalmy m,k € N, k > 2. W zbiorze E,, x R*~! wprowadzamy
dziatanie

(c1,C9, ... k)0 (dy,da, ..., dy) = (crdi,co + daoy ... o + dy),

dla (1, ca,..., 1), (d1,do, ..., dy) € E, x R¥1. Okazuje si¢, ze para (E,, x RF¥1 o) jest grupa
(zob. [20, Lemma 1.13]), a pewne istotne w dalszych rozwazaniach grupy formalnych szeregéw
potegowych sg z nig izomorficzne.

Od strony technicznej w przeprowadzonych rozwazaniach i dowodach kluczowe sg pochod-
na formalna w pierscieniu formalnych szeregdéw potegowych oraz analityczna postaé operacji

podstawiania w ideale X P[X],_1. Formalne rézniczkowanie -% w pierscieniu P[X], okreslone
wzorem
d S S S
— (Z cka> = Z kep X Pt dla Z . X® € P[X],
dX iz k=1 k=0

jest naturalnym rozszerzeniem formalnego rézniczkowania w pierscieniu wielomianow. Spelniona
jest tutaj regula laricuchowa (ang.: chain rule)

d d d
ﬁ(Fl o Fy)(X) = (dyFl(Yﬂy_FQ()c)) : ﬁF2(X)

Na koniec, dla dowolnych takich liczb catkowitych k,l, ze k < [ przez |k,l| oznaczymy zbiér
tych liczb catkowitych n, ktore spetniaja k < n < [I. Jednoczesnie |k, co| jest zbiorem tych liczb
catkowitych n, dla ktorych n > k.

Lemat 1 ([20, Lemma 1.4]). Jesli Fi(X) = 35_, ap X* Fo(X) = S5, bp X* € X P[X],_1 oraz
(FloFy)(X)=%%_,d, X" € XP[X], 1, to
(1) do =Y a >, BL [[b7 dla n €1, s|,

=1  un€lU,, j=1

gdzie

Un’l — {Un = (uh‘_"un) c |O,l|" : Zuj =1, Zjuj = n} oraz Blﬂm =
j=1 j=1

W wystepujacych dalej modyfikacjach wzoru (1) przyjmuje si¢ nastepujaca konwencje: jesli
k>1,to |kl =0, a wowczas Y cpar = 0 oraz [[ep by = 1.



3 Regularne grupy iteracji w pierscieniu formalnych szeregéw po-
tegowych

Pierwszym etapem rozwigzania omoéwionych na wstepie problemow jest opisanie wszystkich
regularnych jednoparametrowych grup formalnych szeregéw potegowych nad pierscieniem cal-
kowitym o charakterystyce 0. Rozwazymy tutaj nastepujace dwa typy takich grup (F}), a mia-
nowicie:

1° s e NU{o0o}, s > 2, G; C U(R) jest nieskoniczona grupa multiplikatywna oraz F(t, X) =
tX + 35 5c(t) X7 eT* dlat € Gy, gdzie ¢; : G1 — Rdla j € ]2, 5],

2° s € NU{o0}, s > 3, k € |2,s — 1], G5 C R jest nieskonczona grupa addytywna oraz
F(t,X) =X +tX"+35 1 ¢;(0)X7 e dlat € Gy, gdzie ¢; : Gy — Rdlaj € [k+1,5].

Zalozymy tu regularnosé jednoparametrowych grup (Fi)ieq (G € {G1,Gs}) formalnych sze-
regow potegowych. Regularnos$é ta oznaczaé¢ bedzie formalng rézniczkowalno$é odwzorowania

Got— F, el

W tym celu przyjmiemy na poczatek, ze dla jednoparametrowej grupy Fy(X) = F(t,X) =
()X + X5, ¢(t) X7 € T, gdzie s € NU {oc}, s > 2, odwzorowania ¢; : G — U(R) oraz
¢j : G — Rdlaj € |2, 5| sa funkcjami wielomianowymi. Przez funkcje wielomianowg na R
rozumie¢ bedziemy odwzorowanie

R>t— w(t) € R,

gdzie w(z) € R]x] jest wielomianem nad pierscieniem R. Oczywiscie w pier§cieniu catkowitym R
o charakterystyce 0 pierscien funkcji wielomianowych na R jest izomorficzny z pierscieniem
wielomianéw nad R. W tym przypadku mozna dalej méwi¢ o formalnej pochodnej

oF 5 ,

=1

i taka grupe (F})icc nazywaé bedziemy reqularng jednoparametrowq grupg formalnych szeregow
potegowych. Zatozenie regularno$ci umozliwia podanie opisu rozwazanych grup poprzez spro-
wadzenie problemu do rozwigzania formalnego czastkowego rownania rézniczkowego, ktore jest
w istocie uktadem formalnych réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Rozwigzanie to mozna skon-
struowa¢ w pierscieniu formalnych szeregéw potegowych nad takim pierscieniem catkowitym R
o charakterystyce 0, ktory zawiera ciato proste @) (ktore jest z oczywistych wzgledéw izomor-
ficzne z ciatem Q liczb wymiernych). Okazuje si¢ tez, ze w drugim z rozwazanych przypadkéw
(dla s = 0o) mozliwy jest operatorowy opis takiej jednoparametrowej grupy.

Nim opiszemy regularne jednoparametrowe grupy formalnych szeregéw potegowych zdefiniu-
jemy operator catkowania. Niech dalej R bedzie takim pierscieniem catkowitym o charakterysty-
ce 0, zawierajacym ciato proste Q. Dla x¢, 2 € R definiujemy operator [ (-)dx : Rlx] — R[z],

T n n+1 n
/ (Z ckxk> de =: ) %(zk — k) dla Y epa* € Rlz).
0 k=0

Innymi stowy dla wielomianu g € R[z] calka [ gdx oznacza jedyny taki wielomian f € R[],
ze [/ = g oraz f(x¢) = 0.



3.1 Przypadek 1°

Niech G; C U(R) bedzie nieskoniczona grupa multiplikatywna, s € NU{co}, s > 2 i zalézmy,
7e (Fi)ea,, Fi(X) = F(t,X) = tX + X5 ,¢;(t)X7 € T* dla t € Gy jest regularng jednopara-
metrowg grupa formalnych szeregdéw potegowych, gdzie ¢; : G; — R dla j € |2, s| sa funkcjami
wielomianowymi. Wowczas rodzina (F'(t, X))ieq, spetnia réwnanie translacji
(2) F(tth,X) :F(tl,F(tQ,X)) dla tl,tg EGl,

F(1,X) = X,

ktore w rozwazanym przypadku jest nastepujacym ukladem réwnan funkcyjnych

Cg(tﬂig) = t162(t2) + Cg(tl)tg dla t1,t9 € Gl,
n—1 n—I+1
(3) cn(tite) = ticy(t2) + Z alth) Z Blﬂntgl H cj(ta)"
1=2 ﬂnEUnJ 7j=2
+ Cn(tl)tg dla t1,ty € Gl, n e |4, 8‘.

Techniki rozwigzywania podobnych uktadéw réwnan funkcyjnych (zob. [33], [38], [39] dla s <5
oraz [16] dla s € N) sa w tym przypadku dalece niewystarczajace. Zalozenie formalnej réz-
niczkowalnosci odwzorowania Gy 3 t — F; € I'® pozwala na zastosowanie metod teorii réwnan
rézniczkowych zwyczajnych. Jesli wiec rodzina (F})ieq,,

F(X)=F(tX)=tX+) ¢(t)X’ erI* dla t € Gy,
=2
gdzie ¢; : Gy — R dla j € |2, 5| sa funkcjami wielomianowymi, jest (regularna!) jednoparame-
trowa grupa formalnych szeregéw potegowych, to (zob. [20, Lemma 2.2]) istnieje taki formalny
szereg potegowy L € '], ze
OF
t—(
(4) ot
F(1,X) = X.

t,X)=L(Ft X)) dated,

Formalne réwnanie rézniczkowe (4) jest w tym przypadku uktadem formalnych rézniczkowych
rownan zwyczajnych

tch(t) = ca(t) + Aot? dla t € Gy, c(1) =0,
n—1 n—I+1
td,(t) =)+ D> (=N > BLt" T c(t)™
=2 Un €U, j=2
+(n — DA " dla t € Gy, c,(1) =0, n € |4, s].

Rozwiazanie formalnego réwnania rézniczkowego (4) opisane jest w nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 1 ([20, Theorem 2.1]). Ustalmy s € N U {oo}, s > 2. Niech R bedzie takim
pierscieniem calkowitym o charakterystyce 0, ktory zawiera ciato proste Q. Niech G; C U(R)
bedzie nieskoriczong grupg multiplikatywng. Okreslmy indukcyjnie ciggi (Py)ns2 0raz (Py)nss
uniwersalnych (niezaleznych od s) wielomiandw ]Sn(x, Y2,y Yn-1) € Qr,y2, ..., Yn_1] oraz
Py(x,y2, ... yn) € Qlx,y2, .., Ynl,

Py(z) =0, Py(z,y2) = yo(x — 1) + Pa(x),
~ z [n—1 n—I+1
©) Fale s - 1) = /1 (Z wa"" > By, Il Pilzve,. . ,yj)“f) dz
=2 j=2

ﬂnEUnJ

Pn(xay% s >yn) = yn(xn_l - 1) + ﬁn(may% s 7yn71) dlan > 3.
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Wéwczas dla kazdego L(X) = X +335_5(j — 1)\ X7 € T formalne czgsthowe réwnanie réinicz-
kowe (4) ma doktadnie jedno rozwigzanie F(t,X) =tX + 37 _,c,(t) X" € I'* dlat € Gy, gdzie
wielomiany c,(x) € R[z] zadane sqg wzorami

(@) = M@ — &) + 2P (, Nay oo Ape1) = TP (@, Agy o N)  dla n €2, 5.

Okazuje sie, ze kazde rozwiazanie (F});cq, formalnego czastkowego rownania rézniczkowe-
go (4) musi by¢ regularna grupa iteracji w pierécieniu formalnych szeregdéw potegowych. Reasu-
mujac rozwazania w tym przypadku otrzymamy

Twierdzenie 2 ([20, Theorem 2.1]). Ustalmy s € N U {oo}, s > 2. Niech R bedzie takim
pierscieniem calkowitym o charakterystyce 0, ktory zawiera cialo proste Q). Niech G; C U(R)
bedzie nieskonczong grupg multiplikatywng.

Jesli (Fy)ieq, jest regularng grupg iteracji w pierscieniu formalnych szeregow potegowych
nad R, gdzie F,(X) = F(t,X) = tX + X5 ,¢;(t)X7 € T® dlat € Gy oraz ¢; : Gy — R dla
J € 12,s] sq funkcjami wielomianowymi, to istnieje taki formalny szereg potegowy L € T'5, Ze
zachodzi (4).

Na odwrét, dla kaidego formalnego szeregu potegowego L € T rodzina F(t,X) = tX +
* ()X € % dlat € Gy zdefiniowana przez (4) i opisana w Twierdzeniu 1 spetnia (2),
a wiec jest reqularng grupg iteracji w pierscieniu formalnych szeregow potegowych nad R.

Formalny szereg potegowy L € T'j jest zdefiniowany przez L(X) = 2 F(t, X)|i=1.

3.2 Przypadek 2°

Niech G5 C R bedzie nieskonczona grupa addytywna, s € NU{oo}, s > 3, k € [2,s — 1|
i zalozmy, ze (F)ieq,, Fi(X) = F(t,X) = X +tXF + 354, ¢(t)X7 € T§ dla t € G, jest
regularng jednoparametrows grupa formalnych szeregéw potegowych, gdzie ¢; : Go — R dla
J €|k +1,s| sa funkcjami wielomianowymi. Wéwczas spetnione jest réwnanie translacji

(6) {F(tl"‘tQ,X) :F<t1,F(t2,X)) dla tl,tQ S GQ,

F(0,X)=X,
ktore w tym przypadku jest uktadem réwnan funkcyjnych postaci

Cn(tl + tg) = Cn<t1)

n—k+1 n—I+1
+ > alty) Yo Bty [l ¢(t2)™ +calta) dla ty,ty € Go,me [k +1, 5],
=k un €U, J=k+1

gdzie U,’fvl ={u, € U,y : u; = 0dla j € |2,k — 1]} dla £ € |2,s|. Takze tutaj metody
stosowane w teorii rownan funkcyjnych sg niewystarczajace do konstrukcji rozwigzania ogélnego
tego uktadu réwnan funkcyjnych. Zatozenie regularnosci rozwigzan pozwala zastosowad, jak w
poprzednim przypadku, metody teorii réwnan rézniczkowych. Wiadomo (zob. [20, Lemma 2.3]),
ze jesli rodzina (F})ieq,,

FEX)=FtX)=X+tX"+ Y ¢t)Xrel; dla t € Gy,
Jj=k+1



gdzie ¢; : Gy — R dla j € |k + 1, s| sa funkcjami wielomianowymi, jest regularng jednopa-
rametrowa grupa formalnych szeregéw potegowych, to istnieje taki formalny szereg potegowy
H(X)=XF+ >i—ri1 b X7 € R[X]s, ze

(7) aaf(t,X) = H(F(t,X)) for te Gy,
F(0,X) = X.

Okazuje sie, ze powyzsze formalne rownanie rézniczkowe czastkowe jest uktadem formalnych
réwnan rozniczkowych zwyczajnych postaci

n—k+1 n—l+1
(8) t)=hy+ > h > BLt [ c(t)™ dla t € Gy, n € |k+1,5], ¢,(0) = 0.
I=k Un€UY J=k+1

Nastepujace twierdzenie opisuje wszystkie rozwigzania formalnego czgstkowego rownania
rézniczkowego (7).

Twierdzenie 3 ([20, Theorem 2.3]). Ustalmy s € NU {oo}, s > 3, k € |2,s — 1|. Niech R
bedzie takim pierscieniem catkowitym o charakterystyce 0, ktory zawiera ciato proste Q) i niech
Gy C R bedzie nieskoriczong grupg addytywng. Okreslmy indukcyjnie ciggi (Z)ﬁ)n;kﬂ oraz
(LE)nski1 wielomiandw (niezaleznych od s) LE(x, (y)iepkr1,n—k+1]) € QT Y1, - - - Yn—kt1] OT0Z
Lﬁ(% (yi)ie\k+l,nfk+l|7yn) € QT, Yrt1, - s Ynkt1, Yn)s (Y = 1)

2

L@ =[ | ¥ B |d

=k w,eUf, |,

L’l:+1(5(7, yk+1) = Yk+12 + L£+1(x),
(9) Zi(% (yi)ielk—l-l,n—k—i-l\)

z [ n—k+1 . n—I+1 . uj
:/ >ow Y. Bi2m ] (Lj(za (yi)iE\k+1,jfk+1\ayj)) dz,
0 =k T,eUk, j=k+1

LE(z, (yi)iepk1nts1]s Yn) = Yn® + LE (2, (U)ieppsrnonsr) dla n >k + 2.

Wéwczas dla kazdego H(X) = X* +335_, . h; X7 € R[X], formalne czqstkowe réwnanie r6z-
niczkowe (7) ma dokladnie jedno rozwigzanie F(t,X) = X +tX" + 35, ¢;(t)X7 € T} dla
t € Gy, gdzie wielomiany c;(x) € R[z] dla j € |k + 1, s| opisane sq przez

Cn(®) = how + L (2, (hi)ieikstn—kr1) = LE(@, (h)icikrin—rs1), ha) dla n € |k +1, 5],

Takze tutaj kazde rozwiazanie (F})icq, formalnego rownania rézniczkowego (7) jest regularna
jednoparametrowa grupa formalnych szeregéw potegowych. Otrzymujemy zatem

Twierdzenie 4 ([20, Theorem 2.4]). Ustalmy s € NU{oo}, s > 3, k € |2,5—1|. Niech R bedzie
takim pierscieniem catkowitym o charakterystyce 0, ktory zawiera ciato proste @ i niech Gy C R
bedzie nieskonczong grupg addytyung.

Jesli (Fy)ieq, jest reqularng grupg iteracji w pierscieniu formalnych szeregow potegowych
nad R, gdzie F(t,X) = X +tX" + 3, ¢;()X) € 5 dlat € Gy oraz ¢; : Gy — R dia
j € |k+1,s| sq funkcjami wielomianowymi, to istnieje taki formalny szereg potegowy H(X) =
XF 4+ hi X7 € R[X],, ze zachodzi (7).
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Na odwrét, dla kazdego formalnego szerequ potegowego H(X) = X* + >k h; X7 € R[X]s
rodzina Fy(X) = F(t,X) = X +tX" 4+ 37, ¢;() X7 € I§ dla t € Gy zdefiniowana przez (7)
i opisana w Twierdzeniu 8 spelnia (6), a wiec jest reqularng grupg iteracji w pierscieniu formal-
nych szeregéow potegowych nad R.

Formalny szereg potegowy H(X) jest zdefiniowany przez H(X) = %F(t, X)le=o0-

3.3 Postaé operatorowa jednoparametrowych grup formalnych szeregéw potego-
wych w przypadku 2°

W przypadku 2° dla s = oo mozna poda¢ bardziej zwarty operatorowy opis wszystkich
regularnych jednoparametrowych grup formalnych szeregéow potegowych. W tym celu wykorzy-
stamy ide¢ z pracy S. Scheinberga [60], ktory wykazal, ze wszystkie (w zapisie addytywnym!)
jednoparametrowe grupy (F);ec formalnych szeregéw potegowych nad C mozna opisaé¢ wzorem

Fi(X) = F(t, X) = H0dk x = i t7 (H(j)ac}) .
(10) 2 X .3
= X+ H() + S HOZ A0 + GH Y (H<X>£(H<X>> v

gdzie formalny szereg potegowy H(X) := %F (t, X )‘t—o nazywany jest infinitezymalnym gene-
ratorem grupy (Fi)iec. Mamy dwa typy takich jednoparametrowych grup sa przez dwa typy

infinitezymalnych generatowow:

Cl) ord H(X) =1,
C2) ord H(X) =1 > 2.

W pierwszym przypadku mamy F(t, X) = XX +...dlat € C, zaé drugi przypadek prowadzi do
grupy postaci Fi(t,X) = X +dtX'+...dlat € C gdzie \, d € C sa stalymi. Mozna zauwazy¢, ze

w drugim przypadku mamy ord ((H(X){g()] X> =1+5(I—1), i wtedy (10) zapisane wzgledem

kolejnych poteg zmiennej niezaleznej X otrzyma postaé F(t, X) = X +dtX +352,,, ¢;(t) X7 dla
teC, gdziec; : C— Cdlaj>1+1 sa takimi funkcjami wielomianowymi, ze degc; = H_;H
To sugeruje, ze wzér (10) moze poprawnie opisa¢ rodzine F'(t, X)) w przypadku, gdy parametr
t przebiega addytywna grupe G, takiego pierscienia catkowitego R o charakterystyce 0, ktéry
zawiera ciato proste (). Nastepujace twierdzenie pokazuje, ze jest to mozliwe.

Twierdzenie 5 ([20, Theorem 2.6]). Zaldzmy, ze R jest takim pierscieniem calkowitym o cha-
rakterystyce 0, ktory zawiera ciato proste Q). Niech G C R bedzie nieskonczong grupg addytywng
oraz ustalmy k € |2, 00].

(i) Jesli (F,)ieq, jest takq reqularng jednopammetqu, grupg formalnych szereqgow potegowych
F(X) = F(t,X) = X +tX" + 32, ., ¢,(0)X) € T™ dia t € Gy, Ze ¢j(z) € R[z] dia
j € |k+1,00], to istnieje taki formalny szereg potegowy H € R[X], ze H¥(X) = X* oraz

zachodzi
oF
—((t, X)=H(F(t,X dla t € G,
- X0 = HF@X)  dlteGy
F(0,X) = X.
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(i) Dla kazdego takiego formalnego szerequ potegowego H € R[X], ze H¥(X) = X*, rodzina
(F})ieq, zdefiniowana wzorem
v (H(X)g)

S X el dlateGy
J:

(12) F(X)=F(t X)=t"Max x Z

jest rozwigzaniem formalnego czastkowego réwnania rézniczkowego (11), a wiec (Fy)iea,
jest regularng grupag iteracji w pierscieniu formalnych szeregow potegowych nad R.

Otwartym pozostaje problem, czy podobny operatorowy opis jednoparametrowych grup for-
malnych szeregéw potegowych jest mozliwy w przypadku 1°. Twierdzenie 5 pozwoli dalej na
latwa (co nie oznacza prostoty zapisu!) charakteryzacje regularnych jednoparametrowych grup

formalnych szeregdéw potegowych w N'fnovq = {F er*:FX)=X+32, Clmg1 XML }

Twierdzenie 6 ([20, Corollary 2.3]). Zaldimy, Ze R jest takim pierscieniem catkowitym o cha-
rakterystyce 0, ktory zawiera ciato proste Q). Niech G C R bedzie nieskonczong grupg addytywng
oraz ustalmy m,q € N oraz k € |2, 00|.

Zalozimy, ze (Fy)ieq, jest reqularng jednoparametrowq grupg formalnych szeregow potegowych
F(X) = F(t,X) = X +tX" + Y2, ¢;(t)X7 € I dla t € Gy, gdzie ¢;(z) € R[z] dla
J € |k + 1,00|, spelniajgcq formalne czqstkowe réwnanie rézniczkowe (11) z infinitezymalnym
generatorem H € R[X]w. Wowczas Fy € N dla t € Gy wtedy 1 tylko wtedy, gdy k = qm + 1
oraz H(X) = X" 4+ 5°% 1 Bjm X7 € R[X]]

Powyzszy Wniosek umozliwia podanie skomplikowanego, ale niezmiernie waznego dalej opisu
wszystkich jednoparametrowych grup formalnych szeregéw potegowych w N’:,q

Twierdzenie 7 ([20, Theorem 2.7]). Niech R bedzie pierscieniem calkowitym o charakterysty-
ce 0 zawierajgcym cialo proste (), Ga C R niech bedzie nieskonczong grupg addytywng i ustalmy
meN, re NU{oo}, r> 2, ¢ €|l,r—1|. Zdefiniuymy ciggi (Lyms1)nsqr1 0762 (Lt Jnsgt1

(niezaleznych od r) wielomianéw Lypi1(, (yim+1)ie|q+1,n—q\) € Q[x7y(q+1)m+17 . 7y(n—q)m+1]
oraz an+1(x7 (yim-l—l)ie\q—i-l,n—qh ynm-l-l) € Q[ZL‘, Y(g+1)m+1s - - - s Ym—q)m+1, ynm—f—l]; (hqm-l—l = 1)
z 1
m _ Im+1 Ugm
L(Q-ﬁl)m-i-l (x) - /0 Z Z Bﬂ(q+1)m+1$ | da,

— 7 m,q
l_q u(q+1)m+1€U(q+1)m+l,lm+1

LG 0ma1 (@ Yigrnym+1) = Ygrnm+1® + Ligi i (),

L:Z%?H(xa (yim+1)i€|q+1,n—q|)

(13) xz [N—4 .
:/0 Z Yim+1 Z BET:;F_,IJ ' (
l=q

unm+1 6(]77,771,+1 Im-+1

n—I

Ugm m, Ujm+1
e || (L]mq-i-l( ’(yim+1)i€|q+1,ij|7yjerl)) " )) de,

J=q+l1
anJrl( ) (yim+1)i€|q+1,n—q|; ynm+1>
= Ynm+1T + E?T’rngl(xv (yim+1)i€|q+1,n7q|) dla n > q -+ L.

Jesli (Fy)ieq, jest takq reqularng grupg iteracji w pierscieniu formalnych szeregéw potegowych
nad R, je Fy(X) = F(t,X) = X + X" 4 50 ()X € Nt dla t € Gy
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oraz Cjm+1(x) € Rlx] dla j € |q+ 1,7|, to istnieje taki formalny szereg potegowy H(X) =
qu+1 + Z;:q—i-l hjm+1ij+1 € RI[X]lrm+1; ze

OF
(14) o o7 (6, X) = H(F(t, X)) dla t € Gy,
F(0,X)=X.

Na odwrét, dla kazdego H(X) = X9 4377 1 hjm 1 X7 € R[X g rodzina Fy(X) =

F(t,X) = X +tX 4 30 Gmp (H) XTI € mmﬂ dla t € Gy zdefiniowana przez (14)
z funkcjami wielomianowymsi

Cnm—l—l( ) - hnm—‘rlt + an+1 (t, h(q+1)m+17 BRI h(nfq)erl)

= an+1<t, h(q—l—l)m—l—la ceey h(n—q)m+17 hnm+1) dla t € GQ, n e ’q + 1, T",

jest regularng grupag iteracji w pierscieniu formalnych szeregow potegowych nad R.

3.4 Przedluzalno$é jednoparametrowych grup obcietych formalnych szeregéw po-
tegowych

Przedyskutujemy tutaj problem postawiony w 1991 roku przez L. Reicha [50], dotyczacy
w oryginalnej postaci przedtuzalnosci homomorfizméw w grupe L. Zalézmy, ze s € N.

Niech P bedzie pierscieniem przemiennym z jedynka, [ € N U {oc} i niech (G, +) bedzie
grupg przemienng. Grupe iteracji (F})ieq C I'® w pierécieniu obcietych formalnych szeregbéw
potegowych nad P nazywamy [-przedtuzalng, jedli istnieje taka grupa iteracji (Fy)ieq C I, Ze

FloF  dated.

Problem przedtuzalnosci sprowadza sie wiec do odpowiedzi na pytanie, czy dla dowolnej gru-
py iteracji (Fi)ieq takich obcietych formalnych szeregéw potegowych Fy(X) = F(t,X) =

fct)Xi el dlat e G,zec : G — U(P)oraz ¢; : G — P dlaj € |25, istniejg
funkcje ¢; : G — P dla j € |s+ 1,5+ |, dla ktérych rodzina (F;);eq formalnych szeregéw
potegowych Fy(X) = F(t,X) = ZSH () X7 e st dla t € G jest grupa iteracji w ISt Wy-
korzystujac uniwersalnoéé¢ (niezaleznosé od s) ciagéw wielomianéw (P, )ns2, (Po)ns2, (L5)nskit
oraz (LF),>pi1 uzytych do opisu regularnych jednoparametrowych grup formalnych szeregéw
potegowych mozna wykaza¢ nastepujace

Twierdzenie 8 (20, Theorem 2.5]). Ustalmy s € N. Niech R bedzie takim pierscieniem cal-
kowitym o charakterystyce 0, ktory zawiera cialo proste Q. Zaldzmy, Ze (Fy)ieq jest reqularng
grupg formalnych szeregow potegowych Fy € I'° dla t € G, speiniajgcg jeden z warunkow:

(i) s > 2, G=Gy CU(R) jest nieskoriczong grupg multiplikatywng oraz Fy(X) = F(t,X) =
tX + Y5 () X7 € T° dlat € Gy, gdzie ¢; : Gi — R dla j € [2,s] sq funkcjami
wielomianowymi,

(ii)) s > 3, k € |2,s — 1|, G = Gy C R jest nieskoriczong grupg addytywng oraz Fy(X) =
F(t,X) =X +tXF+355 1, ¢(t) X7 el dlat € Gy, gdziecj: Gy — R dla j € |k+1, 5|
sq funkcjami wielomianowymi.

Wtedy (Fi)iec jest l-przedtuzalna dla kazdego I € N U {oo} 2 zachowaniem reularnosci. W obu
przypadkach istnieje wiec taka regularna jednoparametrowa grupa (Fy)ieq formalnych szeregow

potegowych F, € T dlat € G, Ze F,ES] =F, dlateG.
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3.5 Regularno$é jednoparametrowych grup formalnych szeregéw potegowych

Przedyskutujemy teraz problem regularnosci grup iteracji w pierscieniu formalnych szere-
goéw potegowych. Zalozenie regularnosci badanych grup iteracji nie jest sztuczne. Okazuje sie,
ze w rozpatrywanych tu przypadkach grupy iteracji sg regularne albo pewne ich obciecia sg regu-
larnymi grupami iteracji w pierscieniu obcietych formalnych szeregéw potegowych. Uzyskanie tej
regularnosci wymaga jednak silniejszego zatozenia odnosnie struktury zbioru wspotczynnikow
formalnych szeregdéw potegowych. Rozwazaé¢ bedziemy tu grupy iteracji w pierscieniu formalnych
szeregow potegowych nad cialem o charakterystyce 0.

Twierdzenie 9 (|20, Corollary 2.4, Corollary 2.5]). Ustalmy s € N U {oo} i niech K bedzie
ciatem o charakterystyce 0.

(i) Zaléimy, ze s > 2 oraz niech G1 C K* bedzie nieskoniczong grupg multiplikatywng. Jesli
(F})ieq, jest jednoparametrowq grupg takich formalnych szeregdw potegowych F(X) =
tX + 35 ()X e dlat € Gy, Zecj: Gy — K dla j €12,5], to

(a) grupa (F})icc, jest reqularna,
(b) dla s € N grupa (Fy)ieq, jest l-przedtuzalna z dowolnym | € NU {oo}.

(ii) Zatoimy, zes > 3, k € |2,s—1| i niech Gy C K bedzie nieskonczong grupg addytywng. Jesli
(F})ieq, jest jednoparametrowq grupg takich formalnych szeregow potegowych F(X) =
X +tXPr+ 355 WX el dlat € Gy, Zecj: Gy — K dlaj € [k+1,5|, to

(a) dla s = oo grupa (F}),cq, jest regularna,

(b) dla s € N grupa (Ft[s_kﬂ})teG jest reqularna oraz l-przedtuzalna z dowolnym | €
NU {o0}.

4 Grupy komutujgcych formalnych szeregéw potegowych

Przypomnijmy, ze przez rodzine komutujgcych formalnych szeregow potegowych rozumiemy
kazdy taki zbior F* C I'* odwracalnych formalnych szeregéw potegowych, ze

F10F2:F20F1 dla Fl,Fgej:s.

Takie rodziny byty wezesniej badane (dla R = C oraz s = 0o) przez L. Reicha w serii publika-
cji [47, 48, 51, 54]. Przedstawiona w tych pracach charakteryzacja grup komutujacych formalnych
szeregdw potegowych wykorzystuje formalne rownanie rézniczkowe Aczéla-Jabotinsky’ego

do
dx
oraz linearyzacje [46, 47]). W przypadku s = oo zbiér rozwiazan réwnania (15) (zob. [46]) jest,
w zaleznosci od H € C[X], jedno- lub dwuparametrowa grupa abelowa. Co wiecej, z wynikéw
udowodnionych w [47] wynika nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 10. Niech k € N i ustalmy H(X) = X*+3°, ., W X' € C[X]. Wéwczas zbidr roz-
wigzan réwnania rézniczkowego (15) jest maksymalng grupg komutujgcych formalnych szeregow
potegowych nad C.

(15) H(X) = (H o ®)(X)

Jesli F>° C '™ jest rodzing komutujgcych formalnych szeregow potegowych, to istnieje taki
formalny szereg potegowy H(X) € C[X], Ze kazdy element ® € F°>° spelnia (15). Poza przy-
padkiem, gdy grupa generowana przez rodzing F° jest skonczona, formalny szereg potegowy
H € C[X] jest wyznaczony jednoznacznie z doktadnoscig do mnozenia przez skalary.
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Z przeprowadzonych wspoélnie z L. Reichem badan wynika, ze analogiczne twierdzenie nie
jest w pelnej ogélnosci prawdziwe dla obcietych formalnych szeregéw potegowych?) (wynik ten
pozostaje prawdziwy jedynie dla k = 1). Zatem do wspdlnej charakteryzacji rodzin komutuja-
cych formalnych szeregdw potegowych i rodzin obcietych formalnych szeregéw potegowych nie
mozna uzy¢ réwnania (15).

Oczywiscie kazda rodzine komutujacych formalnych szeregdéw potegowych mozna zanurzy¢
w grupe komutujacych formalnych szeregéw potegowych. Rozwazanie grup komutujacych for-
malnych szeregdéw potegowych jest wygodniejsze ze wzgledu na ich strukture i mozliwe wtasnosci
algebraiczne. W pewnych przypadkach grupy te bedg jednoparametrowymi grupami formalnych
szeregbw potegowych. Przypadek grup komutujacych obcietych formalnych szeregdéw potego-
wych jest jednak, jak to zobaczymy dalej, duzo bardziej skomplikowany. O ile grupy komutu-
jacych formalnych szeregéw potegowych sa jedno-lub dwuparametrowymi grupami abelowymi
(zob. [47]), to w przypadku obcietych formalnych szeregéw potegowych tych parametréw moze
by¢ wiecej (choé bedzie ich nadal skonczenie wiele!).

Zatozmy, ze s € NU{oo}, s > 21niech R bedzie pierscieniem catkowitym o charakterystyce 0.
Nastepujace zbiory (w istocie grupy) beda uzyteczne w klasyfikacji i opisie grup komutujacych
formalnych szeregow potegowych w I'*. Ustalmy wiec F* C I'* i niech

F={rer :ri=1L},
F; = {CEU(R):F[”:LC dla pewnego FGJ:S}.

Zauwazmy, ze F = ker 7% s, co oznacza, ze F jest normalng podgrupa w grupie F°. Mozliwe
przypadki dotyczace grup F* oraz F'] prowadza do nastepujacej klasyfikacji grup komutujacych
formalnych szeregéw potegowych:

A) card F° < s (wowczas card F'{ < s, wiec F'] jest skonczona) lub card F'] > s,

B) F} = E,, dla pewnego m € |1,s — 1| oraz grupa F* jest nieskoriczona (co oznacza, ze
w tym przypadku réwniez podgrupa F jest nieskoficzona).

Zapisujac réwnosé¢ F{ = E,, dla pewnego m € |1, s — 1| zaktada¢ bedziemy dalej, ze grupa
E.,, zawiera pierwiastek pierwotny stopnia m z jednosci.

4.1 Grupy komutujacych formalnych szeregéw potegowych w przypadku A)

Przypadek ten nie jest bardzo skomplikowany w swoim opisie. Algebraiczng charakteryza-
cje tego przypadku mozna podaé¢ w pierscieniu formalnych szeregdéw potegowych nad pierscie-
niem caltkowitym o charakterystyce 0. Analityczny opis wymaga jednak mocniejszego zatozenia,
a mianowicie rozwazania problemu w pierécieniu formalnych szeregdéw potegowych nad ciatem
o charakterystyce 0.

Twierdzenie 11 ([20, Theorem 3.1, Corollary 3.3]). Ustalmy s € NU{oo}, s > 2 i niech R bedzie
pierscieniem catkowitym o charakterystyce 0. Zatozmy, ze F° C I'? jest takq grupg komutujgcych
formalnych szeregow potegowych z odpowiadajgcg jej grupg wspotczynnikow wiodgcych F7, Ze
card F'] > s lub grupa F?* jest skonczona. Wowczas

(1) F* = Fy,

Dwyniki te sa aktualnie przygotowywane do publikacji
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(i)

odwzorowanie

(16) Fiot— FR(X)=FtX)=tX+)> ¢t)X € F°
j=2

jest bijektywna parametryzacig grupy F° z funkcjami ¢; : F{ — R dla j € |2,s| (co

oznacza, ze F° jest jednoparametrowq grupg formalnych szeregéw potegowych),

(7ii) jesli ponadto F; = U(R), to F* jest maksymalng grupg komutujgcych formalnych szeregow

potegowych.

Opis analityczny rozwazanych tu grup komutujacych formalnych szeregéw potegowych za-
warty jest w nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 12 ([20, Corollary 3.4, Corollary 3.5, Theorem 3.2, Corollary 3.6]). Ustalmy s €
NU {oo}, s > 2 i zalézmy, ze K jest cialem o charakterystyce 0. Niech (P,)nss bedzie ciggiem
wielomiandw zdefiniowanym przez (5).

(i)

(ii)

Rodzina F° C I'® jest takq grupg komutujgcych formalnych szeregow potegowych nad K
z multiplikawyang grupg wspotczynnikow wiodgeych F§ C K*, Ze grupa F' jest nieskon-
czona lub grupa F° jest skoticzona wtedy i tylko wtedy, gdy F° = (F})iers jest jednopa-
rametrowq grupg formalnych szeregéw potegowych Fi(X) = tX + 35, ¢j(t) X7 € T'* dla
t € FY oraz istnieje taki cigg (Nj)jepn,s| statych A\j € K dla j € |2,s|, Ze wspolczynniki
cj: Fi — K dla j € |2, s| okreslone sq wzorami

(17) ci(t) = \j(# — 1) +tP;(t, Ngy .., Nj1) dla t € F3,j€12,s].

Jesli grupa Fy jest nieskoriczona, to cigg (N))je,s dla grupy F* jest wyznaczony jedno-
znacznie.

Kazdg takg grupe F° C I'* komutujgcych formalnych szeregow potegowych nad K z mul-
tiplikatywng grupg F; C K*, Ze grupa F'] jest nieskoriczona lub grupa F* jest skonczona,

mozna zanurzy¢ w takg jednoparametrowq grupe F = (Ft>t€K* formalnych szeregow po-

tegowych Fy(X) = tX + 3,6t X7 €T dlat € K*, ze funkcje ¢; : K* — K okreslone

5¢ wzorams

~

(18) Ei(t) = Nt —t) +tPi(t, Xay ..., A1) dla t € K*, j €2, 5],

oraz (Xj)j@g}ﬂ jest ciggiem stalych w K.

Grupa Fe jest wyznaczona jednoznacznie przez grupe F° w przypadku, gdy grupa F'i jest
nieskoriczona.

Oprocz przedstawionego w powyzszym twierdzeniu analitycznego opisu grup komutujacych
formalnych szeregdéw potegowych mozliwy jest tez ich algebraiczny opis wykorzystujacy sprze-
zenia. Okazuje sie, ze w analizowanym tu przypadku istnieje linearyzacja, ktora jednoczesnie
transformuje wszystkie elementy rozpatrywanej grupy komutujacych formalnych szeregdéw linio-
wych na grupe form liniowych. Istnienie transformacji Ay z odpowiednim 7' € T' jest konse-
kwencja faktu, ze w rozwazanym przypadku odpowiednie réwnanie Schrodera ma rozwigzanie.
Otrzymujemy w ten sposob
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Twierdzenie 13 (cf. [47]). Ustalmy s € NU {oo}, s > 2 i niech K bedzie cialem o charak-
terystyce 0. Zalozmy, ze rodzina F* C 1'® jest takqg grupg komutujgcych formalnych szeregow
potegowych z multiplikatywng grupg wspotczynnikow wiodgcych Fi, Ze card F'] > s lub grupa
F? jest skonczona. Wowczas istnieje taki formalny szereg potegowy T' € I';, Ze

(19) F3F=Ap (L) =T 'oL,oT  dlateF;.

W przypadku card F'] > s formalny szereg potegowy T € T'§ jest wyznaczony jednoznacznie
przez F°.

Powyzszy opis implikuje jednocze$nie nastepujacy rezultat dotyczacy zanurzalnosci bada-
nych grup w maksymalng grupe komutujacych formalnych szeregéw potegowych.

Whiosek 1. Ustalmy s € NU{oc}, s > 2 i niech K bedzie cialem o charakterystyce 0. Zaldzmy,
ze rodzina F° C I'® jest takq grupg komutujgcych formalnych szeregow potegowych z multiplika-
tywnq grupg wspotczynnikow wiodgeych F'y, ze card Fy > s lub grupa F° jest skonczona. Wtedy
F?° moze byé zanurzona w maksymalng grupe F° = (E)te K+ komutujgcych formalnych szeregow
potegowych majgcq izomorficzng parametryzacje postaci

(20) K*atf—)ﬁt:ATfl(Lﬁ 6.:7':8

Zanurzenie to jest jednoznaczne w przypadku card F'] > s.

4.2 Grupy komutujacych formalnych szeregéw potegowych w przypadku B)

W tym przypadku charakteryzacja i analityczny opis grup komutujacych formalnych (obcie-
tych dla s € N) szeregdéw potegowych jest znacznie bardziej skomplikowany (nawet przypadek
s = oo nie jest tu prosty (zob. [47])). Takze w tym przypadku mozliwe jest jednak zapropo-
nowanie izomorficznej parametryzacji badanych grup, ale na ogoét nie beda to grupy jedno- lub
dwuparametrowe.

Niech wiec F° C I'¥ bedzie taka nieskonczong grupa komutujacych formalnych szeregéw
potegowych, ze grupa F'] wspotczynnikow wiodacych jest skonczona, tzn. F{ = FE,, dla pew-
nego m € N. Okazuje sie, ze w tym przypadku istnieje takie sprzezenie Ag, ktére przeksztatca
grupe F* na grupe komutujacych formalnych szeregéw potegowych w postaci normalnej rze-
du m. Istotnie, jesli F; = E,, zawiera pierwiastek pierwotny stopnia m > 2 (przypadek m =1
jest trywialny), to znajdziemy takie T € I'| = {F € I'* : Fll = L, }, 7e A7 (F) € N%, a woéwczas
otrzymamy

Lemat 2 (|20, Lemma 3.4]). If F* is a group of commuting formal power series such that
Fi = E,, for some m € |1,s — 1|, then there exists a formal power series T € 1"} such that

Ar (.7:5) C Nr‘;

Wynik ten wraz z Lematem 3.6 z [20] sprowadza badanie grup komutujacych formalnych sze-
regéw do rozwazania grup F ™+ ¢ N+ C T+ komutujacych formalnych szeregdéw potego-
wych w postaci normalnej rzedu m. Rozwazajac dalej taka nieskoficzong grupe F™m+t ¢ Armtl
komutujacych formalnych szeregéw potegowych, ze F] = E,,, na podstawie [20, Lemma 3.6]
znajdziemy takie q, ze

Frtl c N = {F ENIMLF(X) = eX + > ey X oraz c € B, } .

l=q
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Kolejnym krokiem upraszczajacym skomplikowany opis w tym przypadku jest rozktad grupy
N7 na sume prostg (wzgledem podstawiania) Lpg,, @./‘\/'::f; ' podgrup

Lp, ={Le N ce By} oraz N, = {FeNm F =1L, }.
Woéwezas

Twierdzenie 14 ([20, Corollary 3.9]). Ustalmy m,q € N oraz r € NU {oo}. Jesli F™ C
./\/,:ZZH jest takq grupg komutujgcych formalnych szeregéw potegowych nad R, ze F7™ = E,,
oraz k (F™+) = gm + 1, to F'™FL jest iloczynem prostym grup Lp,, oraz Ngmi, tzn.

Pm+1 == EEm @N]-‘r'erl,
gdzie
-1 m
N ={(FU) "o F e Nt s P e Pt N

W tym przypadku réwnoéé F ™! = Lg  © Ngmi1 oznacza przedstawienie
T T c
FHSFX)=aX+ Y ogma X" =¢ (X +>° ’m“le“) €Ly, ©Ngrmii.
— —_, C1
l=q l=q

Ostatecznie otrzymamy w tym przypadku nastepujace

Twierdzenie 15 ([20, Corollary 3.15]). Ustalmy s € NU {oco} i niech K bedzie ciatem o cha-
rakterystyce 0. Zatozmy, ze F* C I'® jest takq nieskoriczong grupg komutujgcych formalnych
szeregow potegowych, ze F{ = E,, dla pewnego m € |1,s — 1|. Wtedy istnieje taki formalny
szereg potegowy T € I' oraz takie liczby r € NU{oo}, q € [1,7|, ze Ap (F®) C Nt oraz F*

jest podgrupg grupy Ap-1 (j—'\’”m“), gdzie Frmtl ¢ ./\/;’;L”’;H jest takqg nieskoriczong maksymalng

o 1 —~
grupg komutujgcych formalnych szeregow potegowych, Ze Fler = FE,,. Grupa Ap-1 (.’FT””“)
ma (w zaleznosci od r) jedng z nastepujgcych parametryzacyi:
(i) dlar = o0
Ep x K 3 (b tgmi) = T 0 Fly gy 0 T € Apr (F)
jest izomorficzng parametryzacjg grupy Ap-1 (3:\00) oraz
Em x K> (tlatQm—H) = F(t1,tqm+1) =t (X + tqm+1qu+1 + Z Clm+1(tqm+1>le+1) ,
l=q+1
(ii) dla r € |2q, 00|
Em X Kq+1 > (tl, tqm—l—l; t(r—q+1)m+17 . 7trm+1) —>
T7'o F(tl7t(1m+17t(7‘7q+1)m+17"'7t?“m+1) oT € Ap- (j:rmH)

jest izomorficzng parametryzacjg grupy Ap-1 (ﬁ’"m“) oraz

E,, x K‘H‘l = (tl; tQm—i—ly t(r—q+1)m+1) s 7trm+1)

_ gm—+1
= F(tl’tqm-!-l7t(r—q+1)m+1v~-~»trm+1) - tl (X + tqm+1X

r—q r
+ Z Clm+1 (tqm+1)le+1 + Z (tlm—i-l + Clm+1(tqm+1)) le+1 3
l=q+1 l=r—q+1

18



(#i) dlar € |q,2q — 1
Em X KT_q—H = (tlatqm—i-h s utrm—i-l) =

T Hustnn T € Ar (F) = Ar ().

jest izomorficzng parametryzacjg grupy Ap-1 (.7?””“) oraz

Em X K""*(I‘i’l 9 (tl7 tqm+17 e 7trm+1) — (tlthm+1’~--,trm+1) e tl (X + Zt]m+1X]m+l> ,
J=q

gdzie funkcje cjpmi1 : K — K dla j € |q+ 1,7| okreslone sq przez
ij+1( ) = hjm+1t + L]m+1(t, ]’L(q+1)m+1, N h(j—q)m-i—l) dla t € H, j S |(] + 17 T|7

zas (E?,;fﬂ)n)qﬂ jest ciggiem wielomianow zdefiniowanym przez (13) 01z (Rjm+1)jejqr1r| Jest
ciggiem statych w K.

5 Zastosowania

Wykorzystujac wyniki zaprezentowane w poprzednim rozdziale udzielimy odpowiedzi na
wazne problemy iteracyjne w pierscieniu formalnych szeregéw potegowych. Ponadto wyznaczy-
my posta¢ pewnych podgrup grupy L! oraz pewnych homomorfizméw w grupe L. Wyjdziemy
od opisu wszystkich jednoparametrowych grup formalnych szeregéw potegowych i obcietych for-
malnych szeregéw potegowych nad ciatem o charakterystyce 0. Opis ten pozwoli na przedysku-
towanie problemu zanurzenia danego (obcietego) formalnego szeregu potegowego w jednopara-
metrowa grupe iteracji (zob. [26], [44], [45], [48], [57]), jak tez na zbadanie istnienia pierwiastkéw
iteracyjnych pewnych (obcietych) formalnych szeregdéw potegowych (zob. [52]-[56]). Na koniec
uzyskamy posta¢ pewnych homomorfizméw w grupe L!, skad wynika opis pewnych szczeg6lnych
podgrup grupy L.

5.1 Jednoparametrowe grupy formalnych szeregéw potegowych

Ustalmy s € NU{oo}. Niech (G, +) bedzie grupa przemienna i zat6zmy, ze P jest pierScieniem
przemiennym z jedynka. Przypomnijmy, ze przez jednoparametrowq grupe formalnych szeregow
potegowych rozumiemy dowolny homomorfizm © : G — I'* grupy G w grupe ['* wszystkich
formalnych szeregéw potegowych nad P lub réwnowaznie, kazda rodzine (F})ce C formalnych
szeregow potegowych F; € I'* dla t € GG spetniajaca

(21> {Ftl-‘rtg = Ft1 o) th dla tl,tQ S G,

F(0) = X.

Jesli O(t)(X) = Fi(X) = F(t, X) = ci () X + X5 ¢; (1) X7 € T* dlat € G, gdzie ¢; : G — U(P)
oraz ¢; : G — P dla j € |2,s|, to dla s = 0o z (21) wynika

l
Y oealti + ) X" =) alty) (Zc] ta) X ) dla ti,t; € G,
n=1 =1 =2
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zas dla s € N otrzymamy

s

l
Z Cn(tl + tQ)Xn = ch(tl) (Z Cj(tQ)Xj) mod Xs+1 dla tl,tQ S G.
=1

n=1

Oba przypadki prowadza do uktadu rownan funkcyjnych

Cl(tl + tg) = Cl(tl)cl(tg) dla tl,tg c G
oty +t2) = c1(tr)ca(ta) + co(tr)cr(ta2)? dla ty,t, € G
Cn(tl + t2) =C (t1)6n<t2> Z Cr tl Z Bun H CJ tg Ui
k=2 unEUn k
+ cp(ty)er(te)” dla t1,t, € G,n €3, s|.

Zauwazmy, ze c; jest wowczas funkcja wyktadnicza, tzn. ¢; jest homomorfizmem grupy (G, +)
w grupe (U(P),-). Pelne rozwiazanie tego ukladu réwnan nawet w przypadku P = C nie
jest znane. Opiszemy rozwiazania tego uktadu wykorzystujac wiedze dotyczaca charakteryzacji
wszystkich maksymalnych grup komutujgcych formalnych szeregow potegowych. Zauwazmy, ze
jesli © : G — T jest ustalong jednoparametrows grupa formalnych szeregéw potegowych, to
rodzina F*® := (F})ieq gdzie Fy = O(t) dlat € G, jest grupa komutujacych formalnych szeregbéw
potegowych. Kazdg taka grupe komutujacych formalnych szeregow potegowych zanurzy¢ mozna
w odpowiedniej maksymalnej grupie komutujacych formalnych szeregéw potegowych F* C I'8.
Jesli z kolei
Goar ®a)=F,cF°

jest izomorficzna parametryzacja takiej grupy, to jednoparametrowa grupa © : G — F* C F

formalnych szeregéw potegowych musi by¢ postaci © = ® o4, gdzie ¢ : G — G jest homomorfi-
zmem grup.

Opiszemy teraz jednoparametrowe grupy formalnych szeregéw potegowych we wszystkich
przypadkach wyznaczonych przez mozliwe grupy komutujacych formalnych szeregdéw potego-
wych. Ustalmy zatem s € N U {oco} i niech K bedzie cialem o charakterystyce 0. Niech
© : G — I bedzie jednoparametrowa grupa formalnych szeregéw potegowych O(¢)(X) =
o)X + X5 ,¢t) X eI*dlat € G, gdzie ¢, : G — K*oraz ¢; : G — K dla j € [2,5].
Wowcezas F* = (O(t))eq jest grupa komutujacych formalnych szeregdéw potegowych z multipli-
katywna grupa F'] wspélczynnikéw wiodacych i rozwazymy nastepujace przypadki wyznaczone
przez mozliwe parametryzacje grupy F°:

A) card F{ > s lub card F* < s (wtedy takze card Fj < s),

B) Fi = E,, dla pewnego m € |1,s — 1|, istnieje taki formalny szereg potegowy T' € I'§ oraz
istniejg takie liczby r € NU {oo}, ¢ € N, ze Ar (F*) C Nt oraz

Bl) r = oo,
B2) r € |2¢q, 0|,
B3) r € |q,2q — 1].
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5.1.1 Przypadek A)

Ustalmy s € NU{oo}. Zal6zmy, ze jednoparametrowa grupa (Fi)ieq = (O(t))iec (Fr = O(t))
formalnych szeregéw potegowych jest taka grupa F° := (O(t));eq komutujacych formalnych
szeregow potegowych z multiplikatywna grupa wspotczynnikéw wiodacych F'i, ze card F'j > s
lub card F° < s. Grupe F* mozna wtedy zanurzy¢ (zob. Twierdzenie 12 (ii) oraz Wniosek 1)
w maksymalng grupe Fo = (ﬁt)teK* komutujacych formalnych szeregéw potegowych z dwoma
mozliwymi parametryzacjami:

Pl) K* o t = &(t)(X) = F(X) = tX + X3,¢(t) X/ € F° 2 funkcjami ¢; : K* — K

okreslonymi wzorami
/C\J(t) = Xj(tj - t) + t.ﬁj(t, XQ, ceey Xj—l) dla t € K*, j € |2,8|,

gdzie (P,)ns2 jest ciagiem wielomianéw zdefiniowanych przez (5) oraz (Xj)je‘g“ﬂ jest cia-
giem statych \; € K dla j € |2, 5|,

P2) K* 3t &y(t)(X) = Fy(X) = Ap-1 (L)(X) = T (tT(X)) € F*, gdzie T € I's.

Niech G = K*. Woéwczas © : G — F°* C F* jest jednoparametrowa grupa formalnych
szeregow potegowych nad K wtedy i tylko wtedy, gdy © = &1 0c oraz ¢ : G — K* jest
homomorfizmem grupy (G,+) w grupe (K*,-). Stad ¢ : G — K* jest funkcja wyktadnicza
i w tym przypadku otrzymamy

Twierdzenie 16 ([20, Theorem 4.1]). Ustalmy s € N U {oc}, s > 2 i zaldimy, e K jest

ciatem o charakterystyce 0. Niech (P,)n,>2 bedzie ciggiem uniwersalnych (niezaleznych od s)
wielomianow zdefiniowanych przez (5).

(i) Dla kazdej funkcji eksponencjalnejc : G — K* i dla dowolnego ciggu (Xj)jep2.s| statych w K
rodzina (Fy)iea, Fif(X) = c1(t)X + X5, ¢(t)X7 € T* dlat € G z funkcjami ¢, : G — K*,
cj:G— K dla j €12, s| okreslonymi przez

C1 (t)
c;(t)

(1) dla t € G,

(23 . |
An (c(t)? —c(t)) + c(t)Pi(c(t), Ay ..., Aj1) dla t € G, j €25,

jest jednoparametrowq grupg formalnych szeregow potegowych nad K.

(ii) Dla kazdej funkcji eksponencjalnej ¢ : G — K* i dla dowolnego T € T'§ rodzina (Fy)ieq
okreslona przez
Fi(X) =T (c(t)T(X)) dla t € G,

jest jednoparametrowq grupg formalnych szeregow potegowych nad K.

Grupy te sqg jedynymi jednoparametrowymi grupamsi formalnych szeregéow potegowych w rozwa-
zanym przypadku.
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5.1.2 Przypadek B1)

Niech s = co. Zatézmy, ze jednoparametrowa grupa (F;)ieq = (O(t))iec formalnych szeregdow
potegowych jest taka grupa F> := (O(t))ee komutujacych formalnych szeregdéw potegowych
z multiplikatywna grupa F7° wspolczynnikéw wiodacych, ze F{° = E,, dla pewnego m €
N. Niech dalej T € T'{® bedzie taki, ze Ay (F>) C N,%fq dla pewnego ¢ € N (dlam =1
przyjmiemy 7' = L;). Na podstawie Twierdzenia 15 (i) grupe F mozna zanurzy¢ w grupe Foe
komutujacych formalnych szeregéw potegowych, majaca izomorficzng parametryzacje postaci

By x K 3 (t1,tma1) — Pa(t, tgns1)(X) = (T 0 Fiy gy 0 T) (X) € F,

gm—+1

gdzie

Em x K> (tlv tQm—l-l) = ﬁ(t1,tqm+1)(X> =t (X + tqm+1qu+1 + Z Clm+1 (tqm+1>le+1) ,
l=q+1

funkcje i1 K — K dlal € |¢ + 1, 00| okreslone sa przez

Clm—l—l(t) = hlm—i—lt + E%z—l(t7 h(q+1)m+1, coey h(l_q)m+1) dla t € K, l e |q + ]., OO|,

z ciggiem (Ll 1 )n>q41 Wielomianéw zdefiniowanych wzorem (13) oraz ciagiem (hjmi1)je|g+1,00|
statych hj,41 € K dla j € |[¢+ 1, 00|.

Niech G = E,, x K. Odwzorowanie © : G — FoFe jest jednoparametrowa grupa formal-
nych szeregéw potegowych nad K wtedy i tylko wtedy, gdy © = &,0boraz b: G — E,, x K
jest homomorfizmem grupy (G, +) w grupe (E,, x K,¢). Stad

b(t) = (c(t),a(t))  dlateG,

gdzie ¢ : G — E,, jest funkcja wyktadnicza, zas a : G — K jest funkcja addytywna. Mamy
w tym przypadku nastepujacy opis wszystkich jednoparametrowych grup formalnych szeregdéw
potegowych.

Twierdzenie 17 ([20, Theorem 4.2]). Ustalmy m,q € N i niech K bedzie cialem o charak-
terystyce 0. Niech dalej (ngﬂ)n)q“ bedzie ciggiem uniwersalnych wielomianow zdefiniowa-
nych przez (13). Dla kazdej funkcji eksponencjalnej ¢ : G — E,,, dowolnej funkcji addytyw-
nej a : G — K i dla wszystkich ciggow (Rjm+1)jelqr1,00, Statych liczbowych hjpmi € K dla
Jj € lq+1,00|, rodzina (Fy)ieq,

Got— F,=T'oF,oT,
gdzie

Gt ﬁt(X) - C(t) (X + a(t)qu—H + io: clm+l(t)le+1) )

l=q+1

z funkcjami ¢y G — K dlal € |q+ 1, 00| okreslonymi wzorami
Cim+1 (t) = hlm+1a(t) + z%il ((I(t), h(q+1)m+17 SR h(lfq)erl) dla t € G7 l e ’q + 17 OO‘,

jest jednoparametrowq grupg formalnych szeregow potegowych nad K.

Grupy te sq jedynymi jednoparametrowymi grupamsi formalnych szeregéow potegowych nad K
w przypadku B1).
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5.1.3 Przypadek B2)

Ustalmy s € N. Zaltézmy, ze jednoparametrowa grupa (F;)ieq = (O(t))ieq formalnych sze-
regéw potegowych jest taka grupa F° := (O(t));eq komutujacych formalnych szeregdéw potego-
wych z multiplikatywna grupa F'] wspotczynnikow wiodacych, ze F'] = E,,, dla pewnego m € N.
Niech dalej T' € T bedzie taki, ze Ap (F*) C N3t z takimi 7, € N, ze s —m <rm+1<s
oraz r > 2q. Na mocy Twierdzenia 15 (ii) grupa F° moze by¢ zanurzona w grupe F* komutu-
jacych formalnych szeregéw potegowych z izomorficzng parametryzacja postaci

E, x K73 (t, tgmits trgitymtts - - brmes1)

P(t1, tgm1s tr—giymts - bomst)(X) = (T710 Byt gsnymsstemsn) © T) (X) € F7,
gdzie
E. x K™ 3 (1 tgmits gt Dmets - - brom1) = Flertamsniio o symsstomsn) (X)

=1 (X + b X+ i Cmt1 (Fgmi) X+ zr: (tims1 + Cimt1 (Egmer1)) le“) ,

I=q+1 l=r—q+1
funkcje i1 : K — K dlal € |¢ + 1, r| okreslone sg wzorami
Clmi1(t) = Pumsat + Lot (8 higitymits - ha—gmer)  dla t € K, 1€ |g+1,7],

z ciggiem (LY ' 1)n>q+1 wielomianéw zdefiniowanych przez (13) oraz ciagiem (Ajm1)jelg+1,r|
statych hj,1 € K dla j € [g+ 1,7].

Przyjmijmy G = E,, x K%', Wéwczas funkcja © : G — FCF* jest jednoparametrowa
grupg formalnych szeregéw potegowych nad K wtedy i tylko wtedy, gdy © = ®3 o b oraz
b:G— E,, x K7 jest homomorfizmem grupy (G, +) w grupe (E,, x K91 ¢). Zatem

b(t) = (c(t),a(t), ap—griym+1(t), - ., Grm1 (1)) dla t € G,

gdzie c : G — E,, jest funkcjg wyktadniczg oraz a, a(r—gt1)m+1; - - - » Grms1 1 G — K sg funkcjami
addytywnymi. Ostatecznie otrzymamy

Twierdzenie 18 ([20, Theorem 4.3]). Ustalmy takie m,q,r € N, Ze r € |2q, 00| i niech K bedzie

cialem o charakterystyce 0. Niech dalej (Lt )nsq+1 bedzie ciggiem uniwersalnych wielomiandw
zdefiniowanym przez (13). Dla kazdej funkcji eksponencjalnej ¢ : G — E,,, dla wszystkich
funkcji addytywnych a, aq—giiyms1s- - rme1 © G — K i dla kaZdego ciggu (Rjm+1)jeigrir|
statych hjpmi1 € K dla j € ¢+ 1,7, rodzina (F})iec,

Gt F,=T 'oFoT,
gdzie

Gt F(X)=c() (X +a(t) Xt

r—q r
+ Z Clm+1(t)le+1 + Z (alm-i-l (t) + Clm+1(t)) le+1) ,

l=q+1 l=r—q+1
z funkcjami cjmy1 : G — K dla j € |q + 1, 7| okreslonymi wzorams
Cnm+1(t) = hnm+1a(t) + Enm7;;]+1 (a(t), h(q+1)m+1, ce h(n—q)m+l) dla t € G, n e |q + 1, OO|7
jest jednoparametrowq grupg formalnych szeregow potegowych nad K.

Grupy tej postaci sq jedynymi jednoparametrowyms grupamsi formalnych szeregéw potegowych
nad K w przypadku B2).
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5.1.4 Przypadek B3)

Podobnie jak poprzednim przypadku, ustalmy s € N. Zatdézmy, ze jednoparametrowa grupa
(F})ieq = (O(t))iec formalnych szeregdéw potegowych jest taka grupa F* := (O(t))ec komutuja-
cych formalnych szeregéw potegowych z multiplikatywna grupa F'] wspétezynnikéw wiodacych,
ze F{ = E,, dla pewnego m € N. Niech dalej T' € T'{ bedzie taki, ze Ar (F*) C N 7 takimi
r,q € N, ze s —m < rm+1 < soraz r € |q,2¢ — 1|. Wykorzystujac Twierdzenie 15 (iii)
otrzymamy, ze grupa F° moze by¢ zanurzona w grupe F*° komutujacych formalnych szeregéw
potegowych z izomorficzng parametryzacja postaci

Em X Krqurl > (tlatqm+1> s 7trm+1> —

Dy(te, tgmets s b )(X) = (T_l © ﬁ(tl,tqm+l7-..7trm+1) © T) (X) € j:\rm—i-l’
gdzie

~

Em X KT*(]+1 S (tla tqm+1, e 7t7‘) — F(tlatqurl,...,trerl)(X) — tl (X + thm+1ij+l> )

Jj=q

Niech teraz G = E,, x K™9*! Funkcja © : G — F jest jednoparametrowa grupg formal-
nych szeregéw potegowych nad K wtedy i tylko wtedy, gdy © = ®40borazb: G — E,, x K" ¢!
jest homomorfizmem grupy (G, +) w grupe (E,, x K" o). Wowczas

b(t) = (c(t), agms1(t), - - .\ @rmy1(t)) dla t € G,

gdzie ¢ : G — E,, jest funkcja wykladnicza oraz agmi1,...,0ms1 : G — K sa funkcjami
addytywnymi. Zatem otrzymamy

Twierdzenie 19 ([20, Theorem 4.4]). Ustalmy m,q € N oraz r € |q,2q — 1| i niech K bedzie
ciatem o charakterystyce 0. Dla dowolnej funkcji eksponencjalnej ¢ : G — E,, i dla wszystkich
funkcji addytywnych agnit, ..., Grme1 : G — K rodzina (Fy)iec,

Gotm F=T"'0FoT
gdzie
Gt Fy(X) =) (X + Zajmﬂ(t)Xfm“) :
Jj=q
jest jednoparametrowq grupg formalnych szeregow potegowych nad K.

Grupy te sq jedynymi jednoparametrowymi grupami formalnych szereqgow potegowych nad K
w przypadku B3).

5.1.5 Jednoparametrowe grupy formalnych szeregéw potegowych w '

Z Twierdzen 17, 18 oraz 19 wyprowadza sie posta¢ jednoparametrowych grup formalnych
szeregdw potegowych w I'f = {F el Fll=1p1, } Jak tatwo mozna zauwazy¢, jest to szcze-
gblny przypadek prezentowanych wynikow dla m = 1. Mozna w tym przypadku przyjaé tez
T = Ly (zob. dowdd Lematu 3.4 w [20]). Okazuje sie, ze dla m = 1 mamy

~ -1,

L (2, (Wi)ielgrzmii—@rn+1) = Lefi (o, (i41)iclgin—q)  dla n > g,
gdzie ciagi wielomianéw (LIF)),5, oraz (Ly?))ns, zdefiniowane sa przez, odpowiednio, (9)
oraz (13). Woéwczas mamy
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Whiosek 2 ([20, Corollary 4.1]). Ustalmy s € NU{oo}, s > 3, k € |2, s| i niech K bedzie ciatem
o charakterystyce 0. Niech dalej (E,’g)@kﬂ bedzie ciggiem wielomianow okreslonych indukcyjnie
przez (9). Rodzina (Fy)ea, Fy(X) = X+ ()X F+35_ 60X dlat € G, gdziec; : G — K
dla j € |k, s| oraz ¢ # 0, jest jednoparametrowq grupg formalnych szeregéw potegowych nad K
wtedy 1 tylko wtedy, gdy ¢ : G — K jest niezerowqg funkcjq addytywnag oraz

(i) dla s = oo funkcje ¢c; : G — K dla j € |k + 1, 00| okreslone sq wzorami
Cn(t) = hner(t) + LE(er(t), (Ri)ighrinir1) dla t € G, n€ |k + 1,00,
gdzie (h;)jsk+1 jest dowolnym ciggiem stalych w K,
(11) dla s € |2k — 1, 00| funkcje ¢; : G — K dla j € |k + 1, s| okreSlone sq wzorami
en(t) = hper(t) + LF(ci(t), (hi)iclk+1m—k41)) dla t € Gonelk+1,s—k+1],

cn(t) = an(t) + LF (cu(t), (hi)iclkt1n—k41) dla t€ G, nels—k+2,s|,

gdzie (hj)jeik+1,5—k+1| Jest dowolnym ciggiem statych w K oraz s_jia,...,0s : G — K sq
dowolnymi funkcjami addytywnymi,

(111) dla s € |k + 1,2k — 2| funkcje ¢; : G — K dla j € |k + 1,s| okreslone sq wzorami
cn(t) = an(t) dla te G, nel|k+1,s|,

gdzie agy1,...,as : G — K sqg dowolnymi funkcjami addytywnyma.

5.2 Iterowalno$é formalnych szeregéw potegowych

Rozwazymy tutaj bardzo wazny w teorii iteracji problem zanurzania w jednoparametro-
wa grupe iteracji. Niech P bedzie pierscieniem przemiennym z jedynka. Przypomnijmy, ze dla
ustalonego s € NU{oo} formalny szereg potegowy F' € I'* nazywamy iterowalnym (lub zanurzal-
nym) jesli istnieje (w zapisie addytywnym) taka jednoparametrowa grupa (Fi)ieq formalnych
szeregdw potegowych F;, € I'®) ze F,, = F dla pewnego to € G \ {0}. Okazuje sie, ze przy do-
datkowych zatozeniach pewne formalne szeregi potegowe sa iterowalne. W tym celu wystarczy
wykorzysta¢ wyniki z poprzedniego rozdzialu zawierajace opis wszystkich jednoparametrowych
grup formalnych szeregéw potegowych. Wyniki te w przypadku P € {R,C} uzyskane zostaly
w [26].

Niech wiec (G,+) bedzie grupa przemienna i niech K bedzie cialem o charakterystyce 0.
Przez £(G, K*) oznaczymy niepusta rodzine wszystkich funkcji wyktadniczych ¢ : G — K*.
Niech dalej

EG) = |J dG)cK™
ce&(G,K*)
Przypomnijmy tez, ze E = U,,en Em jest grupa wszystkich pierwiastkéw z jedynki w K*.
Wowczas

Twierdzenie 20 ([20, Theorem 4.5, Corollary 4.2]). Ustalmy s € NU{oo}. Niech (G, +) bedzie
grupg przemienng i niech K bedzie ciatem o charakterystyce 0. Wowczas kazdy taki formalny
szereq potegowy F(X) = b X + 375 b; X7 €T%, ze by € E(G) \ E jest zanurzalny w jednopara-
metrowq grupe (Fy)iec formalnych szeregéw potegowych nad K.

W szczegblnym przypadku G'= K formalny szereg potegowy F(X) = b1 X + 35, b; X7 €T*
dla by € E(K) \ E jest zanurzalny w reqularng jednoparametrowq grupe formalnych szeregow
potegowych nad K.
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Prosty w rozstrzygnigciu jest tez przypadek F(X) = X + 35 _, ¢, X* € T'*. Dla przemiennej
grupy (G, +) przez A(G, K) oznaczmy przestrzen liniowa wszystkich addytywnych funkcji a :
G — K. Wtedy otrzymamy nastepujacy rezultat.

Twierdzenie 21 ([26, Theorem 7], [20, Theorem 4.6, Corollary 4.3]). Ustalmy s € NU{oco}. Niech
(G,+) bedzie grupg przemienng i niech K bedzie ciatem o charakterystyce 0. JeSli przestrzen
A(G, K) jest nietrywialna, to kazdy formalny szereg potegowy F(X) = X +35_, b, X" € T jest
zanurzalny w jednoparametrowq grupe (Fi)ieq formalnych szeregow potegowych nad K.

W szczegolnym przypadku G = K formalny szereg potegowy F(X) = X + Yi_o bpy X* € T'§
jest zanurzalny w reqularng jednoparametrowq grupe formalnych szeregow potegowych nad K.

Zauwazmy na koniec, ze w przypadku K = G = R poprzez odpowiedni dobor w Twier-
dzeniu 20 funkcji eksponencjalnej ¢ oraz funkcji addytywnej ¢, w Twierdzeniu 21, potrafimy
skonstruowac¢ zanurzenie w nieciagta jednoparametrows grupe iteracji.

5.3 Pierwiastki iteracyjne w pierScieniu formalnych szeregéw potegowych

Problem istnienia i postaci pierwiastkow iteracyjnych jest jednym z najstarszych zagadnien
badanych w teorii iteracji. Istnienie pierwiastkdéw iteracyjnych z identycznosci w klasie funkcji
rzeczywistych badal juz w 1815 roku Ch. Babbage [3]. W przypadku formalnych szeregéw pote-
gowych jednej zmiennej problem ten badany byl gtéwnie przez L. Reicha w serii publikacji [52]—
[56]. Zaczniemy od zbadania istnienia i postaci pierwiastkéw iteracyjnych z jedynki L; € T°*.
Przyjmiemy tu terminologie uzywang dla pierwiastkéw z jednosci w pierscieniu catkowitym.
Przypomnijmy wiec, ze formalny szereg potegowy F € ['* nazywamy iteracyjnym pierwiastkiem
rzedu m € N z jednosci Ly € I'?] jesli

F°" = L.

Iteracyjny pierwiastek F' € I'® rzedu m > 2 z jednosSci L; nazywac bedziemy pierwotnym jesli
Fe°r 2 Ly dla wszystkich takich n € N, ze n < m. Charakteryzacja iteracyjnych pierwiastkow
z Ly € I'* podana jest w nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 22 (|20, Theorem 4.7]). Ustalmy s € NU {oo} i niech K bedzie cialem o charak-
terystyce 0. Zatozmy, ze dla ustalonego m € N, m > 2, multiplikatywna grupa E,, pierwiastkow
stopnia m z jedynki zawiera pierwiastek pierwotny stopnia m.

(1) Dla kazdego T € T'% i dla dowolnego t € E,, formalny szereq potegowy F; = T~ *oL;oT € T'*
jest iteracyjnym pierwiastkiem rzedu m z jednosci Ly € T'°.

(ii) Formalny szereg potegowy Fy =T o LyoT € T'* jest pierwiastkiem pierwotnym rzedu m,
jesli t € E,, jest pierwiastkiem pierwotnym.

(iii) Jesli s > 2, to w I'* istnieje nieskonczenie wiele pierwiastkow iteracyjnych rzedu m z jed-
noéci L.

Rozwazymy na koniec problem istnienia pierwiastkéw iteracyjnych dla pewnych elemen-
tow F € I'* \ {L;}. Okazuje sie, ze niezwykle przydatna bedzie tu iterowalnosé F' w odpowied-
nia grupe iteracji (zanurzalno$é¢ w jednoparametrowa grupe formalnych szeregéw potegowych).
W sformutowaniu kolejnych wynikéw uzyteczne bedzie pojecie podzielnosci w grupie. Przypo-
mnijmy, ze dla ustalonego n € N, n > 2, grupe (G, +) nazywamy n-podzielng, jesli dla kazdego
b € G réwnanie n - x = b ma rozwiazanie x € G. Jesli rozwiazanie to jest jedyne, to gru-
pe G nazywamy jednoznacznie n-podzielng. W tym przypadku jedyne rozwigzanie rownania
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n - x = b oznacza sie przez %b. Na koniec, grupe G nazywaé bedziemy podzielng, jesli G jest
n-podzielna dla kazdego n € N, n > 2. Jednoczesnie G nazywamy jednoznacznie podzielng, jesli
jest jednoznacznie n-podzielna dla n € N, n > 2. Wykorzystujac m.in. Twierdzenia 20 oraz 21,
otrzymamy

Twierdzenie 23 ([20, Corollary 4.3, Corollary 4.4]). Ustalmy s € NU {oco}, s > 2 i niech K
bedzie ciatem o charakterystyce 0.

(i) Kazdy formalny szereg potegowy F(X) = X + 3555 0;X7 € 5\ {L1} ma pierwotny pier-
wiastek iteracyiny dowolnego rzedu.

(ii) Jesli grupa (K*,-) jest m-podzielna dla pewnego m € N, m > 2, to kazdy taki formalny
szereg potegowy F(X) = b1 X + 2o b; X7 € T*, ze by € K*\ E, posiada pierwotny
pierwiastek iteracyjny rzedu m.

5.4 Podgrupy i homomorfizmy w grupe L!

Powr6cimy na koniec do pewnych nierozwigzanych dotychczas probleméw dotyczacych wy-
znaczania pewnych podpdtgrup i podgrup grupy L! oraz opisu wszystkich homomorfizméow
przemiennej grupy (G,+) w grupe L!. Przypomnijmy, ze dla s € NU {oo} grupa L! nazywaé
bedziemy zbior

{Zs = (Tn)neps) ER*: w1 #0}

wraz z operacja Ts - J, = Zs, PIzy czym wyrazy z, dla n € |1, s| ciagu Z, okreslone sa wzorem

= we Y, A, [Ty’ dla n € |1, s,
=1 j=1

ﬂnGUn,k

gdzie

n n '
Ung = {un = (ug,...,u,) €10,k : Zuj =k, Zjuj = n} oraz Ay, = #
j=1 j=1 I1 (u;!(h)w)

Jj=1

Analizowane tu problemy ”wyrosty” z badanej intensywnie w latach 60-tych i 70-tych dwu-
dziestego wieku klasyfikacji czysto rozniczkowalnych jednowymiarowych obiektow geometrycz-
nych (por. [2]). W szczegdlnodei badano istnienie podpdtgrup takich podpdtgrup i podgrup,
w ktérych pewne elementy ciggu T, sa funkcjami pozostatych elementow wolnych tego ciggu
(por. [17], [18], [33]-[38]). W [17] rozstrzygnieto istnienie i ewentualna postaé¢ pewnych takich
podpdlgrup. Praca [18] zawiera konstrukcje pewnego homomorfizmu w grupe L', z ktérej wynika
istnienie pewnych badanych podpétgrup i podgrup w grupie L!. Okazuje si¢, ze w pewnych przy-
padkach opis poszukiwanych podpdtgrup sprowadza sie do wyznaczenia postaci odpowiednich
homomorfizméw w grupe L..

Zajmijmy si¢ wiec dalej homomorfizmami w grupe L!. Okazuje sig, ze posta¢ tych homomor-
fizméw mozna tatwo opisa¢ wykorzystujac postaé jednoparametrowych grup formalnych szere-
gbéw potegowych w I'* nad ciatem R. Wynika to z podobiefistwa (a w istocie z izomorfizmu) obu
struktur. Poréwnujac opis dziatania w grupie L! z opisem operacji podstawiania w pierscieniu
formalnych szeregow potegowych podanym w Lemacie 1 trudno oprze¢ si¢ wrazeniu, ze oba dzia-
tania maja podobng strukture. Jest to oczywiste, jesli wezmiemy pod uwage zrédto podanego
opisu grupy L., tj. grupe klas abstrakeji lokalnych dyfeomorfizméw w otoczeniu 0 € R.
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Po raz pierwszy grupy iteracji w pierscieniu formalnych szeregdéw potegowych i grupy iteracji
w grupie L! (homomorfizmy w grupe L!) badane byly jednoczesnie we wspolnej pracy z L. Re-
ichem [22]. Wykorzystany zostal tam fakt (zob. [22, Theorem 1]), ze grupy L! oraz grupa I'®
(odwracalnych formalnych szeregéw potegowych nad R) sg izomorficzne. Funkcja ustalajaca ten
izomorfizm jest z oczywistych wzgledow odwzorowanie W : L! — T'%)

S o
N ((xj>j€\1,s|) = Z %Xj dla (xj)jeﬂ,s\ S Li

=17

Niech zatem (G, +) bedzie grupa przemienna i niech ® = {0;};c; bedzie rodzing wszystkich
jednoparametrowych grup formalnych szeregéw potegowych nad R, tj. rodzing wszystkich ho-
momorgizméw 0; : G — I'*. Rodzine ta tworza cztery klasy jednoparametrowych grup (F})iec
formalnych szeregéw potegowych Fy(X) = O(t)(X) = 1 (1) X + X5_y cr(t) X* opisane w Twier-
dzeniach 16-19. Jedli teraz ® : G — L., ®(t) = (f;(t))jeis dlat € G jest homomorfizmem
w grupe Ll gdzie fi : G — R* oraz f, : G — R dlan € [2,s],to Vo ® : G — T* jest
jednoparametrowsg grupa formalnych szeregéw potegowych, co oznacza, ze istnieje takie © € ©
opisane w Twierdzeniach 16-19, ze

(W0 B)(1)(X) = O1)(X) = ()X + 3 ce()X*  dla t € G.

k=2

Wtedy ® = ¥~100,

d(t)y=w! (cl(t)X +3 ck(t)Xk> = (Jlc; (1)) jepn,s dla t € G.
k=2

Zatem f;(t) = jlc;(t) dla t € G oraz wszystkich j € |1, s|. Wykorzystujac teraz posta¢ funk-
cji ¢; z Twierdzen 16-19 (przypadki A) oraz B3) sa elementarnie proste) mozna podaé¢ postaé
funkeji f;. Przypadki B1) oraz B2) sa znacznie bardziej skomplikowane (w opisie wykorzystu-
je sie sprzezenie). W tych przypadkach analityczny opis postaci funkeji f;, cho¢ mozliwy, jest
znacznie bardziej skomplikowany. Nalezy tez zaznaczyé¢, ze uzyskany opis w przypadkach B1)
i B2) nie bylby mozliwy bez algebraicznego podejscia do rozwiazania badanego problemu, gdyz
sama teoria réwnan funkcyjnych wsparta réwnaniami rézniczkowymi nie dostarczaja tutaj wy-
starczajacych narzedzi.

Zaznaczmy na koniec, ze mozliwy tu do uzyskania opis wszystkich homomorfizméw w grupe
L! pozwala wskaza¢ szeroka klase homomorfizméw grupy L! w grupe L! dla s € R oraz r €
N U {oo}. Posta¢ takich homomorfizméw dla r < 3 opisana zostala w [21]. Wykazano tez, ze
jesli @ : L! — L},

() = (f5(Ts)) jelnn dla 7, € Ly,

gdzie f; : L} — R* oraz f; : L} — R dla j € |2, 7|, to istnieje taka funkcja multiplikatywna m :
R* — R*, ze f1(T5) = m(x;) dlaT, € L! (zob. [19, Theorem 1] oraz [21, Corollary 1]). Wiadomo
tez ([21, Theorem 3)), ze jesli funkcja ® : L) — L}, ® = (f;);ep,r jest homomorfizmem oraz
f1(Ts) = m(x1), to dla szerokiej klasy funkeji multiplikatywnych musi istnieé¢ taki homomorfizm
@ = (g))jepns : B* — L}, z2e @ = d o, tzn.

O(7,) = (1) = (95(71)) e dla 7, € L.

oraz gi(x1) = m(z1). Zatem szeroka klasa homomorfizméw grupy L! w grupe L! jest zlozeniem
projekeji 7§ grupy L! na grupe L] = R* z homomorfizmem tej ostatniej grupy w grupe L..
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(b) Oméwienie tematyki prac ujetych w punkcie 5(a).

Moj pozostaly dorobek podzieli¢c mozna na kilka grup. Najliczniejszg tworza publikacje,
w ktorych rozwazane byty problemy dotyczace istnienia i postaci podpotgrup i podgrup w gru-
pie Ll wlasnogci i posta¢ homomorfizméw przemiennej grupy (G, +) w grupe L! dla s € NU{oco}
oraz jednoparametrowe grupy formalnych szeregéw potegowych. Duza grupe stanowie publika-
cje dotyczace stabilnosci réwnan funkcyjnych, gtéwnie réwnania p-jednorodnosci. Zajmowatem
sie tez pewng klasg zbiorow "matych” A, dla ktérych algebraiczna suma A + A jest "duza” oraz
pewna rodzing addytywnych pierwiastkoéw iteracyjnych z identycznosci, ktora jest gesta w prze-
strzeni funkcji addytywnych. Jedna z prac analizuje tez problem Sledzenia w teorii uktadow
dynamicznych.

1. Prace [J1, J12, J15] po$wiecone byty problemowi istnienia takich podpoétgrup i podgrup
grupy L!, w ktérych pewne elementy ciggu Ty = () e, sa funkcjami pozostaltych elementéw
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tego ciagu. W pracach tych sformulowano warunki, przy ktérych takie podpétgrupy i podgru-
py nie istnieja. Ponadto, w pewnych szczegélnych przypadkach podany zostal kompletny opis
istniejacych podpdétgrup i podgrup.

2. W serii prac [J2, J3, J20, J21, J28] rozwazano homomorfizmy w grupe L..

W pozycji [J2] podano posta¢ wszystkich homomorfizméw grupy L3 w grupe L! dla s €
{2,3}, zas praca [J21], stanowiaca kontynuacje tych badan, zawiera kompletny opis wszystkich
mozliwych klas homomorfizméw grupy L! w grupe L! dla r < 3. Przypadek r > 4 rozwaza-
ny byl w publikacji [J28]. W pracy tej zawarte sa charakteryzacje (bez szczegblowego opisu)
wszystkich klas homomorfizméw, a w szczegdlnosci, wynik omawiany juz w zasadnicze]j czesci
tego opracowania i stwierdzajacy fakt, ze szeroka klasa homomorfizméw grupy L! w grupe L!
jest ztozeniem projekcji m§ z homomorfizmami grupy (R*,-) w grupe L.

W publikacji [J3] podjeto prébe rozwiazania problemu postawionego w 1991 roku przez
L. Reicha (zob. [50]) i dotyczacego przedtuzalnosci homomorfizméw w grupe L. W 1993 roku
Z. Moszner postawil hipoteze, ze kazdy homomorfizm grupy (R, +) w grupe L! postaci R 3 ¢ —
(fi(t),..., fs(t)) € L! z funkcja f; # 1 jest przedtuzalny (doktadniej, 1-przedtuzalny w mysl
przyjetej tu definicji), zas homomorfizm

(24) R >t (1,0,...,0, fira(t), ..., fs(t)) € L,

z niezerowa funkcjg addytywna f;1o : R — R jest przedtuzalny wtedy i tylko wtedy, gdy
fo—i(t) = w(fpsa(t)) dla t € R z pewnym w € R[z]. W [J3] udalo si¢ potwierdzi¢ (dla homo-
morfizméw przemiennej i jednoznacznie podzielnej przez pewna liczbe pierwsza grupy (G, +)
w grupe L!) konieczno$é warunku z hipotezy Z. Mosznera dla homomorfizmu postaci (24).
Niestety, metody tu zastosowane byty zbyt stabe, aby uzyskaé¢ wystarczalno$é tego warunku
nie méwiac juz o opisie wszystkich homomorfizméw w grupe L!. Dopiero wspoéipraca nawigza-
na pézniej z L. Reichem pozwolita na przynajmniej czeSciowe pokonanie pojawiajacych sie tu
trudnosci.

Praca [J20] zawiera konstrukcje pewnego homomorfizmu grupy Li w grupe L! dla s €
N U {oo}. Wykazano tu, ze odwzorowanie Ly 3 (1, z2) — (fj(21,22))je1,5) € Lt z funkcjami

|
fi(z1,20) = A dla (z1,22) € L} oraz j € |1, 5]

jest homomorfizmem grupy L} w grupe L! dla s € NU {oo}. Wykorzystujac skonstruowany ho-
momorfizm wskazano przyklady pewnych podpoétgrup grupy Ll oraz przedyskutowano problem
przedtuzalnosci pewnej klasy homomorfizméw w grupe L!.

3. W pracach [J8, J9, J23| badano homomorfizmy w grupe L! w powiazaniu z jednopara-
metrowymi grupami formalnych szeregdéw potegowych.

Rozpoczynajaca ten cykl praca [J8] zawiera wazny, cho¢ elementarny wynik L. Reicha stwier-
dzajacy fakt izomorficznodci grupy L., z grupa '™ odwracalnych formalnych szeregéw potego-
wych and R. Punktem wyjsécia w tej publikacji byta postaé¢ konieczna homomorfizméw w grupe
Ll oraz opis wszystkich regularnych jednoparametrowych grup

F(X)=X+ct)XF+...eT>

formalnych szeregdéw potegowych. Wykorzystujac wskazany izomorfizm grup udowodniono ist-
nienie i posta¢ rozwazanej klasy homomorfizméw w grupe Ll . Otrzymane wyniki zastosowano,
poprzez ponowne wykorzystanie izomorfizmu grup, do opisu analizowanej tu klasy jednopara-
metrowych grup formalnych szeregéw potegowych bez zatozenia ich regularnosci.
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Praca [J9] zawiera analize przypadku badanego w [J8] dla grupy L! oraz obcigtych formal-
nych szeregéow potegowych. Udowodniono tu tez ostatecznie hipoteze 7. Mosznera dotyczaca
przedtuzalnosci homomorfizméw postaci (24).

W kolejnej pracy [J23] tej serii analizowany byt dla s € NU {oco} (w podobny sposéb jak
w poprzednich dwoch pracach) przypadek homomorfizméw R 5 ¢t — (f;(t))jepn,s) € Lt z funk-
cja fi # 1 oraz takich jednoparametrowych grupy formalnych szeregéw potegowych postaci
Fy(X)=c()X +co(t)X? + ... € T%, ze ¢; # 1. Réwniez tutaj punktem wyjscia byla postac
konieczna badanej klasy homomorfizméw w grupe L! oraz regularne grupy iteracji. Powiazanie
tych wynikéw pozwolito podaé opis ogélny pewnej klasy homomorfizméw w grupe L, zas powrét
do grupy formalnych szeregéw potegowych dat opis rozwazanej tu klasy jednoparametrowych
grup formalnych szeregéw potegowych bez zatozenia ich regularnosci. Réwniez w tym przypadku
potwierdzono stusznos$¢ hipotezy Z. Mosznera dotyczacej przedtuzalnosci homomorfizmow.

4. Jak juz wiadomo, dla s € NU{oo} grupa rézniczkowa L! jest izomorficzna z grupa I'* od-
wracalnych formalnych szeregéw potegowych, wiec istniejace rozwigzania wszystkich probleméow
algebraicznych badanych w jednej z tych struktur mozna przenies¢ na druga z nich. Okazuje
sie, ze ze wzgledu na rozwijane od dawna techniki ja rowniez bardziej zaawansowane narzedzia,
znacznie wieksze mozliwosci rozwiazania istotnych probleméw daje grupa I'* odwracalnych (ob-
cietych dla s € N) formalnych szeregow potegowych. Dlatego tez w kolejnych pracach [J16,
J19, J24, J25, J26] badano jednoparametrowe grupy formalnych szeregéw potegowych oraz
obcietych formalnych szeregéw potegowych, bez wiazania ich z homomorfizmami w grupe L}
(uzyteczne narzedzia stosowane wezesniej dla homomorfizméw w grupe L! zostaly przeniesione
do pierscienia formalnych szeregéw potegowych).

Praca [J16] poéwiecona jest stabilnoéci réwnania translacji? w pierécieniu formalnych szere-
géw potegowych. Przestrzen K[X] := K[X]., wszystkich formalnych szeregéw potegowych nad
cialem K € {R, C} jest przestrzenia zupelna z metryka doq : K[X] x K[X] — [0, 00),

dora (Fy, Fy) = 27004712 dla Iy, By, € K[X],
gdzie ord (Zzozo cka) = min{k € {0} UN : ¢, # 0} (min) = o) jest rzedem formalnego
szeregu potegowego 52, X* € K[X]. Udowodniono tu, ze jesli G jest grupa abelowa, to

przy pewnych dodatkowych zalozeniach, dla kazdego M € N i dla dowolnej rodziny (F})ieq
odwracalnych formalnych szeregéw potegowych F; € I'*°, spetniajacej warunek

(25) ord (Ft1+t2 — Ft1 ©) th) > M dla tl,tQ € G,

istnieje taka jednoparametrowa grupa (F});ec odwracalnych formalnych szeregéw potegowych
F, € '™, ze zachodzi oszacowanie

(26) ord (Ft —Ft) > [Aj} +1 dla t € G.

Wynik ten wigze problem stabilnosci rownania translacji z przedtuzalnoscia jednoparametro-
wych grup obcietych formalnych szeregéw potegowych. Istotnie, warunek (25) dla rodziny
(F})ieq oznacza, ze (Ft[M})teG jest jednoparametrows grupa obcietych formalnych szeregéw po-

tegowych. Teza przytoczonego wyniku implikuje istnienie takiej grupy iteracji (F)ieq, Ze

Al _FER gt eq

2)byla to pierwsza podjeta préba analizy stabilnosci réwnania translacji, nawet jedli jest to tylko formalna

postaé tego réwnania.
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Zatem przy pewnych zatozeniach dotyczacych grupy G, dla dowolnej jednoparametrowej grupy
obcietych formalnych szeregéw potegowych pewne jej obciecie jest co-przedtuzalne.

W kolejnej pracy [J19] pokazano, ze w pewnych przypadkach jednoparametrowe grupy (ob-
cietych) formalnych szeregéw potegowych maja prosty opis powiazany ze sprzezeniami cze-
sci liniowych formalnych szeregéw potegowych. Oznacza to, ze dla pewnych jednoparame-
trowych grup (F})ieq formalnych szeregéw potegowych (nad cialem K € {R,C}) F(X) =
()X + 5 e (t)XF e I'* dlat € G istnieje taki formalny szereg potegowy T' € ', ze

F(X) =T (a®T(X))  dated.

Pozycje [J24, J25] sg pracami przegladowymi napisanymi na zaproszenie Edytoréw pozycji,
w ktorych sie ukazaly. Pierwsza z nich zawiera streszczenie mojego referatu wygloszonego na
kolokwium zorganizowanym z okazji 70 rocznicy urodzin L. Reicha. Omoéwione sg w niej istotne
problemy iteracyjne badane przez L. Reicha w pierécieniu formalnych szeregdéw potegowych
jednej zmiennej. W drugiej pracy omawiane sg jednoparametrowe grupy formalnych szeregoéw
potegowych pod katem metod dowodowych zastosowanych do otrzymania ich opisu.

W ostatniej pracy [J26] podjeto probe jednolitego podejécia (bez nawigzania do grup L!)
do problemu wyznaczenia i opisu wszystkich jednoparametrowych grup formalnych szeregow
potegowych i obcietych formalnych szeregéw potegowych. Podano jednolite i prostsze dowody
twierdzenn udowodnionych w pracach [J8, J9, J23]. Przedstawione wyniki uzupetione zostaty
o czesciowa analize ostatniego, nie badanego dotychczas przypadku. Jak to juz zaznaczono
w glownej czesdci tego opracowania, nie udato sie tu podaé pelnej charakteryzacji rozwazanych
grup.

5. Kolejny jednorodny tematycznie cykl publikacji stanowia prace [J4, J6, J7, J11, J14,
J17, J18, J22| poswiecone stabilnosci rownan funkeyjnych. Problem stabilnosci réwnan funk-
cyjnych jest nadal szeroko i intensywnie badany dla réznych réwnan funkcyjnych, przy coraz
bardziej abstrakcyjnych zatozeniach. Wiekszo$¢ z wymienionych prac poswiecona jest proble-
mowi stabilnosci réwnania ¢-jednorodnosci

flax) = (o) f(z).

Udowodnione wyniki sa uogélnieniami rezultatéw udowodnionych wczes$niej przez S. Czerwi-
ka [9], Z. Kominka i J. Matkowskiego [27], J. Schwaigera [63] oraz Jozefa i Jacka Taboréw [65].

5a. Publikacje [J4, J6, J11] tworza tu jednolita catos$¢ i rozpatrywana jest w nich stabilnosé
rownania jednorodnosci na ”obcietej dziedzinie”.

W pracy [J4] badana byta stabilnosé klasycznej jednorodnosei na obcietej dziedzinie, tj.
rozwazano funkcje f: X — Y spelniajace warunek

(27) a tf(ax) — f(z) € §(a) K(z)V dla a € A,z e U,

gdzie funkcja f przyjmowata wartosci w ciaggowo zupetnej i lokalnie wypuktej przestrzeni liniowo-
topologicznej Hausdorffa. Przy pewnych dodatkowych zatozeniach istnieje wowczas jedyna taka
F :U — Y spelniajaca dla pewnego Ay C A réwnanie

(28) F(azx) = aF(z) dla a € (Ag),z € U,

ze rozmica F'— f jest odpowiednio ograniczona. Wynik ten zostal pdzniej uogélniony w pracy [J6],
gdzie rozwazano podobny do (27) warunek

(29) o(a) M f(ax) — f(z) € () K (2)V dla a € A,z e U.
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Przy dodatkowych zatozeniach udowodniono wtedy istnienie jedynej funkcji F': U — Y spetnia-
jacej (28) z podobnie ograniczona réznica F' — f. W pracy tej rozwazana jest tez pexideryzacja
warunku (29), tj. warunek

(o) flax) — g(x) € 6(a)K (x)V dla a € A,z e U.

W tym przypadku réwniez znajdziemy funkcje F' : U — Y spelniajaca (28) i taka, ze r6znice
F — f oraz F — g sa odpowiednio oszacowane.

Pozycja [J11] jest zamknieciem tej serii publikacji. Zawarta jest tu analiza i opis rozwigzan
rownania ¢-jednorodnosci rozpatrywanego na G-przestrzeniach X. Ponadto, dla funkcji f :
X — Y okreslonej na G-przestrzeni X o warto$ciach w ciagowo zupetnej i lokalnie wypuktej
przestrzeni liniowo topologicznej Hausdorffa Y nad ciatem K € {R, C} oraz dla funkcji ¢ : G —
K badany jest warunek postaci

(30) flaz) —¢(a)f(z) € K(X)V(5) dla a € A,z €U,

gdzie funkcja V' : A — B(Y) odwzorowuje zbiér A w rodzing wszystkich ograniczonych pod-
zbioréw przestrzeni Y. Przy dodatkowych zatozeniach otrzymujemy wtedy istnienie takiej funk-
cji F': U — Y spehiajacej (29), ze roznica F' — f jest odpowiednio oszacowana. Na koniec
zbadano problem, czy w dowodach stabilno$ciowych dla réwnania jednorodnosci istotne jest za-
tozenie zupetnosci przestrzeni docelowej. Analogiczny problem dla stabilnosci réwnania funkcji
addytywnej byl pozytywnie rozstrzygniety w pracy G. L. Fortiego i J. Schwaigera [10]. W przy-
padku réwnania jednorodnosci sytuacja jest bardziej skomplikowana. Wiadomo, ze w pewnych
przypadkach otrzymujemy superstabilnos¢ réwnania jednorodnosci i wtedy zatozenie zupetno-
Sci przestrzeni docelowej w dowodach twierdzen nie jest potrzebne. Osobno rozpatrzy¢ nalezy
wiec przypadek warunkéw, ktore implikujg stabilnosé, ale nie superstabilnosé. W tych przy-
padkach prawdziwe jest stwierdzenie, ze stabilno$¢ réwnania jednorodnosci implikuje zupetnosé
przestrzeni docelowej (zob. [Theorem 6, J11]).

5b. Prace [J14, J17, J18, J22] tworza druga jednolita serie i dotycza réwnania p-jedno-
rodnosci " prawie wszedzie”, jego spexideryzowanej wersji oraz badania stabilnosci tych réwnan
"prawie wszedzie” w sensie abstrakcyjnie zdefiniowanego liniowo niezmienniczego ideatu ”zbio-
réw matych”. Méwimy, ze warunek W okreslony na przestrzeni X jest spetniony J(X)-prawie
wszedzie w X (w skrocie J(X)-p.w. w X), jesli istnieje taki zbior "maly” U € J(X), ze warunek
W (z) zachodzi dla wszystkich x € X\ U. Wzorujac sie konstrukcjach ideatéw podanych pracach
badajacych stabilnos¢ réwnania Cauchy’ego ”prawie wszedzie”, wprowadzono pojecia: wtasci-
wego 1 liniowo niezmienniczego ideatu J(G) zbioréw matych w grupie G z zerem, wlasciwego i
liniowo niezmienniczego ideatu J(X) zbioréw malych w G-przestrzeni X oraz ”sprzezonego” z
ideatami J(G) oraz J(X) idealu J(G x X) zbioréw matych w produkcie G x X.

W szczegdlnosci w pozycji [J14] udowodniono nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 24. Niech G oraz H bedg grupami z zerami i niech X oraz Y bedq, odpowiednio,
G-przestrzeniq oraz H-przestrzenig. Zalozmy dodatkowo, zZe odwzorowanie H > o — ay € Y
jest roznowartosciowe dla kazdego y € Y* :=Y \ 0. Jesli funkcje p : G — H oraz F: X — Y
spetniajq warunek

(31) F(az) =¢(a)F(z) J(Gx X)-pw wGx X,

to albo réwnosé F(z) = 6 zachodzi J(X)-p.w. w X, albo istnieje homomorfizm ¢ : G — H oraz
istnieje taka funkcja F @ X —'Y spelniajgca rownanie p-jednorodnosci

F(ax) = ¢(a)F(x) dla (a,z) € (G x X),
e rownosé ¢p(a) = ¢(a) zachodzi J(G)-p.w. w G, zas réwnosé F(x) = F(z) — T(X)-p.w. w X.
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W kolejnej z prac [J17] badana byla spexideryzowana wersja réwnania ¢-jednorodnosci

(32) Fi(az) = p(a)Fy(z) J(G x X)-pw. wG x X.

W pracach [J18, J22] udowodniono, ze réwnania (31) oraz (32) sa superstabilne. W szcze-
gélnosei (np. dla réwnania p-jednorodnosei) dla funkeji ¢ : G — Koraz f: X — Y (Y jest
tutaj lokalnie wypukta przestrzenig liniowo topologiczna Hausdorffa nad K) warunek

flax) — ¢(a)f(z) € §(a) K (z)V J(GE x X)pw.w G xX,

przy pewnych dodatkowych zatozeniach implikuje istnienie homomorfizmu @ : G — K grup
z zerem (funkcji multiplikatywnej[!]) oraz takiej funkcji F': X — Y, zZe

3(8) = 9(53) J(G)pw. w G,
f(z) = F(x) J(X)pw. w X,
Flax) = ¢(a)F(z) dla (a,z) € G* x X,

5c. W ostatniej z tego cyklu publikacji [J7], odbiegajacej nieco tematycznie od pozostatych,
badana jest stabilnos¢ uogolnionego réwnania Srednich. Udowodnione zostato tam nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 25. Niech X bedzie przestrzeniq Banacha nad ciatem K € {R, C} i ustalmy € > 0.
Jesli funkcje f: K — X oraz @ : K — X spelniajg nierownosé

zf(y) —yf(z)

Sy
Ty (z+y)

<e dla z,y e K, z # v,

to istniejq takie state a,b € X, ze

|f(z) = (za+b)|| <2¢ oraz ||[P(x)—b| < 3e dla = € K.

6. Kolejne dwie prace [J5, J10] poswiecone sa pewnej rodzinie zbioréw "malych” A, dla
ktorych ich algebraiczna suma A+ A :={a+0b:a,b € A} nie jest "mata”. R. Ger i M. Kuczma
wprowadzili w [3] klase A,, wszystkich takich zbioréw T° C R", ze kazda ograniczona z gory na T’
funkcja wypukla jest ciagta. M. Kuczma [28] udowodnil, ze wykres dowolnej nieafinicznej rze-
czywistej funkeji ciagtej okreslonej na pewnym przedziale nalezy do Ay. Nastepnie R. Ger [13]
wykazal, ze dowolna (n— 1)-wymiarowa hiperpowierzchnia regularna w R™, nie lezaca w pewnej
(n—1)-wymiarowej hiperptaszczyznie, nalezy do A,, dla dowolnego n > 2. Naturalnym jest wiec
pytanie, czy zalozenie regularnosci jest tu konieczne. Wiadomo (zob. [29]), ze jesli A C R™ jest
takim zbiorem, ze int (A + A) # ), to A € A,,. W [J5] pokazano, ze dla wykresu graph f C R"
dowolnej nieafinicznej rzeczywistej funkcji cigglej okreslonej na pewnym otwartym i spojnym
zbiorze w R" ! zachodzi int (graph f+graph f) # ), co oznacza, ze graph f € A,,. W pracy [J10]
udowodniono, ze int (graph f 4 graph f) # () dla jednostajnie ciagtej i nieafinicznej rzeczywistej
funkcji f okreslonej na otwartym i tukowo spojnym podzbiorze rzeczywistej przestrzeni unor-
mowanej (funkcje f: X — R okreslong na rzeczywistej przestrzeni unormowanej X nazywamy
afiniczna, jesli istnieja takie z* € X* oraz a € R, ze f(z) = 2*(x) + a dla z € X).

7. Publikacje [J27, J29] poswiecone sa wlasnosciom rodziny addytywnych pierwiastkow
iteracyjnych z identycznosci. Niech X bedzie rzeczywista przestrzenia liniowo topologiczng oraz

Ax = {a € X* : a jest funkcja addytywna }.
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Bazg Hamela przestrzeni X nazywamy baze tej przestrzeni nad cialem Q liczb wymiernych.
K. Baron skonstruowat w [6] przyklad takiej nieciaglej funkcji addytywnej a, ze a* = idx (funk-
cje a nazywamy wowczas inwolucjg) oraz a(H)\'H # 0 dla kazdego co najmniej tréjelementowego
zbioru H C X wektoréw liniowo niezaleznych nad Q. W [6] udowodniono tez gestosé pewnych
zbioréw nieciagtych addytywnych inwolucji w przestrzeni liniowo-topologicznej Ax. Praca [J27]
zawiera nieznaczne wzmocnienie tych wynikéw wyposazonych tu w proste algebraiczne dowody.
Zastosowana metoda dowodowa jest na tyle ogdlna, ze pozwolita przenies¢ wyniki z tej pracy na
ogoblniejszy przypadek addytywnych pierwiastkéw iteracyjnych z identycznosci idy rzedun > 2.
Ustalmy n > 2 i niech A = {a € Ay : a" = idx }. W [29] udowodniono, ze rodziny

{a € .Ag?) : a jest funkcja nieciagla oraz a(H) \ H # () dla kazdego nieskonczonego
zbioru H C X wektoréw liniowo niezaleznych nad Q },

{a € Aﬁ?’ . a jest funkcja nieciagta oraz a(H) = ‘H dla bazy Hamela H
przestrzeni X nad Q }

sg geste w Ax. Dowdd tego faktu bazuje na strukturalnych wynikach dotyczacych rownania

gdzie p € K]z] jest wielomianem dodatniego stopnia oraz T : V' — V jest operatorem liniowym
na przestrzeni liniowej V' nad ciatem K.

8. W pracy [J13] analizowany jest istotny w teorii stabilnosci uktadéw dynamicznych pro-
blem $ledzenia. Wprowadzone zostalo tutaj pojecie o-normy | - | na przestrzeni ciagéw rze-
czywistych. Przy pewnymch zalozeniach dotyczacych przestrzeni metrycznej X, odwzorowania
¢ : X — X oraz zdefiniowanej o-normy | - | udowodniono, ze dyskretny uklad semidynamiczny
wyznaczony przez ¢ ma wlasno$é sledzenia wzgledem | - |. Oznacza to, ze dla dowolnej | - |-
pseudoorbity x odwzorowania ¢ istnieje doktadnie jedna taka jego orbita y, ktéra | - [-Sledzi
pseudoorbite x.
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