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1 Wstȩp

Teselacja̧ przestrzeni Rd kostka̧ jednostkowa̧ nazywamy rodzinȩ wzajemnie roz la̧cznych kostek
[0, 1)d +T = {[0, 1)d + t : t ∈ T} taka̧, że

⋃

([0, 1)d +T ) = R
d, gdzie T jest pewnym podzbiorem

zbioru R
d. (W ca lym referacie, jeżeli R jest rodzina̧ zbiorów, to

⋃

R =
⋃

A∈R
A.) Prace [A1]-

[A6] sa̧ ścísle zwia̧zane z teselacjami przestrzeni Rd kostka̧ jednostkowa̧ [0, 1)d. O ile sam fakt, że
teselacja przestrzeni Rd kostka̧ jednostkowa̧ istnieje jest raczej oczywisty, to pytania o strukturȩ
takich teselacji, to znaczy o sposób wzajemnego po lożenia kostek w teselacji, sa̧ ciekawe i czȩsto
trudne. Najbardziej znanym problemem dotycza̧cym struktury teselacji przestrzeni Rd kostka̧
jednostkowa̧ jest hipoteza Minkowskiego. Zbiór

Λ = {α1b1 + · · · + αdbd : α1, . . . , αd ∈ Z},

gdzie b1, . . . , bd ∈ R
d sa̧ wektorami liniowo niezależnymi nazywamy krata̧ w przestrzeni R

d.
Wektory b1, . . . , bd nazywamy baza̧ karty Λ. Rodzinȩ kostek [0, 1)d + Λ = {[0, 1)d + λ : λ ∈ Λ}
nazywamy teselacja̧ kratowa̧ przestrzeni Rd kostka̧ jednostkowa̧, jeżeli [0, 1)d + Λ jest teselacja̧
przestrzeni Rd kostka̧ jednostkowa̧. W 1907 roku H. Minkowski postawi l nastȩpuja̧ca̧ hipotezȩ:

Hipoteza Minkowskiego ([32]). Każda teselacja kratowa przestrzeni R
d kostka̧ jednost-

kowa̧ zawiera parȩ kostek [0, 1)d + λ, [0, 1)d + λ′ taka̧, że |λj − λ′
j| = 1 dla pewnego j ∈ [d] =

{1, . . . , d} oraz λi = λ′
i dla wszystkich i ∈ [d] \ {j}.

Parȩ kostek [0, 1)d + λ, [0, 1)d + λ′ opisana̧ w hipotezie Minkowskiego nazywamy para̧
blízniacza̧ lub kostkami blízniaczymi (Rysunek 1).

W 1941 G. Hajós poda l dowód poprawności hipotezy Minkowskiego. Hajós sprowadzi l
hipotezȩ Minkowskiego do zagadnienia z teorii grup. Twierdzenie Hajósa o faktoryzacji grup
abelowych, które dowodzi s luszności hipotezy Minkowskiego, da lo impuls do nowych badań nad
faktoryzacja̧ grup ([40]). Mimo to, jak podaja̧ H. Stein i S. Szabó w ksia̧żce [37] poświȩconej
hipotezie Minkowskiego, Hajós jeszcze wiele lat po opublikowaniu swojego dowodu hipotezy
Minkowskiego, szuka l dla niej innego, bardziej geometrycznego wyjaśnienia. W dalszej czȩści
referatu opiszȩ hipotezȩ dotycza̧ca̧ struktury teselacji przestrzeni Rd kostka̧ jednostkowa̧ posta-
wiona̧ w [A2], która jest próba̧ takiego geometrycznego wyjaśnienia hipotezy Minkowskiego.

W 1930 roku, O.H. Keller wysuna̧ l nastȩpuja̧ca̧ hipotezȩ, która jest uogólnieniem hipotezy
Minkowskiego na dowolna̧ teselacjȩ [0, 1)d + T przestrzeni Rd kostka̧ jednostkowa̧:
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Hipoteza Kellera ([21]). Każda teselacja [0, 1)d + T przestrzeni R
d kostka̧ jednostkowa̧

zawiera parȩ blízniacza̧.

Rys. 1. Fragment teselacji [0, 1)3 + T przestrzeni R3 i para bliźniacza.

Dziesiȩć lat po opublikowaniu hipotezy Kellera, w 1940 roku, O. Perron poda l dowód jej po-
prawności dla wymiarów d ≤ 6. Jego dowód oparty jest na analizie uk ladu kostek teselacji
[0, 1)d + T , które maja̧ niepusty przekrój z dowolna̧ ustalona̧ kostka̧ [0, 1]d + x, gdzie x ∈ R

d

(Perron przyja̧ l x = 0). Kluczowa̧ w lasnościa̧ kostek każdej teselacji przestrzeni R
d kostka̧

jednostkowa̧ jest spe lnienie przez nie warunku Kellera ([21]): dla dowolnych dwóch kostek
[0, 1)d + t, [0, 1)d + t′ ∈ [0, 1)d + T istnieje i ∈ [d] takie, że

ti − t′i ∈ Z \ {0}. (1.1)

Niech
F = Fx = {([0, 1]d + x) ∩ ([0, 1)d + t) 6= ∅ : t ∈ T}.

Rodzina F jest podzia lem kostki [0, 1]d + x na zbiory postaci K = K1 × · · · ×Kd (Rysunek 2),
gdzie Ki = ([0, 1] + xi) ∩ ([0, 1) + ti).

(0,0) 1

1

x

x'

t

t'

1

2

Rys. 2. Struktura podzia lu F zależy od po lożenia punktu x ∈ R
d.

Zauważmy teraz, że, na mocy warunku Kellera, dla dowolnych dwóch zbiorów K,G ∈ F

istnieje i ∈ [d] takie, że Ki ∩ Gi = ∅ oraz Ki ∪ Gi = [0, 1] + xi. Podzia ly o tej w lasność by ly
punktem wyj́scia badań, przeprowadzonych g lównie w pracach [A1,A3,A4,B1] nad uk ladami
kostek w iloczynie kartezjańskim X = X1 × · · · ×Xd.
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2 Wielokostki, podzia ly dychotomiczne i kody

W tej czȩści omówiona zostanie praca [A1].

Dla każdego i ∈ [d] niech Xi bȩdzie dowolnym zbiorem licza̧cym co najmniej dwa elementy.
Zbiór X = X1×· · ·×Xd nazywamy d-kostka̧, a niepusty zbiór A ⊆ X postaci A = A1×· · ·×Ad,
gdzie Ai ⊆ Xi dla i ∈ [d], nazywać bȩdziemy kostka̧. Kostka A jest w laściwa, jeżeli Ai 6= Xi

dla każdego i ∈ [d]. Kostkȩ, która nie jest w laściwa nazywamy niew laściwa̧. Zbiór wszystkich
kostek w laściwych w d-kostce X oznaczamy przez box(X), a zbiór wszystkich kostek w X przez
Box(X). Dwie kostki A,B ⊂ X sa̧ dychotomiczne, jeżeli

Ai = Xi \Bi

dla pewnego i ∈ [d]. Zbiór F ⊆ X nazywamy wielokostka̧, jeżeli istnieje rodzina F z lożona
z kostek wzajemnie dychotomicznych taka, że F =

⋃

F . Rodzinȩ F nazywamy podzia lem
dychotomicznym lub garniturem wielokostki F .

A B C

D

FH

Rys. 3. Kostki A i B sa̧ dychotomiczne, a kostki C i D nie sa̧ dychotomiczne. Zbiór H nie jest wielokostka̧, a

zbiór F jest wielokostka̧. Po prawej stronie wielokostki F przedstawiony jest (jedyny) jej podzia l

dychotomiczny na kostki w laściwe.

Oczywíscie d-kostka X jest wielokostka̧. Podzia l dychotomiczny d-kostki X na kostki
w laściwe nazywamy podzia lem minimalnym. Nazwa tego typu podzia lów ma zwia̧zek z py-
taniem postawionym przez K.A. Kearnesa i E.W. Kissa w pracy [20]: czy każdy podzia l d-kostki
X na kostki, który liczy mniej niż 2d kostek zawiera kostkȩ niew laściwa̧? Pozytywna odpowiedź
na to pytanie zosta la udzielona przez N. Alona, T. Bohmana, R. Holzmana oraz D. J. Kleit-
mana w pracy [1]. Wobec tego, 2d jest najmniejsza̧ liczba̧ kostek w laściwych na która̧ można
podzielić d-kostkȩ. Ponadto, w pracy [B1] wykazano, że jeżeli F jest podzia lem d-kostki X na
kostki w laściwe, to F jest podzia lem minimalnym wtedy i tylko wtedy, gdy |F | = 2d.

W lasności wielokostek zosta ly gruntownie zbadane w pracy [A1]. Dla każdego i ∈ [d] niech
O(Xi) bȩdzie rodzina̧ wszystkich podzbiorów zbioru Xi, które maja̧ nieparzyście wiele ele-
mentów i niech O(X) = O(X1) × · · · × O(Xd). Jeżeli K ⊆ X jest kostka̧, to dla i ∈ [d] przez
OKi oznaczamy rodzinȩ wszystkich nieparzystych podzbiorów zbioru Xi, których przekroje ze
zbiorem Ki maja̧ nieparzyście wiele elementów, tj. OKi = {A ∈ O(Xi) : |A∩Ki| ≡ 1 (mod2)}.
Niech

K̂ = OK1 × · · · × OKd.
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Nietrudno sprawdzić, że jeżeli F = {K1, . . . , Km} jest rodzina̧ kostek w X taka̧, że każde

dwie kostki z F sa̧ dychotomiczne, wtedy każde dwie kostki rodziny F̂ = {K̂1, . . . , K̂m}

sa̧ dychotomiczne. Wobec tego zamiast rodziny F możemy rozpatrywać kostki z F̂ , przy
czym teraz wszystkie kostki z F̂ sa̧, o ile sa̧ one kostkami w laściwymi, tej samej wielkości:
|OKj

i | = (1/2)|O(Xi)| dla każdego i ∈ [d] oraz j ∈ [m], a zatem |K̂j| = (1/2d)|O(X)|. Fakt ten
ma zasadnicze znaczenie w analizie struktury uk ladów kostek dychotomicznych. Za przyk lad
niech pos luży uproszczone rozumowanie przedstawione w paragrafie drugim pracy [A1] roz-
strzygaja̧ce nastȩpuja̧cy problem: jeżeli F ⊆ X jest wielokostka̧, to czy prawda̧ jest, że dla do-
wolnych podzia lów dychotomicznych F i G wielokostki F na kostki w laściwe zachodzi równość
|F | = |G |? Zadanie jest proste w przypadku, gdy rodzina F jest rozszerzalna do podzia lu
minimalnego, to znaczy, istnieje rodzina F ′ z lożona z kostek wzajemnie dychotomicznych taka,
że F ∪F ′ jest podzia lem minimalnym i wtedy |F |+ |F ′| = 2d. Ponieważ G ∪F ′ jest również
podzia lem minimalnym, zatem |G | + |F ′| = 2d, a wiȩc |F | = |G |. Jednak nie wszystkie
uk lady kostek dychotomicznych sa̧ rozszerzalne do podzia lu minimalnego. Rysunek 4 przed-
stawia uk lad czterech kostek dychotomicznych w X = [0, 1]3, którego nie można rozszerzyć do
podzia lu minimalnego.

1

2
3

Rys. 4. Cztery kostki wzajemnie dychotomiczne, których nie można uzupe lnić do podzia lu minimalnego kostki

X = [0, 1]3.

W takiej sytuacji przechodzimy do d-kostki O(X) oraz rodzin F̂ i Ĝ . Ponieważ
⋃

F̂ =
⋃

Ĝ

oraz kostki obu rodzin maja̧ tȩ sama̧ liczbȩ elementów, zatem |F̂ | = |Ĝ |, ska̧d otrzymujemy
równość |F | = |G |. Zauważmy, że każdej wielokostce F ⊆ X możemy teraz przypisać liczbȩ
|F |0, która jest równa liczbie kostek w dowolnym podziale dychotomicznym wielokostki F

na kostki w laściwe ([A1, Section 2]). Pomys l wprowadzenia rodziny F̂ w miejsce F jest
rozwiniȩciem g lównej idei dowodu podstawowego twiedzenia pracy [1].

Jak zobaczymy w dalszej czȩści referatu, wiele pytań dotycza̧cych struktury uk ladów kostek
wzajemnie dychotomicznych w istotny sposób porusza nastȩpuja̧ce

Zagadnienie wielokrotnego podzia lu wielokostki. Niech F i G bȩda̧ dwoma po-
dzia lami dychotomicznymi wielokostki F ⊆ X na kostki w laściwe. Jaki zwia̧zek zachodzi miȩdzy
kostkami z podzia lów F i G ? W szczególności, kiedy wielokostka F ma tylko jeden podzia l dy-
chotomiczny?

Parȩ kostek K,G ⊂ X nazywamy para̧ blízniacza̧ lub kostkami blízniaczymi, jeżeli Kj =
Xj \ Gj dla pewnego j ∈ [d] oraz Ki = Gi dla każdego i ∈ [d] \ {j}. Funkcjȩ f : box(X) → R
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taka̧, że dla dowolych dwóch par bliźniaczych A,B oraz C,D takich, że A∪B = C∪D zachodzi
równość

f(A) + f(B) = f(C) + f(D)

nazywamy funkcja̧ addytywna̧. Przestrzeń wszystkich funkcji addytywnych oznaczamy przez
A(X,R). W rozdziale trzecim pracy [A1] zbadane zosta ly podstawowe w lasności funkcji addy-
tywnych. Jednym z g lównych rezultatów dotycza̧cych funkcji addytywnych jest

Twierdzenie 2.1 ([A1, Theorem 3.6]). Niech X bȩdzie d-kostka̧. Dla dowolnych podzia lów
dychotomicznych F i G wielokostki F ⊆ X na kostki w laściwe i dowolnej funkcji f ∈ A(X,R)
zachodzi równość

∑

A∈F

f(A) =
∑

A∈G

f(A).

Twierdzenie 2.1 ma ciekawe zastosowania, zw laszcza te zwia̧zane z zagadnieniem wielokrotnego
podzia lu wielokostki. Pierwsze, o którym tutaj wspomnimy, dotyczy etykietowania diadycz-
nego.

Niech E bȩdzie dowolnym niepustym zbiorem. Dowolna̧ surjekcjȩ λ : box(X) → E taka̧,
że {λ(A), λ(B)} = {λ(C), λ(D)} dla dowolnych dwóch par bliźniaczych A,B i C,D takich, że
A ∪ B = C ∪D nazwamy etykietowaniem diadycznym. Korzystaja̧c z Twierdzenia 2.1 można
udowodnić nastȩpuja̧cy rezultat dotycza̧cy etykietowania diadycznego podzia lów dychotomicz-
nych wielokostek.

Lemat 2.2 ([A1,Proposition 4.1]). Niech X bȩdzie d-kostka̧, a E dowolnym niepustym zbio-
rem. Jeżeli λ : box(X) → E jest etykietowaniem diadycznym, to dla dowolnej wielokostki
F ⊆ X i jej dowolnych podzia lów dychotomicznych F i G na kostki w laściwe zachodzi równość

{λ(A) : A ∈ F} = {λ(A) : A ∈ G }.

Szczególnym rodzajem etykietowania diadycznego jest kod binarny. Dla każdego i ∈ [d]
niech βi : 2Xi \ {∅, Xi} → Z2 bȩdzie funkcja̧ spe lniaja̧ca warunek

βi(Ai) + βi(Xi \ Ai) = 1 dla każdego Ai ∈ 2Xi \ {∅, Xi}. (2.1)

Funkcja β : box(X) → Z
d
2 dana wzorem β(A) = (β1(A1), . . . , βd(Ad)) jest, wobec wa-

runku (2.1), etykietowaniem diadycznym. Etykietowanie β nazywamy kodem binarnym rodziny
box(X). Na mocy Lematu 2.2, dla dowolnych podzia lów dychotomicznych F i G wielokostki
F ⊆ X na kostki w laściwe zachodzi równość

{β(A) : A ∈ F} = {β(A) : A ∈ G }. (2.2)

Powyższa równość wskazuje na zwia̧zek miȩdzy kostkami podzia lów F i G poruszany w za-
gadnieniu wielokrotnego podzia lu: po zakodowaniu kostek podzia lów F i G za pomoca̧ kodu
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β, zbiór kodów zero-jedynkowych obu podzia lów jest identyczny. Podobnie jak w przypadku
równości |F | = |G |, równość kodów binarnych  latwo wyt lumaczyć, gdy podzia l F jest roz-
szerzalny do podzia lu minimalnego. Jednak dla podzia lów, których nie można rozszerzyć do
podzia lu minimalnego, fakt ten jest wysoce nieoczywisty (wydaje siȩ, że nawet w przypadku po-
dzia lów rozszerzalnych równość (2.2) jest zaskakuja̧ca). W rozdziale pia̧tym pracy [A1] podane
sa̧ przyk lady kodów binarnych.

Kolejnym niezmiennikiem podzia lów dychotomicznych wielokostki F ⊆ X omawianym w
pracy [A1] jest jej indeks. Definicja indeksu, podana na pocza̧tku rozdzia lu szóstego pracy [A1],
odwo luje siȩ do pewnej szczególnej funkcji addytywnej. Niech C = C1 × · · · × Cd ∈ box(X) i
niech dla każdego i ∈ [d] funkcja φCi

: 2Xi \ {Xi, ∅} → R dana bȩdzie wzorem

φCi
(Ai) = [Ai = Ci] − [Ai = Xi \ Ci].

Przyjmuja̧c φXi
≡ 1 dla każdego i ∈ [d],  latwo jest sprawdzić, że dla każdego C ∈ Box(X)

funkcja φC : box(X) → R dana wzorem

φC(A) = φC1
(Ai) · · ·φCd

(Ad)

jest addytywna. Jeżeli F jest podzia lem dychotomicznym wielokostki F ⊆ X, to liczbȩ

Ind(F , C) =
∑

A∈F

φC(A) (2.3)

nazywamy indeksem podzia lu F wzglȩdem kostki C. Jeżeli φ̃C jest przed lużeniem funkcji φC

na zbiór 2X \ {∅}, to liczbȩ

ind(F,C) =
∑

A∈F

φ̃C(A), (2.4)

nazywamy indeksem wielokostki F wzglȩdem kostki C.
Niech C ∈ Box(X), I = {i1 < · · · < in} ⊆ [d] oraz CI = Ci1 × · · · × Cin . Dla ε ∈ Z

d
2

niech Cε = Cε1
1 × · · · × Cεd

d , gdzie Cεi
i = Ci dla εi = 0 i Cεi

i = Xi \ Ci dla εi = 1. Podzia l
dychotomiczny CC = {Cε 6= ∅ : ε ∈ Z

d
2} nazywamy podzia lem prostym (Rysunek 5). Niech

I = i(C) = {i ∈ [d] : Ci 6= Xi}. Każdemu elementowi podzia lu C = CC przypiszmy znak + lub
− w nastȩpuja̧cy sposób: kostki A,B ∈ C sa̧ tego samego znaku, jeżeli B = Aε oraz (−1)|ε| = 1,
gdzie |ε| =

∑d
i=1 εi. (To znaczy, istnieje zbiór J ⊆ [d] zawieraja̧cy parzyście wiele elementów

taki, że Ai = Xi \Bi dla każdego i ∈ J oraz Ai = Bi dla i ∈ [d]\J .) Określmy na C relacjȩ ≈ w
ten sposób, że A ≈ B wtedy i tylko wtedy, gdy A i B maja̧ ten sam znak. Relacja ≈ jest relacja̧
równoważności na zbiorze C o dwóch klasach abstrakcji. Kostkom klasy abstrakcji relacji ≈
do której należy kostka C przypiszmy znak + i oznaczmy zbiór kostek ze znakiem + przez C +.
Kostkom z drugiej klasy abstrakcji przypisujemy znak − i zbiór tych kostek oznaczymy przez
C −. Niech F ⊆ X bȩdzie wielokostka̧, a F jej podzia lem dychotomicznym i niech

n+(F , C) = |{A ∈ F : AI ∈ (C +)I}| oraz n−(F , C) = |{A ∈ F : AI ∈ (C −)I}|.

Liczby n+(F , C) i n−(F , C) pozwalaja̧ wyznaczyć indeks wielokostki w nastȩpuja̧cy sposób:
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Lemat 2.3 ([A1, Proposition 6.1]). Niech F bȩdzie podzia lem dychotomicznym wielokostki
F ⊆ X na kostki w laściwe. Dla każdej kostki C ∈ Box(X) \ {X} zachodzi równość

ind(F,C) = Ind(F , C) = n+(F , C) − n−(F , C). (2.5)

Ponadto, ind(F,X) = |F | = |F |0.

Równość (2.5) jest źród lem ważnych i dość niespodziewanych informacji na temat struktury
wielokostek i ich podzia lów. Najciekawsze z nich wymienimy w postaci poniższych czterech
wniosków.

Wniosek 2.4. Niech C ∈ Box(X) \ {X}. Dla dowolnych podzia lów F i G wielokostki F na
kostki w laściwe zachodzi równość Ind(F , C) = Ind(G , C).

Wniosek 2.5. Dla dowolnych podzia lów F i G wielokostki F na kostki w laściwe i dowolnej
kostki C ∈ box(X), jeżeli Int(F , C) = n, to podzia l G zawiera co najmniej |n| kostek z podzia lu
prostego CC.

Jeżeli C jest podzia lem prostym d-kostki X na kostki w laściwe oraz A,B ∈ C , to liczbȩ
d(A,B) = |{i ∈ [d] : Ai = Xi \ Bi}| nazywamy odleg lościa̧ miȩdzy kostkami A i B. Niepusty
zbiór F ∩ C nazywamy sk ladnikiem prostym podzia lu F (Rysunek 5).

1

2
3

Rys. 5. Podzia ly proste i sk ladniki proste.

Wniosek 2.6. Jeżeli F jest podzia lem minimalnym d-kostki X, to Int(F , C) = 0 dla każdej
kostki C ∈ Box(X) \ {X}. W szczególości, dla każdej kostki C ∈ box(X) liczba |F ∩ CC |
jest parzysta. Co wiȩcej, jeżeli F ∩ C jest sk ladnikiem prostym podzia lu F , to F ∩ C =
{A1, B1, . . . , An, Bn}, gdzie dla każdego i ∈ [n] odleg lość d(Ai, Bi) jest liczba̧ nieparzysta̧.

Wniosek 2.7. Niech F bȩdzie podzia lem minimalnym d-kostki X. Jeżeli d > 0 jest liczba̧
parzysta̧, a F ∩ C = {A,B} jest sk ladnikiem prostym podzia lu F , to d(A,B) ≤ d− 1.
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Zauważmy, że dla d nieparzystego istnieja̧ podzia ly minimalne F takie, że d(A,B) = d,
gdzie {A,B} jest sk ladnikiem prostym podzia lu F (Rysunek 5).

Wnioski 2.4 i 2.5 dostarczaja̧ nowych informacji na temat zagadnienia wielokrotnego po-
dzia lu wielokostki: jeżeli Ind(F , C) 6= 0 dla pewnej kostki C ∈ box(X), to w każdym po-
dzia le dychotomicznych G wielokostki F =

⋃

F na kostki w laściwe znajdziemy co najmniej
|Ind(F , C)| > 0 kostek z podzia lu prostego CC . Co wiȩcej, istnieja̧ kostki {C1, . . . , Cn} ⊂
F ∩ CC oraz {Cm1 , . . . , Cmn} ⊂ G ∩ CC , gdzie n = |Ind(F , C)|, takie, że dla każdego i ∈ [n]
odleg lość d(C i, Cmi) jest parzysta.

Rozdzia l szósty pracy [A1] kończy nastȩpuja̧ce kryterium równości wielokostek oparte na
indeksie:

Twierdzenie 2.8 ([A1, Theorem 6.4]). Niech F i G bȩda̧ wielokostkami w d-kostce X. Wielo-
kostki F i G sa̧ równe wtedy i tylko wtedy, gdy ind(F,C) = ind(G,C) dla każdej kostki C ⊆ X.

Na mocy Wniosku 2.6 indeks d-kostki X wzglȩdem dowolnej kostki C ∈ box(X) jest równy
zero. Okazuje siȩ, że d-kostki to nie jedyne wielokostki o tej w lasności. W rozdziale siódmym
pracy [A1] opisano wielokostki F ⊂ X, F 6= X, dla których indeks wzglȩdem dowolnej kostki
jest również równy zero.

Niech F ⊆ X bȩdzie wielokostka̧, F jej podzia lem dychotomicznym na kostki w laściwe i
niech

F (ε) =
⋃

A∈F

Aε,

gdzie, przypomnijmy, że ε ∈ Z
d
2 oraz Aε = Aε1

1 × · · · × Aεd
d , przy czym Aεi

i = Ai dla εi = 0 i
Aεi

i = Xi\Ai dla εi = 1. Wielokostkȩ F nazywamy symetryczna̧, jeżeli istnieje ε ∈ Z
d
2\{0} takie,

że F (ε) = F . Niech i(C) = {i ∈ [d] : Ci 6= Xi} dla C ∈ Box(X) oraz supp(ε) = {i ∈ [d] : εi = 1}.
G lównym rezultatem rozdzia lu siódmego pracy [A1] jest nastȩpuja̧ce twierdzenie o indeksie
wielokostek symetrycznych:

Twierdzenie 2.9 ([A1, Theorem 7.5]). Niech F ⊆ X bȩdzie wielokostka̧ w d-kostce X i niech
ε ∈ Z

d
2 \ {0}. Jeżeli F (ε) = F , to ind(F,C) ≡ 0 modulo 2 dla każdej kostki C ∈ Box(X) \ {X}.

Jeżeli ponadto zbiór i(C) ∩ supp(ε) liczy nieparzyście wiele elementów, to ind(F,C) = 0.

1

2
3

Rys. 6. Wielokostki symetryczne.
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Obie wielokostki przedstawione na Rysunku 6 sa̧ symetryczne. Dla wielokostki po lewej stronie
zachodzi równość F ((1,1,0)) = F , a dla wielokostki po prawej stronie mamy G((1,1,1)) = G .

W przypadku podzia lów dychotomicznych wielokostki F na kostki w laściwe, istotne z punktu
widzenia zagadnień zwia̧zanych z hipoteza̧ Kellera jest wyznaczenie warunków, przy których
wielokostka ma tylko jeden podzia l na kostki dychotomiczne. Wielokostkȩ F nazywamy sztywna̧,
jeżeli ma tylko jeden podzia l na kostki wzajemnie dychotomiczne. Zauważmy, że jeżeli F

jest podzia lem dychotomicznym sztywnej wielokostki F , to F może zawierać jedynie kostki
w laściwe. W sczególności, F nie może zawierać par bliźniaczych (to znaczy, par kostek
K,G ⊂ X takich, że Kj = Xj \ Gj dla pewnego j ∈ [d] oraz Ki = Gi dla wszystkich
i ∈ [d] \ {j}). W pracy [26], J. Lagarias i P. Shor postawili hipotezȩ dotycza̧ca̧ sztywności
uk ladów kostek jednostkowych w przestrzeni Rd, która̧ przedstawimy w jȩzyku wielokostek i
ich podzia lów dychotomicznych:

Hipoteza o sztywności (Lagarias, Shor) Niech F bȩdzie podzia lem minimalnym d-
kostki X takim, że każdy sk ladnik prosty F ∩C podzia lu F liczy dok ladnie dwa elementy. Dla
dowolnych K1 ∈ F ∩ C 1, . . . , K2d−1

∈ F ∩ C 2d−1

wielokostka

F =
2d−1

⋃

k=1

Ki

jest sztywna.

Hipoteza o sztywności zosta la pozytywnie rozstrzygniȩta w rozdziale ósmym pracy [A1].
Poniższe twierdzenie o sztywności wielokostek uzyskane w [A1] jest znacznie ogólniejsze niż
hipoteza Lagariasa i Shora.

Twierdzenie 2.10 ([A1, Theorem 8.2]). Niech F bȩdzie podzia lem dychotomicznym wielo-
kostki F ⊂ X na kostki w laściwe. Jeżeli

|Ind(F , C)| = |F ∩ CC |

dla każdego C ∈ box(X), to wielokostka F jest sztywna.

W dowodzie Twierdzenia 2.10 rozpatrujemy w miejsce podzia lu F nowa̧ rodzinȩ kostek
wzajemnie dychotomicznych E (F ) = {K̆ : K ∈ F}. Kostki równodope lnicze K̆, K̆ ∈ E (F ),

posiadaja̧ wszystkie w lasności kostek K̂, K̂ ∈ F̂ . Dodatkowo maja̧ one w lasności, które nie
przys luguja̧ kostkom z rodziny F̂ . Najważniejsza̧ z nich, w kontekście dowodu Twierdzenia
2.10, jest w lasność mówia̧ca, że jeżeli Ğ ⊂

⋃

E (F ), D jest podzia lem prostym d-kostki Ğ
oraz K̆ ∩ Ğ, H̆ ∩ Ğ ∈ D dla pewnych dwóch kostek K̆, H̆ ∈ E (F ), to istnieje podzia l prosty
C d-kostki X taki, że K,H ∈ C . Kostki równodope lnicze sa̧ bardzo efektywnym narzȩdziem
s luża̧cym do badania struktury podzia lów dychotomicznych. W rozdziale dziesia̧tym pracy [A1]
wprowadzona zosta la jeszcze ogólniejsza struktura zwia̧zana z kostkami równodope lniczymi.
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Rozpatruja̧c wzajemne po lożenie dwóch kostek dychotomicznych K = K1 × · · · × Kd i
G = G1 × · · · × Gd zawartych w d-kostce X istotne sa̧ jedynie trzy wzajemne relacje zbiorów
Ki i Gi dla każdego i ∈ [d]: Ki = Gi, Ki = Xi \ Gi oraz Ki 6∈ {Gi, Xi \ Gi}, przy czym
Kj = Xj \Gj dla pewnego j ∈ [d]. Czȩsto nie jest ważne jaka jest natura zbiorów Ki oraz Gi, a
nawet sam fakt, że sa̧ to w ogóle zbiory. Możemy zatem w miejsce napisów K = K1×· · ·×Kd,
G = G1×· · ·×Gd rozpatrywać cia̧gi k = k1 . . . kd, g = g1 . . . gd, gdzie symbole k1, . . . kd, g1, . . . , gd
sa̧ elementami pewnego ustalonego zbioru S, na którym określona jest bijekcja s → s′ taka, że
s 6= s′ oraz (s′)′ = s dla s ∈ S. Cia̧gi k i g bȩda̧ kodowa ly kostki dychotomiczne K i G, jeżeli
ki = gi o ile Ki = Gi, ki = g′i, jeżeli Ki = Xi \ Gi oraz ki 6∈ {gi, g

′
i}, jeżeli Ki 6∈ {Gi, Xi \ Gi}.

W miejsce podzia lów dychotomicznych wielokostek możemy zatem rozpartywać zbiory z lożone
ze s lów zapisanych za pomoca̧ liter z pewnego alfabetu.

Formalnie alfabetem nazywamy zbiór S z lożony z dowolnych obiektów. Elementy alfabetu
nazywamy literami. Dope lnieniem w alfabecie S nazywamy dowolna̧ bijekcjȩ s → s′ taka̧, że
s 6= s′ oraz (s′)′ = s dla s ∈ S. S lowem d lugości d nazywamy dowolny cia̧g s1 . . . sd liter
alfabetu S. Zbiór wszystkich s lów d lugości d oznaczamy przez Sd. Dwa s lowa v, w ∈ Sd sa̧
dychotomiczne, jeżeli vj = w′

j dla pewnego j ∈ [d]. Zbiór V ⊂ Sd nazywamy kodem (wielokostki)
lub genomem (wielokostki), jeżeli każde dwa s lowa w zbiorze V sa̧ dychotomiczne.

Niech X bȩdzie d-kostka̧. Dla każdego i ∈ [d] niech funkcja fi : S → box(Xi) bȩdzie taka,
że fi(s

′) = Xi \ fi(s) i niech funkcja f : Sd → box(X) bȩdzie dana wzorem

f(s1 . . . sd) = f1(s1) × · · · × fd(sd). (2.6)

O każdej funkcji zadanej wzorem (2.6) powiemy, że zachowuje dope lniczość. Jeżeli V ⊆ Sd,
a f zachowuje dope lniczość, to zbiór f(V ) = {f(v) : v ∈ V } nazywamy realizacja̧ zbioru V .
Realizacja jest dok ladna, jeżeli vi 6∈ {wi, w

′
i} implikuje fi(vi) 6∈ {fi(wi), fi(w

′
i)}. Jeżeli V ⊂ Sd

jest kodem, to realizacja f(V ) jest podzia lem dychotomicznym wielokostki
⋃

f(V ) na kostki
w laściwe f(v), v ∈ V . Jak pokazano na Rysunku 7 realizacje kodu V moga̧ być istotnie różne.

Rys. 7 Dwie realizacje (dok ladne) kodu V = {aaa, a′a′a′, ba′a, b′a′a, aba′, ab′a′, a′ab, a′ab′}. W realizacji f(V )

po lewej stronie, funkcja f : {a, a′, b, b′}3 → box([0, 1]3) zachowuja̧ca dope lniczość jest określona nastȩpuja̧co:

fi(a) = [0, 1/2) dla i = 1, 2, f3(a) = [1/2, 1], f1(b) = [0, 1/4) oraz fi(b) = [0, 3/4) dla i = 2, 3.

Rozpatrywanie kodów wielokostek w miejsce podzia lów dychotomicznych pozwalala na bada-
nie struktury uk ladów kostek wzajemnie dychotomicznych w pe lnej ogólności, bez potrzeby
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odwo lywania siȩ do konkretnej realizacji. Kod wielokostki jest zbiorem s lów napisanych w abs-
trakcyjnym alfabecie S, który może być interpretowany wedle w lasnych potrzeb. Określaja̧c
odleg lość miȩdzy s lowami v, w ∈ Sd wzorem d(v, w) = |{i ∈ [d] : vi = w′

i}| możemy traktować
zbiór V jak kod, w którym dla dowolnych dwóch s lów v, w ∈ V zachodzi nierówność d(v, w) ≥ 1.

K. Corrádi i S. Szabó kodowali uk lady kostek jednostkowych w przestrzeni Rd za pomoca̧
s lów zapisanych w alfabecie S = {0, 1, 2, 3} ([6]). S lowa w zbiorze Sd sa̧ tam traktowane jako
wierzcho lki grafu, w którym dwa wierzcho lki v, w ∈ Sd sa̧ po la̧czone, jeżeli istnieja̧ i, j ∈ [d],
i 6= j, takie, że vi 6= wi oraz vj 6= wj, a ponadto |vi − wi| = 2 lub |vj − wj| = 2. Taki
graf nazywamy d-wymiarowym grafem Kellera. Zwróćmy uwagȩ, że przyjmuja̧c w alfabecie S
relacjȩ dope lniczości 0′ = 2 oraz 1′ = 3, każda klika w grafie Kellera staje siȩ kodem wielokostki,
to znaczy, zbiorem s lów d lugości d napisanych w alfabecie S, w którym każde dwa s lowa sa̧
dychotomiczne.

W znacznie szerszym zakresie kody kostek jednostkowych w przestrzeni Rd rozpatrywane sa̧
przez Lagariasa i Shora w dwóch pracach [25, 26]. W obu pracach bardzo istotna̧ rolȩ odgrywaja̧
dwa szczególne kody V,W ⊂ {0, 1, 2, 3}4 o tej w lasności, że uk lady kostek jednostkowych w
przestrzeni R

4 ‘zrealizowane’ na podstawie kodów V i W wyznaczaja̧ ten sam podzbiór w
R

4. (Kody te stanowia̧ podstawȩ konstrukcji kontrprzyk ladów dla hipotezy Kellera.) Kody
V i W maja̧ tȩ w lasność, że dla każdej funkcji f zachowuja̧cej dope lniczość zachodzi równość
⋃

f(V ) =
⋃

f(W ). Takie kody sa̧ interesuja̧ce ze wzglȩdu na ich zwia̧zek z zagadnieniem
wielokrotnego podzia lu wielokostki F =

⋃

f(V ).
Niech S bȩdzie alfabetem z dope lnieniem. Dwa kody V,W ⊆ Sd sa̧ równoważne, jeżeli

⋃

f(V ) =
⋃

f(W ) dla każdej funkcji f zachowuja̧cej dope lniczość. Zauważmy, że jeżeli kody
V,W ⊆ Sd sa̧ równoważne, to |V | = |W |. Mówimy, że s lowo w ∈ Sd jest nakryte przez
zbiór V ⊆ Sd, co zapisujemy w ⊑ V , jeżeli f(w) ⊆

⋃

f(V ) dla każdej funkcji f zachowuja̧cej
dope lniczość. Jeżeli W ⊆ Sd oraz w ⊑ V dla każdego w ∈ W , to mówimy, że zbiór W jest
nakryty przez zbiór V co zapisujemy W ⊑ V . Równoważność dwóch kodów możemy zatem
wyrazić za pomoca̧ relacji nakrywania: kody V,W ⊆ Sd sa̧ równoważne wtedy i tylko wtedy,
gdy V ⊑ W oraz W ⊑ V .

W rozdziale dziesia̧tym pracy [A1] badane sa̧ w lasności kodów, ich realizacji oraz relacji
nakrywania. Poniżej przedstawiȩ g lówne rezultaty uzyskane w tamtym rozdziale.

Niech S bȩdzie alfabetem z dope lnieniem. Do zbioru S do la̧czymy specjalna̧ literȩ ∗. Zbiór
S ∪ {∗} oznaczymy przez ∗S. Wyja̧tkowość litery ∗ polega na tym, że dla dowolnej funkcji
f = f1 × · · · × fd zachowuja̧cej dope lniczość, dowolnej d-kostki X = X1 × · · · × Xd i każdego
i ∈ [d] zawsze zachodzi równość fi(∗) = Xi, podczas gdy fi(s) ∈ box(Xi) dla każdego s ∈ S.

Niech

ES = {B ⊂ S : |{s, s′} ∩B| = 1 dla s ∈ S},

Es = {B ∈ ES : s ∈ B} oraz E∗ = ES.

Realizacja̧ równodope lnicza̧ s lowa v ∈ (∗S)d nzywamy kostkȩ v̆ = Ev1 × · · · × Evd zawarta̧ w
d-kostce (ES)d = ES × · · · ×ES. Realizacja̧ równodope lnicza̧ kodu V nazywamy zbiór E(V ) =
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{v̆ : v ∈ V }. Kostki realizacji E(V ) maja̧ dok ladnie te same w lasności co wcześniej wspomniane
kostki realizacji E (F ). W szczególności, jeżeli alfabet S jest skończony, s1, . . . , sn ∈ S oraz
si 6∈ {sj, s

′
j} dla każdego i 6= j, wtedy

|Es1 ∩ · · · ∩ Esn| = (1/2n)|ES|. (2.7)

Na mocy (2.7), jeżeli V ⊆ Sd, to kostki rodziny E(V ) sa̧ tej samej liczności: |Evi| =
(1/2)|ES| dla każdego i ∈ [d], a zatem |v̆| = (1/2d)|ES|d dla v̆ ∈ E(V ). Wynika sta̧d, że kostki
v̆, w̆ ⊂ (ES)d sa̧ dychotomiczne wtedy i tylko wtedy, gdy v̆∩w̆ = ∅. (Realizacja równodope lnicza
kodów jest wykorzystana w pracy [A4] dotycza̧cej hipotezy Kellera w wymiarze siedem.)

Niech v, w ∈ Sd i niech

g(v, w) =
n
∏

i=1

(2[vi = wi] + [vi 6∈ {wi, w
′
i}]),

gdzie [p] = 1, jeżeli zdanie p jest prawdziwe oraz [p] = 0, jeżeli p jest fa lszywe. Rozstrzygniȩcie
czy kody V i W sa̧ równoważne w oparciu o definicjȩ równoważności kodów lub definicjȩ relacji
nakrywania może być trudne. W rozdziale dziesia̧tym pracy [A1] podajemy wygodne kryteria
rozstrzygaja̧ce czy s lowo v jest nakryte przez kod V .

Twierdzenie 2.11 ([A1, Theorem 10.4]). Niech v ∈ Sd i niech V ⊆ Sd bȩdzie kodem. Wtedy

w̆ ⊆
⋃

E(V ) ⇔ w ⊑ V ⇔
∑

v∈V

g(v, w) = 2d. (2.8)

Twierdzenie 2.11 dostarcza dwóch kryteriów równoważności kodów, które sformu lujemy w
poniższych dwóch wnioskach.

Wniosek 2.12. Kody V,W ⊆ Sd sa̧ równoważne wtedy i tylko wtedy, gdy
⋃

E(V ) =
⋃

E(W ).

Wniosek 2.13. Kody V,W ⊆ Sd sa̧ równoważne wtedy i tylko wtedy, gdy
∑

v∈V g(v, w) = 2d

dla każdego w ∈ W oraz
∑

w∈W g(w, v) = 2d dla każdego v ∈ V .

Pierwsze z przedstawionych wyżej kryteriów jest użyteczne w rozważaniach geometrycznych,
natomiast drugie jest przydatne w obliczeniach komputerowych. Oba kryteria sa̧ wykorzystane
w istotny sposób w pracy [A4].

Kolejne kryterium równoważności kodów ma charakter algebraiczny i nawia̧zuje do roz-
dzia lu dziewia̧tego pracy [A1]. Niech S+ oraz S− bȩda̧ roz la̧cznymi podzbiorami alfabetu S z
dope lnieniem takimi, że S− = {s′ : s ∈ S+} i S = S+ ∪ S−. Niech Z[∗S] bȩdzie pierścieniem
generowanym przez zbiór ∗S = S ∪ {∗} i niech R bȩdzie pierścieniem otrzymanym z Z[∗S]
przez identyfikacjȩ każdego elementu s ∈ S− z elementem ∗ − s′. Wtedy każde s lowo v ∈ Sd

może zostać jednoznacznie zapisane w postaci formalnej sumy v+ s lów ze zbioru (∗S+)d, gdzie
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∗S+ = S+ ∪ {∗}. Na przyk lad, po identyfikacji liter b′ i a′ z wyrażeniami ∗ − b i ∗ − a, odpo-
wiednio, s lowo v = ab′a′ jest identyfikowane z wyrażeniem postaci a(∗ − b)(∗ − a) ∈ R, które
nastȩpnie identyfikujemy z formalna̧ suma̧ v+ = a∗∗−a∗a−ab∗+aba bȩda̧ca̧ z kolei elementem
modu lu wolnego Z∗S+ ⊂ R. Jeżeli V ⊂ Sd, to V ⊕ =

∑

v∈V v+ ∈ Z∗S+. Na przyk lad, dla
V = {aa′b, aab} mamy a(∗−a)b+aab = a∗ b−aab+aab = a∗ b, a zatem V ⊕ = a∗ b. Zachodzi
nastȩpuja̧ce kryterium równoważności kodów.

Twierdzenie 2.14 ([A1, Theorem 10.1]). Kody V,W ⊆ Sd sa̧ równoważne wtedy i tylko
wtedy, gdy W⊕ = V ⊕.

Podobnie jak w przypadku podzia lów dychotomicznych F wielokostek F ⊆ X, definiujemy
indeks kodu W ⊆ Sd. Niech u ∈ (∗S)d i niech funkcja φu : Sd → R dana bȩdzie wzorem

φu(w) =
d
∏

i=1

([ui = wi] − [ui = w′
i] + [ui = ∗]).

Indeksem kodu W wzglȩdem s lowa u nazywamy liczbȩ

Ind(W,u) =
∑

w∈W

φu(w).

Zachodzi twierdzenie analogiczne do Twierdzenia 2.8:

Twierdzenie 2.15 ([A1, Theorem 10.2]). Kody V,W ⊆ Sd sa̧ równoważne wtedy i tylko
wtedy, gdy

Ind(V, u) = Ind(W,u)

dla każdego u ∈ (∗S)d.

Dowód Twierdzenia 2.10 pokazuje, że jeżeli Ğ ⊂
⋃

E (F ) oraz Ğ 6∈ E (F ), to istnieja̧
kostki K,H ∈ F takie, że Ki = Hi lub Ki = Xi \ Hi dla każdego i ∈ [d], a ponadto liczba
|{i ∈ [d] : Ki = Xi \ Hi}| jest nieparzysta. W lasność tȩ możemy opisać także za pomoca̧
indeksu kodu i relacji nakrywania. W tym celu, na wzór podzia lu prostego, definiujemy kod
(podzia lowy) prosty C ⊂ (∗S)d, w którym każde dwa s lowa sa̧ dychotomiczne, dla dowolnych
v, w ∈ C i dowolnego i ∈ [d] zachodzi równość vi = wi lub vi = w′

i o ile wi 6= ∗ oraz każda
realizacja f(C) jest podzia lem dychotomicznym d-kostki X. Jeżeli W jest kodem, a C kodem
prostym takim, że C ∩ W 6= ∅, to zbiór C ∩ W nazywamy sk ladnikiem prostym kodu W .
Niech Cw ⊂ Sd bȩdzie kodem prostym takim, że w ∈ Cw. Poniższe twierdzenie podaje istotna̧
w lasność kodów nakrywaja̧cych s lowa ze zbioru Sd.

Twierdzenie 2.16 ([A1, Theorem 10.6]). Jeżeli W ⊆ Sd jest kodem, a q ∈ Sd s lowem takim,
że q ⊑ W oraz q 6∈ W , to istnieje s lowo w ∈ W takie, że Ind(W,w) < |Cw ∩W |.
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Z Twierdzenia 2.16 wynika, że pewien sk ladnik prosty Cw ∩ W każdego kodu W ⊆ Sd

nakrywaja̧cego co najmniej jedno s lowo nie należa̧ce do W zawiera dwa s lowa v = v1 . . . vd i
u = u1 . . . ud takie, że

|{i ∈ [d] : vi = u′
i}| ≡ 1 modulo 2. (2.9)

W lasność (2.9) stanowi podstawȩ obliczeń w pracy [A4], w której rozpatrywana jest hipoteza
Kellera w wymiarze siedem.

Zachodza̧ analogiczne twierdzenia dotycza̧ce indeksów kodów wielokostek do twierdzeń do-
tycza̧cych indeksów podzia lów dychotomicznych wielokostek. Na przyk lad, jeżeli kod V ⊆ Sd

liczy 2d s lów, czyli jest to kod podzia lu minimalnego, to Ind(V,w) = 0 dla każdego w ∈ Sd.
Oznacza to, że każdy sk ladnik prosty C ∩V kodu podzia lowego V ⊆ Sd zawiera parzyście wiele
s lów.

Szczególnie ciekawie przedstawia siȩ możliwość rekonstrukcji kodu na podstawie jego frag-
mentu. Powiemy, że kod W jest sztywny, jeżeli nie istnieje kod wielokostki V równoważny z W i
taki, że V 6= W . Z Twierdzenia 2.10 wynika, że jeżeli w każdym sk ladniku prostym C∩W kodu
W odleg lość d(v, u) = |{i ∈ [d] : vi = u′

i}| miȩdzy dwoma dowolnymi s lowami v, u ∈ C ∩W jest
liczba̧ parzysta̧, to kod jest sztywny. Można zatem w każdym kodzie W wyróżnić (być może na
wiele sposobów) taki jego podzbiór W+, że każdy kod V równoważny z W zawieraja̧cy zbiór
s lów W+ jest identyczny z W . Wystarczy w tym celu zaopatrzyć każde s lowo v ∈ Sd w znak.
Aby to zrobić, tak jak poprzednio dzielimy alfabet S na dwie roz la̧czne czȩści S− oraz S+, gdzie
S− = {s′ : s ∈ S+}. Niech sgn(s) = +1 dla każdego s ∈ S+ oraz sgn(s) = −1 dla każdego
s ∈ S−. Jeżeli v ∈ Sd, to liczbȩ σ(v) = sgn(v1) · · · sgn(vd) nazywamy znakiem s lowa v. Kod W
rozpada siȩ na dwie czȩści:

W+ = {w ∈ W : σ(w) = +1} oraz W− = {w ∈ W : σ(w) = −1}.

Kody W+ i W− określaja̧ kod W w nastȩpuja̧cym sensie:

Twierdzenie 2.17 ([A1, Theorem 10.7]). Jeżeli V,W ⊆ Sd sa̧ kodami równoważnymi oraz
W+ ⊆ V , to V = W .

Dowód tego twierdzenia jest natychmiastowy: niech v ∈ V \W+. Wtedy v ⊑ W−. Jeżeli
v 6∈ W−, to na mocy Twierdzenia 2.16 zbiór W− zawiera dwa s lowa o przeciwnych znakach, co
jest sprzeczne z definicja̧ kodu W−.

Twierdzenie 2.17 mówi, że każdy kod W ⊂ Sd jest zdeterminowany przez swoje sztywne
czȩści W+ i W−. Oznacza to, że jeżeli znane sa̧ kody W+ lub W− oraz znana jest wielokostka
⋃

E(W ), to możemy, przynajmniej teoretycznie, odtworzyć ca ly kod W . W szczególności,
dowolny kod W ⊆ Sd podzia lu minimalnego, to znaczy taki, że |W | = 2d, jest ca lkowicie
zdeterminowany przez kody W+ i W−. W tym wypadku nie musimy znać wielokostki

⋃

E(W ).
Wystarczy uzupe lnić W+ lub W− do kodu licza̧cego 2d s lów. Wtedy, wobec Twierdzenia 2.17,
zawsze otrzymamy kod W ([A1, Theorem 11.3]).

Na zakończenie tej czȩści referatu poświȩconej pracy [A1], przedstawiȩ rozk lad teselacji
2-okresowej przestrzeni Rd kostka̧ jednostkowa̧ na dwie czȩści sztywne. Teselacjȩ [0, 1)d + T
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przestrzeni Rd kostka̧ jednostkowa̧ nazywamy 2-okresowa̧, jeżeli T +2z = T dla każdego z ∈ Z
d.

Niech S = [−1, 1) bȩdzie alfabetem z dope lnieniem określonym w nastȩpujȩcy sposób: s i s′ sa̧
dope lnicze wtedy i tylko wtedy, gdy |s−s′| = 1. S lowa t ∈ Sd zapiszemy w postaci wektorów t =
(t1, . . . , td). Jak pokazano na pocza̧tku referatu, podzia l F = {([0, 1)d + t)∩ [0, 1]d 6= ∅ : t ∈ T}
jest podzia lem minimalnym kostki [0, 1]d. Wobec tego zbiór W = {t ∈ T : ([0, 1)d + t)∩ [0, 1]d 6=
∅} jest kodem podzia lu F . Niech

T+ = W+ + 2Zd oraz T− = W− + 2Zd.

Poniższe twierdzenie, które jest zarazem ostatnim twierdzeniem pracy [A1], pokazuje, że
podobnie jak na szachownicy pola bia le jednoznacznie wyznaczaja̧ pola czarne i na odwrót, w
dowonej teselacji 2-okresowej rodziny kostek [0, 1)d +T+ i [0, 1)d +T− określaja̧ siȩ wzajemnie.

Twierdzenie 2.18 ([A1, Theorem 11.6]). Niech [0, 1)d+T bȩdzie teselacja̧ 2-okresowa̧. Jeżeli
([0, 1)d + z) ∩ ([0, 1)d + t) = ∅ dla każdego t ∈ T+, to z ∈ T−.

3 Teselacje przestrzeni Rd klastrem kostek

W tej czȩści omówiona zostanie praca [A2].

Niech [0, 1)d + P , P ⊂ R
d, bȩdzie rodzina̧ kostek, w której każde dwie kostki spe lniaja̧

warunek Kellera (1.1). Zbiór C =
⋃

([0, 1)d + P ) nazywamy klastrem (kostek jednostkowych).
Teselacja̧ przestrzeni Rd klastrem C nazywamy zbiór C + T = {C + t : t ∈ T}, gdzie T ⊂ R

d,
(C + t) ∩ (C + t′) = ∅ dla dowolnych t, t′ ∈ T oraz

⋃

(C + T ) = R
d.

Zagadnienie istnienia teselacji przestrzeni Rd (lub jej podzbioru) za pomoca̧ klastrów kostek
jednostkowych, w których na ogó l zak lada siȩ, że P ⊂ Z

d, jest przedmiotem intensywnych badań
([14, 16, 36, 37]). O ile klasyczne zagadnienia z zakresu teselacji klastrami koncentuja̧ siȩ wokó l
pytania czy teselacja danym klastrem w ogóle istnieje, to w pracy [A2] rozważany jest pewien
problem dotycza̧cy struktury teselacji przestrzeni Rd przy użyciu klastra kostek jednostkowych.

Jeżeli G jest podgrupa̧ grupy Z
d, to powiemy, że teselacja [0, 1)d + T jest G-niezmiennicza,

jeżeli T + g = T dla każdego g ∈ G. Niech m = (m1, . . . ,md) ∈ N
d. Teselacjȩ [0, 1)d + T

przestrzeni Rd nazywamy m-okresowa̧, jeżeli jest ona G-niezmiennicza ze wzglȩdu na dzia lanie
grupy G = m1Z× · · · ×mdZ.

G lównym rezultatem pracy [A2] jest

Twierdzenie 3.1 ([A2, Theorem 1]). Niech m = (m1, . . . ,md) ∈ N
d, G bȩdzie podgrupa̧

grupy Z
d taka̧, że m1Z×· · ·×mdZ ⊆ G i niech [0, 1)d +T bȩdzie teselacja̧ przestrzeni Rd, która

jest G-niezmiennicza. Ponadto, dla każdego i ∈ [d] niech Gi = G ∩ Zei, gdzie ei jest i-tym
elementem bazy standardowej oraz µi = |Z/Gi|. Wtedy dla każdego t ∈ T liczba |T ∩ (t+Z

d)∩
[0,m1) × · · · × [0,md)| jest podzielna przez GCD(µ1, . . . , µd)|G/m1Z× · · · ×mdZ|.

(Niestety w sformu lowaniu powyższego twierdzenia w pracy [A2], a także w jego opisie
umieszczonym w abstrakcie, wkrad l siȩ b la̧d: zamiast GCD(µ1, . . . , µd)|G/m1Z × · · · × mdZ|
jest GCD(µ1, . . . , µd)|G|.)

16



Teselacja opisana w Twierdzeniu 3.1, która na mocy warunku m1Z×· · ·×mdZ ⊆ G jest m-
okresowa, wyznacza jednocześnie teselacjȩ przestrzeni Rd klastrem kostek C =

⋃

([0, 1)d + G).
Twierdzenie 3.1 wygodnie jest sformu lować w równoważnej postaci dotycza̧cej teselacji p laskiego
torusa. W tym celu określamy dzia lanie dodawamia ⊕ modulo m: jeżeli x, y ∈ [0,m1) × · · · ×
[0,md), to x ⊕ y = ((x1 + y1) mod m1, . . . , (xd + yd) mod md). Kostkȩ [0,m1) × · · · × [0,md)
wraz z dodawaniem ⊕ nazywamy torusem (p laskim) i oznaczamy T

d
m

. Kostka̧ jednostkowa̧
w T

d
m

nazywamy zbiór [0, 1)d ⊕ t, gdzie t ∈ T
d
m

. Jeżeli T ⊂ T
d jest zbiorem takim, że dla

dowolnych t, t′ ∈ T kostki [0, 1)d ⊕ t, [0, 1)d ⊕ t′ sa̧ roz la̧czne oraz
⋃

([0, 1)d ⊕ T ) = T
d
m

, to
rodzinȩ T = {[0, 1)d⊕ t : t ∈ T} nazywamy teselacja̧ torusa T

d
m

kostka̧ jednostkowa̧. O zbiorze
T mówimy, że wyznacza teselacjȩ T . Teselacja m-okresowa przestrzeni Rd określa teselacjȩ
torusa T

d
m

i na odwrót. Niech Z
d
m

= Zm1
×· · ·×Zmd

. Teselacjȩ torusa T
d
m

postaci C = {[0, 1)d⊕
t⊕ z : z ∈ Z

d
m
}, gdzie t ∈ T

d
m

, nazywamy teselacja̧ prosta̧. Jeżeli T = [0, 1)d ⊕ T jest teselacja̧
torusa T

d
m

kostka̧ jednostkowa̧, to sk ladnikiem prostym zbioru T nazywamy każdy niepusty zbiór
T ∩(t⊕Z

d
m

), gdzie t ∈ T (teselacja przedstawiona na Rysunku 8 ma dwa sk ladniki proste: T1 =
{(0, 0, 0), (0, 0, 1), (1, 1, 0), (1, 1, 1)} oraz T2 = {(1, 0, 3/8), (1, 0, 11/8), (0, 1, 3/8), (0, 1, 11/8)}).
Jeżeli T 1, . . . , T k sa̧ wszystkimi sk ladnikami prostymi zbioru T , to T = T 1 ∪ · · · ∪ T k oraz dla
każdego i ∈ [k] istnieje ti ∈ T takie, że T i = T ∩ (ti ⊕ Z

d
m

). Teselacjȩ T możemy zatem
przedstawić w postaci sumy jej sk ladników prostych: T = T ∩ C 1 ∪ · · · ∪ T ∩ C k, gdzie
C i = {[0, 1)d ⊕ ti ⊕ z : z ∈ Z

d
m
} oraz T ∩ C i = {[0, 1)d ⊕ t : t ∈ T i} dla i ∈ [k].

1

3
2

C =

Rys. 8. Teselacja T = [0, 1)3 ⊕ T torusa T
3
2
, 2 = (2, 2, 2), gdzie zbiór T = {(0, 0, 0), (0, 0, 1), (1, 1, 0), (1, 1, 1),

(1, 0, 3/8), (1, 0, 11/8), (0, 1, 3/8), (0, 1, 11/8)} jest G-niezmienniczy ze wzglȩdu na dzia lanie grupy G = {(0, 0, 0),

(1, 1, 1)}. Jednocześnie jest to teselacja T̃ = C ⊕ R torusa T
3
2

klastrem C =
⋃

([0, 1)3 ⊕ G), gdzie R =

{(0, 0, 0), (0, 0, 1), (1, 0, 3/8), (1, 0, 11/8)}.

Niech G bȩdzie podgrupa̧ grupy Z
d
m

i niech Ct =
⋃

{[0, 1)d ⊕ t ⊕ g : g ∈ G}, gdzie t jest
dowolnym ustalonym elementem zbioru T

d
m

. Jeżeli Z
d
m
/G = {[g1], . . . , [gn]}, to zbiór Ct ⊕

{g1, . . . , gn} jest teselcja̧ torusa T
d
m

klastrem Ct. Teselacjȩ C̃ = Ct ⊕ {g1, . . . , gn} nazywamy
prosta̧. Przypuśćmy teraz, że zbiór T jest G-niezmienniczy, to znaczy, T ⊕ g = T dla każdego
g ∈ G. Niech orbity elementów p1, . . . , pn ∈ T bȩda̧ podzia lem zbioru T . Wtedy T̃ =
C ⊕ {p1, . . . , pn} jest teselacja̧ torusa T

d
m

klastrem C =
⋃

([0, 1)d ⊕ G). Każdy niepusty zbiór
T̃ ∩ C̃ nazywamy sk ladnikiem prostym teselacji T̃ . Teselacjȩ T̃ możemy zatem przedstwaić,
podobnie jak teselacja̧ T , jako sumȩ jej sk ladników prostych: T̃ = T̃ ∩ C̃ 1 ∪ . . . ∪ T̃ ∩ C̃ k

(teselacja T̃ przedstawiona na Rysunku 8 ma dwa sk ladniki proste T̃ ∩ C̃ 1 = C ⊕ P1, gdzie
P1 = {(0, 0, 0), (0, 0, 1)} oraz T̃ ∩ C̃ 2 = C ⊕ P2, gdzie P2 = {(1, 0, 3/8), (1, 0, 11/8)}).
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W g lównym twierdzeniu pracy [B4] wykazano, że liczba elementów w każdym sk ladniku
prostym T ∩ C teselacji T torusa T

d
m

kostka̧ jednostkowa̧ ma postć

|T ∩ C | = n1m1 + · · · + ndmd (3.1)

dla pewnych n1, . . . , nd ∈ N ∪ {0}.
Motywacja̧ do napisania pracy [A2] by lo nastȩpuja̧ce pytanie: czy prawda̧ jest, że jeżeli

|G ∩ (Zmi
ei)| = 1 dla każdego i ∈ [d], to, na wzór sk ladników prostych T ∩ C teselacji T

torusa T
d
m

kostka̧ jednostkowa̧, liczność każdego sk ladnika prostego T̃ ∩ C̃ teselacji T̃ torusa
T

d
m

klastrem C =
⋃

([0, 1)d ⊕ G) jest kombinacja̧ liniowa̧ liczb m1, . . . ,md o wspó lczynnikach
ca lkowitych nieujemnych?

Twierdzenie 3.1 dla teselacji G-niezmienniczych torusa kostka̧ jednostkowa̧ ma nastȩpuja̧ca̧
postać:

Twierdzenie 3.2 ([A2, Theorem 3]). Niech T bȩdzie zbiorem wyznaczaja̧cym teselacjȩ torusa
T

d
m

za pomoca̧ kostek jednostkowych, G bȩdzie podgrupa̧ grupy Z
d
m

i niech Gi = G ∩ (Zmi
ei),

gdzie ei jest i-tym elementem bazy standardowej. Ponadto, niech µi = mi/|G
i|. Jeżeli zbiór

T jest G-niezmienniczy, to liczba elementów każdego sk ladnika prostego zbioru T jest podzielna
przez GCD(µ1, . . . , µd)|G|.

Oba sk ladniki proste teselacji T kostka̧ jednostkowa̧ przedstawionej na Rysunku 8 zawie-
raja̧ po cztery kopie kostki jednostkowej, natomiast oba sk ladniki proste teselacji T̃ klastrem
C =

⋃

([0, 1)3 ⊕ G) zawieraja̧ po dwie kopie klastra C. Biora̧c pod uwagȩ motywacjȩ jaka to-
warzyszy la powstaniu pracy [A2], Twierdzenie 3.2 jest w pe lni satysfakcjonuja̧ce w przypadku,
gdy m = (m, . . . ,m). Wtedy, zak ladaja̧c, że |Gi| = 1 dla każdego i ∈ [d], liczba elementów
każdego sk ladnika prostego teselacji T̃ jest krotnościa̧ liczby m. Tȩ sama̧ w lasność, na mocy
(3.1), maja̧ sk ladniki proste teselacji T torusa T

d
m

kostka̧ jednostkowa̧.
Niestety w ogólnym przypadku m = (m1, . . . ,md), z Twierdzenia 3.2 nie wynika, że przy

za lożeniu |Gi| = 1 dla każdego i ∈ [d] liczba elementów dowolnego sk ladnika prostego tese-
lacji T̃ torusa T

d
m

za pomoca̧ klastra kostek C jest kombinacja̧ liniowa̧ liczb m1, . . . ,md o
wspó lczynnikach naturalnych. Próby dowodu poniższej hipotezy, jak na razie, nie powiod ly siȩ.

Hipoteza o teselacji G-niezmienniczej torusa T
d
m
. Przy za lożeniach Twierdze-

nia 3.2, liczba elementów każdego sk ladnika prostego zbioru T jest kombinacja̧ liniowa̧ liczb
µ1|G|, . . . , µd|G| o wspó lczynnikach ca lkowitych i nieujemnych.

Nietrudno pokazać, że jeżeli powyższa hipoteza jest prawdziwa, to wynika z niej hipoteza
Minkowskiego. Twierdzenie 3.2 dowodzi hipotezy Minkowskiego w przypadku, gdy teselacja
kratowa [0, 1)d + Λ ma tȩ w lasność, że istnieje liczba pierwsza p i liczba naturalna k takie, że
pkei ∈ Λ dla każdego i ∈ [d]. Fakt ten jest dowiedziony na zakończenie pracy [A2].

Jak wspomniano na pocza̧tku referatu, Hajós poszukiwa l bardziej geometrycznego dowodu
hipotezy Minkowskiego niż ten, który jest konsekwenca̧ jego twierdzenia o faktoryzacji grup
abelowych. Wykorzystanie struktury sk ladników prostych teselacji T (lub równoważnie, tese-
lacji T̃ ) jest próba̧ takiego geometrycznego dowodu hipotezy Minkowskiego (zob. też [23]).
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4 Struktura teselacji przestrzeni R3 i R4 kostka̧ jednostkowa̧

W tej czȩści omówiona zostanie praca [A3].

Kostkȩ B = B1×· · ·×Bd ⊂ R
d nazywamy blokiem, jeżeli istnieje rodzina kostek jednostko-

wych [0, 1)d +S taka, że
⋃

([0, 1)d +S) = B oraz każde dwie kostki rodziny [0, 1)d +S spe lniaja̧
warunek Kellera (1.1). Motywacja̧ do napisania pracy [A3] by lo pytanie: czy każda̧ teselacjȩ
[0, 1)d + T przestrzeni R

d kostka̧ jednostkowa̧ można podzielić na skończenie wiele wzajemnie
roz la̧cznych bloków B1, . . . , Bm, gdzie m ≥ 2, w ten sposób, że dla każdego t ∈ T istnieje i ∈ [m]
takie, że [0, 1)d + t ⊆ Bi? Wiadomo, że każda̧ teselacjȩ przestrzeni R3 można podzielić na piȩć
bloków, co zosta lo pokazane przez M.  Lysakowska̧ i K. Przes lawskiego w pracy [28].

W pracy [A3] pokazano, że już w przestrzeni R4 można wskazać teselacjȩ kostka̧ jednostkowa̧,
której w żaden sposób nie można podzielić na skończenie wiele bloków. W rozdziale drugim
pracy [A3] podajemy konstrukcjȩ teselacji [0, 1)4 + T , dla której dowodzimy, że jedyna̧ rodzina̧
wzajemnie roz la̧cznych bloków taka̧, że każda kostka teselacji [0, 1)4 + T zawiera siȩ dok ladnie
w jednym bloku, jest rodzina z lożona z jednego bloku. W oparciu o teselacjȩ [0, 1)4 + T , dla
dowolnego d ≥ 5 nietrudno skonstruować teselacjȩ [0, 1)d + T ′ przestrzeni Rd, której nie można
podzielić na skończenie wielu bloków. Kostrukcja taka jest podana na zakończenie pracy [A3].
Przyk lad teselacji z rozdzia lu drugiego pracy [A3] wskazuje na pewien rodzaj innego rozk ladu
teselacji przestrzeni R

d kostka̧ jednostkowa̧ niż wyżej opisany rozk lad na bloki. Pocza̧wszy
od wymiaru d = 4 można rozważać rozk lad teselacji przestrzeni R

d kostka̧ jednostkowa̧ na
skończenie wiele bloków oraz skończenie wiele zbiorów, które nie sa̧ wprawdzie blokami ale sa̧
suma̧ pewnej liczby bloków. W ostatnim rozdziale pracy [A3] przedstawiony jest taki rozk lad
dla teselacji opisanej w rozdziale drugim tej pracy.

W rozdziale trzecim pracy [A3] podajemy nowy dowód twierdzenia orzekaja̧cego, że każda̧
teselacjȩ przestrzeni R3 kostka̧ jednostkowa̧ można podzielić na piȩć bloków. Pierwotny dowód
tego twierdzenia zamieszczony w pracy [28], odwo luje siȩ do istnienia w każdej teselacji prze-
strzeni R

3 zbiorów kostek postaci {[0, 1)3 + kei + x : k ∈ Z}, gdzie ei jest i-tym elemen-
tem bazy standardowej, a x ∈ R

3. Dowód ten w istotny sposób wykorzystuje zatem struk-
turalne w lasności teselacji przestrzeni R

3 kostka̧ jednostkowa̧. Natomiast dowód przedsta-
wiony w [A3] jest ca lkowicie oparty na znajomości struktury teselacji przestrzeni R

2 kostka̧
jednostkowa̧. Obrazowo rzecz ujmuja̧c, wykonujemy ‘tomografiȩ’ teselacji [0, 1)3 + T za po-
moca̧ rodziny p laszczyzn πx = R × R × {x} dla x ∈ R (zob. też [13]). Rodzinȩ kostek
πx ∩ ([0, 1)3 + T ) = {πx ∩ ([0, 1)3 + t) 6= ∅ : t ∈ T} można utożsamić z teselacja̧ p laszczyzny
kwadratem jednostkowym [0, 1)2. Struktura takiej teselacji jest szczególnie prosta. Kolumny
kwadratów w teselacji p laszczyzny moga̧ być u lożone pionowo, tak jak jest to widoczne na Ry-
sunku 9, lub poziomo. W czasie przesuwnia punktu x wzd luż trzeciej osi, rejestrujemy zmiany
orientacji kolumn w teselacji πx∩ ([0, 1)3 +T ) z pionowej na pozioma̧ lub odwrotnie. Te zmiany
pozwalaja̧ ustalić blokowa̧ strukturȩ teselacji przestrzeni R3 kostka̧ jednostkowa̧.

19



5 Hipoteza Kellera w R
7

W tej czȩści omówiona zostanie praca [A4].

Przypomnijmy, że hipoteza Kellera g losi, że każda teselacja przestrzeni Rd kostka̧ jednost-
kowa̧ zawiera dwie kostki bliźniacze. Jest ona prawdziwa dla d ≤ 6 (Perron [34]) i fa lszywa dla
d ≥ 8 (Lagarias i Shor [25], Mackey [29]). Dla d = 7 hipoteza Kellera jest nadal otwarta.

Niech [0, 1)d + T bȩdzie teselacja̧ przestrzeni Rd kostka̧ jednostkowa̧, x ∈ R
d, i ∈ [d] i niech

L(T, x, i) = {ti : ([0, 1)d + t) ∩ ([0, 1]d + x) 6= ∅ oraz ti ≤ xi},

gdzie ti oznacza i-ta̧ wspó lrzȩdna̧ wektora t ∈ T . Nietrudno pokazać, że |L(T, x, i)| ≤ 2d−1.

(0,0) 1

1

x

x'

t

t'

1

2

Rys. 9. Fragment teselacji [0, 1)2 + T p laszczyzny. Liczba |L(T, x, i)| zależy od po lożenia punktu x ∈ R
2. Dla

punktu x mamy |L(T, x, 1)| = 1 oraz |L(T, x, 2)| = 2, podczas gdy dla x′ mamy |L(T, x′, 1)| = |L(T, x′, 2)| = 1.

Ponadto, r−(T ) = 1 oraz r+(T ) = 2.

Niech

r−(T ) = min
x∈Rd

max
1≤i≤d

|L(T, x, i)| oraz r+(T ) = max
x∈Rd

max
1≤i≤d

|L(T, x, i)|.

Przypomnijmy, że d-wymiarowym grafem Kellera nazywamy graf określony na zbiorze wierz-
cho lków {0, 1, 2, 3}d, przy czym dwa wierzcho lki v, w sa̧ po la̧czone, jeżeli istnieja̧ i, j ∈ [d], i 6= j,
takie, że vi 6= wi oraz vj 6= wj, a ponadto |vi − wi| = 2 lub |vj − wj| = 2. Hipoteza Kellera
dla teselacji [0, 1)d + T , gdzie T ⊂ a + Z

d ∪ b + Z
d, przy czym wektory a, b ∈ Z

d sa̧ takie,
że ai 6= bi dla każdego i ∈ [d], jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy każda klika w d-
wymiarowym grafie Kellera zawiera mniej niż 2d wierzcho lków ([6]). W 2010 roku J. Debroni,
J.D Eblen, M.A. Langston, W. Myrvold, P. Shor oraz D. Weerapurage wyliczyli, przy użyciu
superkomputera Cray XT5 Kraken, że maksymalna klika w siedmiowymiarowym grafie Kellera
zawiera 124 wierzcho lki. Wynika sta̧d, że hipoteza Kellera jest prawdziwa dla każdej teselacji
[0, 1)7 + T , gdzie T ⊂ a + Z

7 ∪ b + Z
7. Dowodzi to jednocześnie prawdziwości hipotezy Kellera

dla dowolnej teselacji [0, 1)7 +T dla której r−(T ) ≤ 2. Istotnie, nierówność r−(T ) ≤ 2 oznacza,
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że istnieje x ∈ R
7 takie, że zbiór W ⊂ T z lożony z tych wszystkich wektorów t dla których

([0, 1)7 + t) ∩ ([0, 1]7 + x) 6= ∅ jest podzbiorem zbioru a + Z
7 ∪ b + Z

7. Gdyby zbiór [0, 1)7 + W
nie zawiera l kostek bliźniaczych, to, podobnie jak przy omawianiu pracy [A1], możemy zbiór W
przed lużyć do zbioru 2-okresowego P = W + 2Z7, który wyznacza teselacjȩ przestrzeni R7 bez
kostek bliźniaczych. Jest to jednak niemożliwe bowiem P ⊂ a + Z

7 ∪ b + Z
7. Wyżej omówiony

wniosek p lyna̧cy z obliczeń opisanych w pracy [8], zapiszemy w postaci twierdzenia:

Twierdzenie 5.1 (Debroni, Eblen, Langston, Myrvold, Shor, Weerapurage, 2010). Niech
[0, 1)7 + T bȩdzie teselacja̧ przestrzeni R

7 kostka̧ jednostkowa̧. Jeżeli r−(T ) ≤ 2, to teselacja
[0, 1)7 + T zawiera kostki blízniacze.

Dla rozstrzygniȩcia prawdziwości hipotezy Kellera należy jeszcze rozpatrzyć teselacje [0, 1)7+
T , dla których r−(T ), r+(T ) ∈ {3, . . . , 64}. W dwóch pracach [C1,A4] uda lo siȩ pokazać, że
hipoteza Kellera jest prawdziwa dla każdej teselacji [0, 1)7 + T takiej, że r+(T ) ≥ 5. Dla
omówienia tych rezultatów, raz jeszcze odwo lamy siȩ do struktury podzia lów minimalnych
(zob. też [5, 27]).

F

'
'

i

'
'

' '

( )
( )

1

2
3

F

F

F

F F
F F

F
F

F

3,B

3,C

3,B

3,C

3

3

c

c

c

c

c

3,B

3,B
c

3,C

3,Cc

3,B
3,Cc

Rys. 10. Podzia l F = F 3,B ∪ F 3,Bc

∪ F 3,C ∪ F 3,Cc

kostki [0, 1]3 + x. Zbiory
⋃

(F i,B ∪ F i,Bc

) oraz
⋃

(F i,C ∪ F i,Cc

) sa̧ i-walcami dla i = 3.

Niech X bȩdzie d-kostka̧ i niech li = {x1}×· · ·×{xi−1}×Xi×{xi+1}×· · ·×{xd}, gdzie xj ∈
Xj dla j ∈ [d] \ {i}. Zbiór F ⊆ X nazywamy i-walcem, jeżeli dla każdej lini li mamy li ∩F = li
lub li∩F = ∅ (Rysunek 10). Niech [0, 1)d+T bȩdzie teselacja̧ przestrzeni Rd kostka̧ jednostkowa̧.
Jak zosta lo to pokazane w czȩści drugiej, podzia l F = {([0, 1)d + t) ∩ ([0, 1]d + x) 6= ∅ : t ∈ T}
jest podzia lem minimalnym d-kostki [0, 1]d + x. Niech B ⊂ [0, 1] + xi, B

c = ([0, 1] + xi) \ B i
za lóżmy, że istnieje K ∈ F takie, że Ki = B. Ponadto, niech

F
i,B = {K ∈ F : Ki = B} oraz F

i,Bc

= {K ∈ F : Ki = Bc}.
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Ponieważ kostki podzia lu F sa̧ parami dychotomiczne, zbiór
⋃

(F i,B∪F i,Bc

) jest i-walcem.
Jeżeli K = K1 × · · · ×Kd oraz i ∈ [d], to Kic = K1 × · · · ×Ki−1 ×Ki+1 × · · · ×Kd (w pracy
[A1] zamiast Kic używamy zapisu Ki′). Jeżeli F jest rodzina̧ kostek, to Fic = {Kic : K ∈ F}.
Ponieważ

⋃

(F i,B∪F i,Bc

) jest i-walcem, zatem
⋃

F
i,B
ic =

⋃

F
i,Bc

ic . Niech F =
⋃

F
i,B
ic . Podzia l

F i,B ∪ F i,Bc

każdego i-walca
⋃

(F i,B ∪ F i,Bc

) jest zwia̧zany z zagadnieniem wielokorotnego
podzia lu wielokostki F : jednym podzia lem wielokostki F jest rodzina kostek F

i,B
ic , a drugim

F
i,Bc

ic . Ponadto, jak pokazano w czȩści drugiej referatu, |F i,B
ic | = |F i,Bc

ic |.
Zauważmy, że podzia l F i,B ∪F i,Bc

walca
⋃

(F i,B ∪F i,Bc

) zawiera kostki bliźniacze wtedy
i tylko wtedy, gdy zbiór F i,B lub F i,Bc

zawiera takie kostki lub F
i,B
ic ∩ F

i,Bc

ic 6= ∅. W tym
trzecim przypadku, jeżeli Kic ∈ F

i,B
ic ∩F

i,Bc

ic , to kostki K1 × · · · ×Ki−1 ×B ×Ki+1 × · · · ×Kd

oraz K1 × · · · × Ki−1 × Bc × Ki+1 × · · · × Kd sa̧ bliźniacze. Nasuwa siȩ pytanie: jaka jest
najmniejsza liczba naturalna N , dla której istnieja̧ dwa podzia ly dychotomiczne wielokostki F
na kostki w laściwe, które sa̧ roz la̧czne i żaden z nich nie zawiera kostek blízniaczych? W pracy
[C1] pokazano, że N = 12, ska̧d wynika nastȩpuja̧ce twierdzenie:

Twierdzenie 5.2. Niech X bȩdzie d-kostka̧ i niech F i G bȩda̧ dwoma podzia lami dychoto-
micznymi wielokostki F ⊂ X na kostki w laściwe. Jeżeli F i G nie zawieraja̧ kostek blízniaczych
oraz |F | ≤ 11, to F = G .

Z powyższego twierdzenia wynika natychmiast, że

Twierdzenie 5.3. Każda teselacja [0, 1)7 + T przestrzeni R
7 kostka̧ jednostkowa̧ taka, że

r+(T ) ≥ 6 zawiera kostki blízniacze.

Poniewż praca [C1] w chwili pisania niniejszego referatu wcia̧ż by la recenzowana, omówiȩ
jedynie pracȩ [A4], w której rozstrzygniȩty jest przypadek r+(T ) = 5.

Niech [0, 1)7 + T bȩdzie teselacja̧ przestrzeni R7 taka̧, że r+(T ) = 5. Wtedy istnieja̧ i ∈ [7]
oraz x ∈ R

7 takie, że podzia l F = {([0, 1)7 + t) ∩ ([0, 1]7 + x) 6= ∅ : t ∈ T} można przedstawić
w nastȩpuja̧cy sposób:

F = F
i,B1

∪ F
i,(B1)c ∪ · · · ∪ F

i,B5

∪ F
i,(B5)c ,

gdzie podzbiory w laściwe B1, . . . , B5 zbioru [0, 1]+xi sa̧ takie, że Bn 6∈ {Bm, (Bm)c} dla n,m ∈
[5], n 6= m, oraz F i,Bn

∪ F i,(Bn)c sa̧ podzia lmi dychotomicznymi walców
⋃

(F i,Bn

∪ F i,(Bn)c)
dla każdego n ∈ [5]. Jeżeli |F i,Bn

| ≤ 11 dla pewnego n ∈ [5], to na mocy Twierdzenia 5.2 jeden

ze zbiorów F i,Bn

lub F i,(Bn)c zawiera parȩ bliźniacza̧ lub F
i,Bn

ic = F
i,(Bn)c

ic . We wszystkich
przypadkach oznacza to, że zbiór F i,Bn

∪F i,(Bn)c zawiera parȩ bliźniacza̧. Jeżeli zatem F nie
zawiera pary bliźniaczej, to |F i,Bn

| ≥ 12 dla każdego n ∈ [5], ale ponieważ |F | = 128, wobec
tego |F i,Bn

| = 12 dla pewnego n ∈ [5].
Wiȩksza̧ czȩść pracy [A4] zajmuje wyznaczenie wszystkich, z dok ladnościa̧ do izomorfizmu,

par F , G podzia lów dychotomicznych wielokostki F ⊂ X, gdzie X jest d-kostka̧ dla d ∈
{4, 5, 6}, takich, że F i G nie zawieraja̧ par bliźniaczych, F ∩ G = ∅ oraz |F | = 12. (Jest to
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kolejny przyk lad zagadnienia wielokorotnego podzia lu wielokostki, tym razem z dodatkowymi
warunkami.)

Praca [A4] sk lada siȩ z dwóch czȩści: matematycznej i obliczeniowej. Obliczenia sa̧ nie-
porównywalnie skromniejsze od tych wykonanych w pracy [8], by ly bowiem przeprowadzone
na komputerze osobistym. Ale aby można to by lo zrobić należa lo dokonać odpowiednich re-
dukcji. Bez jakichkolwiek redukcji, liczba koniecznych do rozpatrzenia uk ladów s lów (w pracy
operujemy kodami wielokostek) przekracza 73 × 1045.

Praca [A4] jest kontynuacja̧ pracy [C1]. Metoda analizowania kodów wielokostek wpro-
wadzona w [C1] zosta la także zastosowana w omawianej pracy [A4]. Metoda ta wykorzystuje
wiȩkszość pojȩć wprowadzonych w [A1]. W obszernym rodziale drugim pracy [A4] omawiane sa̧
g lówne pojȩcia zwia̧zane z kodami wielokostek i ich realizacjami. Przedstawione sa̧ tam również
najważniejsze techniki zastosowane w analizie kodów wielokostek. Rozdzia l trzeci poświȩcony
jest kodom wielokostek zawieraja̧cym stosunkowo ma lo s lów bez par blízniaczych, to znaczy, par
s lów v, w ∈ Sd takich, że vj = w′

j dla pewnego j ∈ [d] oraz vi = wi dla każdego i ∈ [d] \ {j}. Na
wzór grafów o niewielkiej liczbie wierzcho lków, opisujemy tam dok ladne struktury kodów wie-
lokostek bez par bliźniaczych, których liczba s lów jest niewielka. Dodatkowo szacujemy liczbȩ
s lów w kodach pokrywaja̧cych jedno lub dwa s lowa. Oszacowania te sa̧ podane w poniższym
lemacie.

Lemat 5.4 ([A4, Lemma 9, 11]). Jeżeli V ⊂ Sd jest kodem bez par blízniaczych, v ⊑ V oraz
v 6∈ V , to |V | ≥ 5. Jeżeli dodatkowo u ⊑ V, u 6∈ V oraz v i u sa̧ dychotomiczne, to |V | ≥ 7.

W rozdziale czwartym pracy [A4] wyznaczamy warunki konieczne jakie musza̧ spe lniać dwa
kody V,W ⊂ Sd, gdzie S jest alfabetem z dope lnieniem, a d ∈ {4, 5, 6}, o nastȩpuja̧cych
w lasnościach:

• V i W sa̧ równoważne i nie zawieraja̧ par bliźniaczych,

• V ∩W = ∅,

• |V | = |W | = 12.

Obok kodów V i W rozważamy ich realizacje równodope lnicze E(V ) i E(W ) w d-kostce
(ES)d. Ponieważ V i W sa̧ równoważne, na mocy Wniosku 2.12, zachodzi równość

⋃

E(V ) =
⋃

E(W ). Pozwala to na jednoczesna̧ analizȩ kodów V,W i realizacji E(V ), E(W ). Wobec
ostatniej równości, v̆ ⊂

⋃

E(W ) dla każdego v ∈ V , a zatem zbiór kostek Fv = {v̆ ∩ w̆ 6=
∅ : w ∈ W} jest podzia lem dychotomicznym d-kostki v̆. Ponieważ realizacja E(W ) ma dobre
w lasności (np. (2.7)) struktura podzia lu Fv pozwala niekiedy na uzyskanie istotnych informacji
na temat struktury kodu W .

Pierwszy warunek konieczny ma zwia̧zek z parami s lów v, u ∈ Sd o szczególnej postaci: s lowa
v, u sa̧ dychotomiczne, co oznacza, że vj = u′

j dla pewnego j ∈ [d], a ponadto ui 6∈ {vi, v
′
i} dla

pewnego i 6= j oraz vk = uk dla wszystkich k ∈ [d] \ {i, j}. Każde dwa takie s lowa nazywamy i-
rodzeństwem (na Rysunku 10 dwie kostki ze zbioru F 3,B, które przylegaja̧ do siebie ścianami ale
nie tworza̧ pary bliźniaczej sa̧ realizacjami i-rodzeństwa dla i = 2). Poniżej wyjaśniȩ znaczenie
i-rodzeństw w analizie struktury kodów V i W .
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Niech v ∈ Sd, i ∈ [d] i niech vic = v1 . . . vi−1vi+1 . . . vd. Jeżeli V ⊂ Sd, to Vic = {vic : v ∈ V }.
Niech x ∈ ES oraz

πi
x = ES × · · · × ES × {x} × ES × · · · × ES,

gdzie czynnnik {x} stoi na i-tym miejscu. Jeżeli V ⊂ Sd, to V i,l = {v ∈ V : vi = l} dla i ∈ [d]
oraz l ∈ S. Ponieważ

⋃

E(V ) =
⋃

E(W ), zatem πi
x ∩

⋃

E(V ) = πi
x ∩

⋃

E(W ) dla każdego
x ∈ ES oraz i ∈ [d]. Każde dwie kostki w zbiorach E(V ), E(W ) sa̧ dychotomiczne, wobec
tego ciȩcie πi

x ∩
⋃

E(V ) jest wielokostka̧, a zbiór kostek V i
x = {πi

x ∩ v̆ 6= ∅ : v ∈ V } jest jej
podzia lem dychotomicznym. Wykazuje siȩ, że jeżeli podzia l V i

x zawiera stosunkowo ma lo s lów i
jednocześnie nie zawiera par bliźniaczych, to wielokostka πi

x∩
⋃

E(V ) jest sztywna, a to znaczy,
że V i

x jest jej jedynym podzia lem na kostki wzajemnie dychotomiczne. W takiej sytuacji czȩsto
można wykazać, korzystaja̧c miȩdzy innymi z Lematu 5.4, że V zawiera odpowiednio dużo s lów.
Zauważmy teraz, że jeżeli V nie zawiera par bliźniaczych, ale V i

x zawiera kostki bliźniacze, to
V musi zawierać pary s lów, które sa̧ i-rodzeństwem. W [A4, Lemma 19] pokazujemy, że jeżeli
liczba i-rodzeństw w V jest zbyt ma la, to |V | > 12, co jest sprzeczne z przyjȩtym za lożeniem.
Pierwszy warunek konieczny orzeka, przy pewnych dodatkowych za lożeniach, że jeżeli V ⊂ Sd,
gdzie S = {a, a′, b, b′}, to dla dowolnego i ∈ [d] i dowolnych dwóch liter l, s ∈ S takich, że
l 6∈ {s, s′} zbiór V i,l ∪ V i,s musi zawierać i-rodzeństwo. Ten sam warunek musi spe lniać kod
W . Niech

V = V i,l1 ∪ V i,l′
1 ∪ · · · ∪ V i,lk ∪ V i,l′

k , (5.1)

gdzie l1, l
′
1, . . . , lk, l

′
k ∈ S sa̧ takie, że ln 6∈ {lm, l

′
m} dla n,m ∈ [k], n 6= m, oraz V i,lj∪V i,l′j 6= ∅ dla

j ∈ [k]. Przedstawienie kodu V w postaci (5.1) nazywamy rozk ladem s lów w kodzie V . Drugi
warunek konieczny opisany w [A4, Corollary 20] podaje zakazane rozk lady s lów w kodach V i
W . Wreszcie trzeci warunek konieczny jaki musza̧ spe lniać kody V i W , podany w [A4, Lemma
21], mówi, że oba kody musza̧ być napisane w alfabecie S = {a, a′, b, b′}.

Rozdzia l czwarty jest najtrudniejszym fragmentem pracy [A4]. Jednak wiȩkszość przeprowa-
dzonych tam rozumowań zosta la sprowadzona, za sprawa̧ relacji ⊑, do umiejȩtnego operowania
‘inkluzjami’ postaci V i,l ⊑ W i,l oraz szacowania ilości s lów w kodach V i,l,W i,l na podstawie
rezultatów z rozdzia lu trzeciego. Dodatkowym i bardzo przydatnym elementem metody ana-
lizowania struktury kodów V,W jest graf rodzeństw określony na wierzcho lkach V , w którym
dwa wierzcho lki v, w ∈ V sa̧ po la̧czone, jeżeli v i w sa̧ i-rodzeństwem dla pewnego i ∈ [d].

W rozdziale pia̧tym pracy [A4] opisane zosta ly obliczenia prowadza̧ce do wyznaczenia wszy-
stkich par V,W . Na mocy Twierdzenia 2.11 dla każdego s lowa v ∈ V zachodzi równoważność

v ⊑ W ⇔
∑

w∈W

g(w, v) = 2d.

Warunek ten pozwala w bardzo istotny sposób zredukować liczbȩ uk ladów s lów, które należy
brać pod uwagȩ w trakcie prowadzenia obliczeń. Ponieważ kody V i W nie zawieraja̧ par
bliźniaczych i sa̧ roz la̧czne, na mocy (2.9) możemy za lożyć, że v = bbbb, u = b′b′b′b ∈ V
dla d = 4, v = bbbbb, u = b′b′b′bb ∈ V lub v = bbbbb, u = b′b′b′b′b′ ∈ V dla d = 5 oraz
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v = bbbbbb, u = b′b′b′bbb ∈ V lub v = bbbbbb, u = b′b′b′b′b′b ∈ V dla d = 6. Kod W wyszukiwany
jest spośród wszystkich kodów bez par bliźniaczych, które nakrywaja̧ wyżej wymienione s lowa
v, u, maja̧ po 12 s lów i spe lniaja̧ wszystkie trzy warunki konieczne wyznaczone w rozdziale
czwartym. Okazuje siȩ, że istnieje tylko jeden, z dok ladnościa̧ do izomorfizmu, taki kod W (dla
d = 4) i ma on postać:

W = {a′a′a′b, a′baa′, baa′a, aa′a′a, a′aa′a′, abba′, bbaa, ab′a′a′, b′ab′a, b′a′aa, b′b′aa′, bb′ab′}.

 Latwe obliczenia prowadza̧ do wyznaczenia kodu V ([A3, Theorem 27]):

V = {aa′bb′, abb′a, ab′b′b′, a′ab′b′, a′a′ab′, a′bb′b, babb′, bbbb, bb′a′b, b′aba′, b′a′bb, b′b′b′b}.

Oznacza to, że w wymiarze d = 5 kody V i W maja̧ postać V = V i,l,W = W i,l dla pewnych
i ∈ [5], l ∈ S, gdzie V i,l

ic ,W
i,l
ic sa̧ takie jak w wymiarze d = 4, a dla d = 6 kody V i W maja̧

postać V = V j,s,W = W j,s dla pewnych j ∈ [6], s ∈ S, gdzie V j,s
jc ,W j,s

jc sa̧ takie jak w wymiarze
d = 5.

Fakt, że obliczenia prowadza̧ praktycznie do natychmiastowego wyznaczenia pary V,W ,
świadczy o trafnym doborze warunków koniecznych z rozdzia lu czwartego pracy [A4] i wyna-
gradzaja̧ trud poniesiony w tym rozdziale.

Znaja̧c struktury kodów V i W , w rozdziale szóstym pracy [A4] dowodzimy, że

Twierdzenie 5.5 ([A4, Theorem 29]). Jeżeli U ⊂ S7 jest kodem podzia lowym takim, że
|U i,l| ≤ 12 dla pewnych i ∈ [7] oraz l ∈ S, to kod U zawiera parȩ blízniacza̧.

Z powyższego twierdzenia wynika natychmiast

Twierdzenie 5.6 ([A4, Theorem 1]). Hipoteza Kellera jest prawdziwa dla każdej teselacji
[0, 1)7 + T przestrzeni R7 takiej, że r+(T ) = 5.

Z Twierdzeń 5.1, 5.3 oraz 5.6 wynika

Wniosek 5.7 ([A4, Corollary 30]). Jeżeli teselacja [0, 1)7 + T przestrzeni R
7 jest kontr-

przyk ladem dla hipotezy Kellera, to r−(T ), r+(T ) ∈ {3, 4}.

Prace [C1,A4] redukuja̧ przypadki r−(T ), r+(T ) ∈ {3, . . . , 64} do jedynie dwóch: r−(T ),
r+(T ) ∈ {3, 4}. Oznacza to, że dla pe lnego rozstrzygniȩcia hipotezy Kellera należy rozsa̧dzić,
czy dowolny kod podzia lowy U taki, że

U ⊂ {a, a′, b, b′, c, c′}7 lub U ⊂ {a, a′, b, b′, c, c′, d, d′}7 (5.2)

zawiera parȩ bliźniacza̧.
Przy okazji prac nad hipoteza̧ Kellera, pojawia siȩ ciekawy problem klasyfikacji równoważnych

kodów V,W niezawieraja̧cych par bliźniaczych i takich, że V ∩ W = ∅. Jak widzielísmy, dla
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|V | ≤ 11 takie pary nie istnieja̧, a dla |V | = 12 istnieje tylko jedna, z dok ladnościa̧ do izomorfi-
zmu, taka para. Pytanie jak rzeczy siȩ maja̧ dla kodów V,W , dla których |V | ≥ 13 jest istotne
dla prac nad hipoteza̧ Kellera, bowiem w ostanich dwóch przpadkach (5.2) bardzo pomocna
by laby znajomość struktury kodów V i W , gdy |V | ∈ {13, . . . , 21}. Podobne zagadnienia klasy-
fikacyjne, dotycza̧ce jednak uk ladów, których nie można rozszerzyć do podzia lu minimalnego,
sa̧ rozpatrywane przez M. Dutoura Sikiric, Y. Itoh oraz A. Poyarkova w pracach [9, 10, 11].

6 Zastosowanie kodu Lagariasa-Shora

W tej czȩści omówione zostana̧ prace [A5,A6].

W pracy [26] Lagarias i Shor oszacowali odleg lości miȩdzy niektórymi kostkami w teselacjach
przestrzeni Rd kostka̧ jednostkowa̧. Otrzymane tam oszacowanie zosta lo wywiedzione z pewnej
szczególnej teselacji, której konstrukcja opiera siȩ na dwóch kodach podzia lów minimalnych.
Pierwszy z tych kodów ([26, Cube-Tiling Codes: Construction A]) ma ciekawe zastosowania
wykraczaja̧ce poza teselacje przestrzeni Rd kostka̧ jednostkowa̧. Zastosowania te zosta ly przed-
stawione w pracach [A5,A6]. Konstrukcja wyżej wspomnianego kodu jest nastȩpuja̧ca.

Tak jak poprzednio, w alfabecie S = {0, 1, 2, 3} dope lnienie określamy wzorami 0′ = 2 i
1′ = 3. Niech d ≥ 3 bȩdzie liczba̧ nieparzysta̧ i niech A bȩdzie macierza̧ cyrkulacyjna̧ wymiaru
d×d postaci A = circ(1, 2, 0, . . . , 0). Niech Ve(A) bȩdzie zbiorem wszystkich sum różnych wierszy
macierzy A, które zawieraja̧ parzyście wiele liczb 3. Dodatkowo do zbioru Ve(A) do la̧czamy
wektor (0, . . . , 0). Podobnie, niech Ve(A

T) bȩdzie zbiorem wszystkich sum różnych wierszy
macierzy AT, które zawieraja̧ nieparzyście wiele zer, do którego również do la̧czamy wektor
(0, . . . , 0). Zbiór s lów

LS = Ve(A) ∪ (Ve(A
T ) + (2, . . . , 2)) mod 4

jest kodem podzia lu minimalnego, to znaczy, każde dwa s lowa w zbiorze LS sa̧ dychotomiczne
oraz |Ve(A)∪(Ve(A

T )+(2, . . . , 2))| = 2d ([26]). Kod LS nazywamy kodem (teselacji) Lagariasa-
Shora.

6.1 Kody podzia lów minimalnych z duża̧ liczba̧ liter

Inaczej niż w poprzednich pracach, w pracy [A5] rozważamy d alfabetów S1, . . . Sd, przy czym w
każdym z nich określone jest dope lnienie. Zbiór wszystkich s lów d lugości d jest teraz oznaczany
przez ∗S1 · · · ∗ Sd. S lowa d lugości d bȩdziemy zapisywać w postaci wektorów (v1, . . . , vd), gdzie
vi ∈ ∗Si dla i ∈ [d]. Niech W ⊂ ∗S1 · · · ∗ Sd bȩdziem kodem wielokostki, i ∈ [d] i niech
W{i} = {wi : w1 . . . wd ∈ W}. Liczbȩ

Li = Li(W ) = |{{wi, w
′
i} ⊂ ∗Si : {wi, w

′
i} ∩W{i} 6= ∅}|

nazywamy i-ta̧ liczba̧ pozycyjna̧ kodu W . Liczbȩ
∑

i∈[d] Li(W ) nazywamy ca lkowita̧ liczba̧ liter
w kodzie W .
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W pracy [9] Dutour i Itoh rozpatrywali kody z dużymi liczbami pozycyjnymi Li, i ∈ [d], oraz
zdefiniowali podzia l minimalny, którego kod mia l ca lkowita̧ liczbȩ liter równa̧ 2d − 1. Podzia l
ten zosta l nazwany laminacja̧. Kody laminacji sa̧ kodami podzia lów minimalnych z najwiȩksza̧
możliwa̧ ca lkowita̧ liczba̧ liter. Jednak litery w laminacji nie sa̧ równomiernie roz lożone na
wszystkich pozycjach 1, . . . , d. Celem pracy [A5] by la konstrukcja kodów podzia lów minimal-
nych z równomiernie roz lożonymi literami, to znaczy takich, w których L1 = · · · = Ld. W
skrócie takie kody nazwijmy kodami EDL. Zadanie konstrukcji kodu EDL nie jest trudne -
kod podzia lowy prosty jest kodem EDL, dla którego Li = 1 dla każdego i ∈ [d]. Sytuacja
natychmiast siȩ komplikuje, gdy zaża̧damy aby liczba L = L1 = · · · = Ld by la jak najwiȩksza.
Konstrukcja kodów EDL o dużej liczbie pozycyjnej L zajmuje dwa pierwsze rozdzia ly pracy
[A5].

Do konstrukcji kodów EDL wykorzystamy jedynie fragment kodu Lagariasa-Shora. Niech
Ũ ⊂ LS sk lada siȩ z z tych wszystkich s lów, które nie zawieraja̧ litery 3. Jak  latwo zauważyć
Ũ \{(0, . . . , 0), (2, . . . , 2)} jest zbiorem wszystkich s lów, które sa̧ sumami różnych i niesa̧siednich
wierszy macierzy A, przy czym pierwszy i ostatni wiersz macierzy A traktujemy jak wiersze
sa̧siednie. Ponieważ zbiór s lów Ũ ⊂ {0, 1, 2, 3}d jest kodem, w którym nie wysta̧puje litera 3,
zatem dla dowonych s lów v, u tego kodu istnieje i ∈ [d] takie, że vi = 0 i ui = 2 lub na odwrót
(przypomnijmy, że w alfabecie {0, 1, 2, 3} dope lnienie jest zadane wzorami 0′ = 2 i 1′ = 3).
Wobec tego, w każdym s lowie kodu Ũ literȩ 1 możemy zasta̧pić dowolna̧ inna litera̧ i w ten
sposób otrzymany nowy zbiór s lów jest nadal kodem wielokostki. Przypomnijmy, że specjalna
litera ∗ ma tȩ w lasność, że dla dowolnej funkcji f = f1 × · · · × fd zachowuja̧cej dychotomiȩ
i dowolnego s lowa v ∈ (∗S)d takiego, że vi = ∗, realizacja f(v) w d-kostce X jest kostka̧
niew laściwa̧ oraz fi(∗) = Xi. Innymi s lowy, każda realizacja s lowa v ∈ (∗S)d zawieraja̧cego
∗ jest kostka̧ niew laściwa̧. Kod Ũ nie jest kodem podzia lowym, ale prosta modyfikacja tego
kodu, polegaja̧ca na zasta̧pieniu litery 1 litera̧ ∗, da namy nowy kod, który bȩdzie już kodem
podzia lowym.

1

2
3

Rys. 11. Realizacja f(U(3)) kodu podzia lowego U(3) = {(0,0,0), (2,2,2), (∗,2,0), (0, ∗,2), (2,0, ∗)} w

3-kostce X = [0, 2]3, gdzie fi(∗) = [0, 2] oraz fi(0) = [0, 1) dla i = 1, 2, 3.

Ponieważ obok liter 0 i 2 w pracy [A5] używamy liczb 0 i 2, litery zapiszemy w specjalny
sposób: 0 i 2. Niech ∗T = {∗,0,2} oraz 0′ = 2. Dla każdej liczby nieparzystej d ≥ 3 niech
U = U(d) ⊂ (∗T )d bȩdzie zbiorem wszystkich s lów, które sa̧ sumami różnych i niesa̧siednich
wierszy macierzy B = B(d) = circ(∗,2,0, . . . ,0) (∗ + 0 = ∗), przy czym pierwszy i ostatni
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wiersz sa̧ traktowane jako sa̧siednie. Do zbioru U do la̧czamy s lowa (0, . . . ,0) oraz (2, . . . ,2).
Zbiór U jest kodem podzia lowym, ale każda jego realizacja f(U) w d-kostce X jest podzia lem
niew laściwym (jedynymi kostkami w laściwymi sa̧ f((0, . . . ,0)) i f((2, . . . ,2))). Jest jasne, że
kod U powstaje z Ũ przez zasta̧pienie w każdym s lowie u ∈ Ũ litery 1 litera̧ ∗.

Zapisuja̧c s lowa kodu U jako wiersze macierzy U jest widoczne, że liczba liter ∗ w każdej
kolumnie tej macierzy jest taka sama.

B(5) =













∗ 2 0 0 0
0 ∗ 2 0 0
0 0 ∗ 2 0
0 0 0 ∗ 2
2 0 0 0 ∗













, U(5) =









































0 0 0 0 0
2 2 2 2 2
∗ 2 0 0 0
0 ∗ 2 0 0
0 0 ∗ 2 0
0 0 0 ∗ 2
2 0 0 0 ∗
∗ 2 ∗ 2 0
0 ∗ 2 ∗ 2
2 0 ∗ 2 ∗
∗ 2 0 ∗ 2
2 ∗ 2 0 ∗









































.

Ta w lasność kodu U uwożliwia konstruowanie za jego pomoca̧ kodów EDL. Istotnie, jeżeli
f(U) jest realizacja̧ kodu U w d-kostce X, to dziela̧c odpowiednio każda̧ kostkȩ f(u), u ∈ U ,
na kostki w laściwe, otrzymamy podzia l dychotomiczny na kostki w laściwe, w którym liczba
pozycyjna Li jest taka sama dla każdego i ∈ [d] (porównaj Rysunek 11 i 12).

W pracy [A5] przedstawiamy dwie konstrukcje kodów EDL. Konstrukcja I kodów EDL
jest indukcyjna. W pierwszym kroku, dla każdego d ≥ 1 definiujemy kody V 0 = V 0(d), gdy
d jest nieparzyste i W 0 = W 0(d), gdy d jest parzyste, dla których otrzymujemy nastȩpuja̧ce
wartości liczb pozycyjnych:

L(V 0(d)) =
∑

k∈[⌊d/2⌋]

(

d− k

k

)

k

d− k
+ 1

oraz

L(W 0(d + 1)) = 2L(V 0(d)) − 1.

Konstrukcja kodu V 0 polega na zasta̧pieniu każdego kodu {u}, u ∈ U , kodem s(u) równoważnym
z {u}, przy czym kod s(u) jest kodem prostym (Rysunek 11). Zestawiaja̧c ze soba̧ odpowiednio
dwa kody V 0(d) konstruujemy kod W 0(d + 1).
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2
3

Rys. 12. Realizacja kodu V 0(3).

W drugim kroku konstrukcji I dla d nieparzystego określamy kod V 1(d) w analogiczny
sposób jak V 0(d) z ta̧ różnica̧, że teraz zamiast kodu prostego s(u) używamy odpowiedzniego
kodu V 0, który jest równoważny z {u}. Taka pocedura jest op lacalna, bowiem na przyk lad
L(V 0(11)) = 56, ale już L(V 1(11)) = 132. Ogólnie, w pierwszej kostrukcji kodów EDL opisanej
w pracy [A5] dla każdego m ≥ 1 otrzymujemy kody V m(d) i Wm(d + 1), gdzie d jest liczba̧
nieparzysta̧, dla których

L(V m(d)) =
∑

k∈Jo

(

d− k

k

)

k

d− k
L(V m−1(k)) +

∑

k∈Je

(

d− k

k

)

k

d− k
L(Wm−1(k)) + 1,

przy czym L(V m−1(1)) = 1, L(Wm−1(2)) = 1, a Jo oraz Je sa̧ podzbiorami wszystkich liczb
nieparzystych i parzystych w zbiorze [⌊d/2⌋], odpowiednio, oraz

L(Wm(d + 1)) = L(V m(d)) + LP ′

m
(V m(d)) − 1,

gdzie P ′
m jest pewnym zbiorem liczb naturalnych.

Konstrukcja II kodów EDL opisana w omawianej pracy [A5] dotyczy tylko wymiarów d,
które sa̧ liczbami pierwszymi. Idea jest taka sama jak przy konstruowaniu kodów V m, teraz
jednak w miejsce kodów {u}, u ∈ U , wprowadzamy równoważne z {u} kody p(u), które sa̧
kodami laminacji. Liczba pozycyjna tak otrzymanych kodów P (d) jest równa

L(P (d)) =
∑

k∈[⌊d/2⌋]

(

d− k

k

)

2k − 1

d− k
+ 1.

Ponieważ kody laminacji sa̧ kodami o najwiȩkszej możliwej ca lkowitej liczbie liter, kody P (d),
gdzie d jest liczba̧ pierwsza̧, maja̧ najwiȩksza̧ możliwa̧ liczbȩ pozycyjna̧ spośród wszystkich
kodów sporza̧dzonych na planie kodu U .

G.O.H. Katona i K. Tichler w pracy [19] przedstawili konstrukcjȩ zbalansowanych skojarzeń
w grafie kostki jednostkowej [0, 1]d, to znaczy takich skojarzeń, w których liczba krawȩdzi w
każdym kierunku i ∈ [d] jest taka sama. Kody EDL sa̧ bardzo blisko powia̧zane ze skojarze-
niami zbalansowanymi. Na zakończenie pracy [A5] przedstawiamy konstrukcjȩ zbalansowanego
skojarzenia doskona lego grafu kostki [0, 1]d z usuniȩtymi wierzcho lkami {(0, . . . , 0), (1, . . . , 1)},
gdzie d jest liczba̧ pierwsza̧. Konstrukcja ta jest prosta̧ modyfikacja̧ kodu P (d).
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6.2 Dowody tożsamości dwumianowych w oparciu o teselacje prze-
strzeni Rd

W drugiej pracy zwia̧zanej z kodem Lagariasa-Shora przedstawione sa̧ nowe dowody trzech
dobrze znanych i powia̧zanych ze soba̧ tożsamości dwumianowych:

∑

k≥0

(

d− k

k

)

d

d− k
2k = 2d + (−1)d, (6.1)

∑

k≥0

(

d− k

k

)

2k =
2d+1 + (−1)d

3
, (6.2)

∑

k≥0

(

d− k

k

)

k

d− k
2k =

2d + (−1)d2

3
. (6.3)

Oczywíscie sam fakt podania nowych dowodów powyższych równości nie jest zbyt istotny.
Uważam, że ciekawe może być porównanie dowodów przedstawionych w pracy [A6] z dowodami
podobnych tożsamości opartymi na teselacjach.

Źród lem obszernej wiedzy na temat kombinatorycznych dowodów wielu tożsamości jest
ksia̧żka pod tytu lem Proofs that Really Count: The Art of Combinatorial Proof ([3]) napisana
przez A.T. Benjamina i J.J. Quinni. Jedna z g lównych strategii dowodowych szeroko stosowana
w [3], polega na zliczaniu teselacji tablicy wymiaru 1 × d za pomoca̧ kwadratów o wymiarach
1 × 1, prostoka̧tów (tzw. domin) o wymiarach 1 × 2, itd. Natomiast podej́scie zaproponowane
w pracy [A6] jest w pewnym sensie dualne: zamiast zliczania wszystkich teselacji (określonego
rodzaju) jednowymiarowej tablicy 1 × d, rozpatrujemy tylko jedna̧ teselacjȩ, ale za to obiektu
d-wymiarowego (tj. przestrzeni Rd). W pracy [A6] rozpatrujemy podzia l dychotomiczny kostki
[0, 2)d, który otrzymujemy z teselacji przestrzeni Rn kostka̧ [0, 2)d. Teselacja ta jest generowana
przez kod Lagariasa-Shora, a sam podzia l kostki [0, 2)d jest odpowiednia̧ realizacja̧ kodu U
zdefiniowanego przy okazji omawiania pracy [A5].

Wspó lczynniki dwumianowe wystȩpuja̧ce w (6.1)–(6.3), a także sam kod U , sa̧ blisko zwia̧zane
z kostka̧ Lucasa Λd ([33]). Jest to graf, którego zbiór wierzcho lków V (Λd) sk lada siȩ ze wszyst-
kich wierzcho lków (v1, . . . , vd) kostki {0, 1}d, w których jedynki nie stoja̧ obok siebie, a także
nie wystȩpuja̧ one jednocześnie na pierwszej i ostatniej pozycji. Wierzcho lki w kostce Lukasa
sa̧ po la̧czone, jeżeli różnia̧ siȩ dok ladnie na jednej pozycji i ∈ [d]. Na zakończenie pracy [A6]
pokazujemy, że wierzcho lki kostki Lukasa sa̧ selektorem podzia lu L kostki {0, 1}d na kostki
wzajemnie dychotomiczne, który jest realizacja̧ kodu U . Dok ladniej, dla każdego v ∈ V (Λd)
istnieje tylko jedna kostka K ∈ L taka, że v ∈ K. Ponadto, w każdej kostce ze zbioru
L \ {(1, . . . , 1)} leży wierzcho lek ze zbioru V (Λd).
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Omówienie prac [B1]-[B9] zaczniemy od prac poświȩconych podzia lom dychotomicznym i
teselacjom przestrzeni Rd.

7.1 Podzia ly dychotomiczne i teselacje przestrzeni Rd

Praca [B1] jest pierwsza̧ praca̧, w której badane sa̧ w lasności uk ladów kostek dychotomicznych.
Zawiera ona podstawowe idee, które nastȩpnie zosta ly szeroko rozwiniȩte w pracy [A1].

Do najważniejszych rezultatów otrzymanych w [B1] należy charakteryzacja podzia lów mi-
nimalnych F d-kostki X = X1×· · ·×Xd oparta na przekrojach z p laszczyznami wymiaru k, to
znaczy, zbiorami P ⊂ X takimi, że |PI | = 1 dla pewnego I ⊂ [d], |Ic| = k, oraz PIc = XIc , gdzie
Ic = [d] \ I (przypomnijmy, że PI = Pi1 × · · · × Pin , gdzie I = {i1 < · · · < in}). P laszczyznȩ
wymiaru 1 nazywamy linia̧ w kostce X.
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Twierdzenie 7.1 ([B1, Theorem 3]) Niech k ∈ [d]. Podzia l F jest podzia lem minmalnym
d-kostki X wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdej p laszczyzny P wymiaru k zbiór P = {K ∈
F : K ∩ P 6= ∅} zawiera 2k kostek.

W szczególności, jeżeli każda̧ liniȩ P potraktujemy jak skupiona̧ wia̧zkȩ promieni Roentgena,
to jeżeli każda wia̧zka prześwietla zawsze dwie kostki (prześwietlenie jest ‘prostopad le’ do (d−1)-
wymiarowych ścian kostki X), to podzia l F jest minimalny. Warto zauważyć, że ponieważ
kostki rodziny F nie musza̧ posiadać żadnych szczególnych w lasności (takich jak spójność,
ta sama wielkość, itp.), nie każde dwie kostki musza̧ zostać prześwietlone jednocześnie przez
wia̧zkȩ P

Drugim wartym odnotowania wynikiem uzyskanym w pracy [B1], jest twierdzenie dotycza̧ce
rodzin rozpinaja̧cych. Niech M bȩdzie rodzina̧ kostek w d-kostce X. Powiemy, że kostki rodziny
M rozpinaja̧ d-kostkȩ X, jeżeli X jest najmniejsza̧ kostka̧, która zawiera kostki rodziny M .

Twierdzenie 7.2 ([B1, Theorem 4]) Niech F bȩdzie podzia lem minimalnym d-kostki X i
niech k ∈ [d]. Spośród dowolnych 2k + 1 kostek podzia lu F można wybrać k + 1 kostek
K1, . . . , Kk+1 takich, że kostki K1

I , . . . , K
k+1
I rozpinaja̧ kostkȩ XI dla pewnego I ⊆ [d] takiego,

że |I| = k. W szczególności, podzia l minimalny F zawiera d + 1 kostek rozpinaja̧cych d-kostkȩ
X.

Praca [B2] ma charakter popularyzatorski. Przedstawiono w niej zagadnienia zwia̧zane
z hipoteza̧ Minkowskiego (postać bazy kraty Λ w teselacji [0, 1)d + Λ), Kellera i podzia lami
minimalnymi. Szczegó lowo omówiona zosta la konstrukcja kontrprzyk ladu do hipotezy Kellera
podanego przez J. Mackeya w [29]. Praca [29] zawiera jedynie kod kontrprzyk ladu. Krótki
komentarz jakim autor opatrzy l kontrprzyk lad nie wyjaśnia sposobu jego otrzymania. W pracy
[B2] dok ladnie opisano bardzo  ladna̧ strukturȩ tego kontrprzyk ladu (zob. też [41]) Jak już
wspomniano, podstawa̧ tego kotrprzyk lady sa̧ kody V i W opisane przy okazji omawiania
pracy [A4]. W pracy [B2] omówiono także twierdzenie ([B2, Twierdzenie 5]) zwia̧zane z hipoteza̧
Fugledego ([12, 18, 24]).

W nocie [B3] podjȩte zosta ly pierwsze próby oszacowania liczby podzia lów minimalnych
d-kostki X. Liczbȩ wszystkich podzia lów minimalnych d-kostki X oznaczamy przez µ(X).
Przedstawiaja̧c podzia l minimalny jako sumȩ jego sk ladników prostych otrzymano nastȩpuja̧cy
rezultat:

Twierdzenie 7.3 ([B3, Theorem 1]). Niech X = X1 × · · · ×Xd i niech |Xi| ≥ 3 dla każdego
i ∈ [d], d ≥ 2. Wtedy

µ(X) ≡ 1 modulo 4

Ostatnio K. A. Mathew, P. R. J. Östergard oraz A. Popa [30] wyliczyli, że liczba µ(X) wszyst-
kich podzia lów minimalnych F kostki X = {0, 1, 2}5 takich że Ki ∈ {{0}, {1, 2}, {0, 1}, {2}}
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dla każdego i ∈ [5] i każdej kostki K = K1 × · · · ×K5 ∈ F wynosi 638,560,878,292,512 z czego
899,710,227 podzia ly sa̧ nieizomorficzne.

Jak wspomniano wcześniej, w pracy [B4] podana zosta la ogólna formu la na liczbȩ elementów
w dowolnym sk ladniku prostym T ∩C teselacji T torusa T

d
m

kostka̧ jednostkowa̧ dla dowolnego
m = (m1, . . . ,md) ∈ N

d ([B4, Theorem 7]):

|T ∩ C | = n1m1 + · · · + ndmd

dla pewnych n1, . . . , nd ∈ N ∪ {0}. W ten sam sposób można wyrazić liczność pewnych pod-
zbiorów teselacji przestrzeni R

d kostka̧ jednostkowa̧. Aby to uczynić potrzebne sa̧ dwa do-
datkowe twierdzenia. Pierwsze z nich charakteryzuje sk ladniki proste teselacji przestrzeni Rd

kostka̧ jednostkowa̧. Sk ladnikiem prostym teselacji [0, 1)d + T przestrzeni Rd nazywamy każda̧
niepusta̧ rodzinȩ kostek [0, 1)d + T1 taka̧, że T1 = T ∩ (x + Z

d) dla pewnego x ∈ R
d. Blo-

kiem nazwywamy zbiór postaci X + x, gdzie x ∈ R
d oraz X = X1 × · · · × Xd, przy czym

Xi ∈ {[0, 1),R} dla każdego i ∈ [d] (definicja bloku w pracy [B4] jest nieco inna niż w [A3]).
Rodzinȩ B z lożona̧ z wzajemnie roz la̧cznych bloków nazywamy teselacja̧ przestrzeni Rd blo-
kami z rodziny B, jeżeli

⋃

B = R
d. Z [B4, Theorem 1] wynika zapowiadana charakteryzacja

sk ladników prostych teselacji [0, 1)d + T :

Twierdzenie 7.4. Niech T1 ⊂ x+Z
d, gdzie x ∈ R

d. Zbiór [0, 1)d+T1 jest sk ladnikiem prostym
pewnej teselacji przestrzeni Rd kostka̧ jednostkowa̧ wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje teselacja B

przestrzeni Rd blokami taka, że [0, 1)d + T1 ⊂ B oraz B \ ([0, 1)d + T1) nie zawiera przesuniȩć
kostki jednostkowej.

Drugi rezultat pochodzi z pracy [7] D. Coppersmitha i J. Steinbergera. Bezpośrednio z [7,
Theorem 1] wynika

Lemat 7.5 ([B4, Proposition 3]). Niech m1, . . . ,md ∈ N i niech Q ⊆ [m1] × · · · × [md] bȩdzie
zbiorem takim, że zbiór [m1] × · · · × [md] \ Q można zape lnić wzajemnie roz la̧cznymi liniami.
Wtedy

|Q| = n1m1 + · · · + ndmd

dla pewnych n1, . . . , nd ∈ N ∪ {0}.

Korzystaja̧c z Twierdzenia 7.4 oraz Lematu 7.5 w pracy [B4] otrzymano nastȩpuja̧ce

Twierdzenie 7.6 ([B4, Theorem 4]). Niech [0, 1)d + T bȩdzie teselacja̧ przestrzeni Rd kostka̧
jednostkowa̧, x ∈ T i niech kostka D = D1 × · · · ×Dd bȩdzie taka, że |Di| = mi ∈ N dla i ∈ [d]
oraz D ⊂ (x + Z

d). Wtedy istnieja̧ liczby n1, . . . nd ∈ N ∪ {0} takie, że

|T ∩D| = n1m1 + · · · + ndmd.
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W pracy [B5] raz jeszcze badane sa̧ w lasności wielokostek i teselacji, które wywodza̧ siȩ
z w lasności kodów podanej w Twierdzeniu 2.16. Przypomnijmy, odwo luja̧c siȩ tym razem
do podzia lów dychotomicznych, że jeżeli F jest podzia lem d-kostki X na kostki wzajemnie
dychotomiczne, być może niew laściwe, to istnieje taka para kostek K,G ∈ F , że Ki = Gi lub
Ki = Xi \Gi dla każdego i ∈ [d] oraz

|{i ∈ [d] : Ki = Xi \Gi}| ≡ 1 modulo 2.

W pracy [B5] powyższa w lasność jest dowodzona, i to na dwa sposoby, w kontekście upakowań
przestrzeni Rd kostkami jednostkowymi. Przypomnijmy, że rodzinȩ [0, 1)d+S = {[0, 1)d+s : s ∈
S} nazywamy upakowaniem przestrzeni Rd, jeżeli dowolne dwie kostki tej rodziny sa̧ roz la̧czne.
Upakowanie [0, 1)d + S nazywamy teselacja̧ zbioru F ⊆ R

d, jeżeli F =
⋃

([0, 1)d + S). Zbiór
F ⊂ R

d taki, że upakowanie [0, 1)d + S jest jego teselacja̧ nazywamy szorstkim, jeżeli z faktu
[0, 1)d + x ⊆ F wynika x ∈ S. G lówne twierdzenie pracy [B5] brzmi nastȩpuja̧co:

Twierdzenie 7.7 ([B5, Theorem 3]). Niech [0, 1)d + S bȩdzie upakowaniem przestrzeni R
d.

Zbiór S można przedstawić w postaci sumy roz la̧cznych zbiorów S0 i S1 takich, że oba zbiory
⋃

([0, 1)d + S0) oraz
⋃

([0, 1)d + S1) sa̧ szorstkie. Ponadto, zbiory S0 i S1 można wypisać w
sposób jawny.

7.2 Teoria multifunkcji

Cztery prace [B6]-[B9] nie wchodza̧ce w sk lad rozprawy habilitacyjnej dotycza̧ istnienia cia̧g lych
selektorów multifunkcji i ich zastosowań w teorii inkluzji różniczkowych. Prace [B6,B7] opubli-
kowane zosta ly przed doktoratem.

Niech X i Y bȩda̧ dowolnymi niepustymi zbiorami. Dowolna̧ funkcjȩ F : X → 2Y \ {∅}
nazywamy multifunkcja̧. Funkcjȩ f : X → Y taka̧, że f(x) ∈ F (x) dla każdego x ∈ X
nazywamy selektorem multifunkcji F . Niech teraz (X,T ) bȩdzie przestrzenia̧ topologiczna̧,
a (Y, ρ) przestrzenia̧ metryczna̧. Multifunkcjȩ F : X → 2Y \ {∅} nazywamy dolnie pó lcia̧g la̧
w punkcie x0 ∈ X, jeżeli dla każdego zbioru otwartego U ⊂ Y takiego, że F (x0) ∩ U 6=
∅, zbiór {x ∈ X : F (x) ∩ U 6= ∅} jest otwarty. Różne inne rodzaje cia̧g lości multifunkcji
oraz ich wasnoci selekcyjne sa̧ obszernie omówione w monografiach [2, 17, 35]. Jednym z
podstawowych zagadnień rozpatrywaych w teorii multifunkcji jest zagadnienie istnienia cia̧g lego
selektora multifunkcji. S lynne twierdzenie Michaela [31] o istnieniu cia̧g lego selektora mówi, że
każda dolnie pó lcia̧g la multifunkcja F : X → 2Y \{∅} z przestrzeni parazwartej X do przestrzeni
Banacha Y o domkniȩtych i wypuk lch wartościach ma cia̧g ly selektor.

W pracy [B6] udowodniono pewne twierdzenie o istnieniu cia̧g lego selektora dla multifunkcji
o domkniȩtych i rozk ladalnych wartościach w przestrzeni funkcji ca lkowalnych L(T,Rd). W
oparciu o to twierdzenie, w pracy [B7] udowodniono pewna̧ w lasność s labego domkniȩcia zbioru
wszystkich punktów sta lych multifunkcji (x ∈ X jest punktem sta lym multifunkcji F : X →
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2Y \ {∅}, jeżeli x ∈ F (x)) o domkniȩtych i rozk ladalnych wartościach w przestrzeni L(T,Rd),
która spe lnia pewien silniejszy niż dolna pó lcia̧g lość warunek cia̧g lości.

W pracy [B8] badane sa̧ selekcyjne w lasności multifunkcji

F : X → 2C(S,Rd) \ {∅} oraz F : X → 2L∞(T,Rd) \ {∅},

gdzie C(S,Rd) jest przestrzenia̧ funkcji cia̧g lych f : S → R
d na zbiorze zwartym S, a L∞(T,Rd)

jest przestrzenia̧ funkcji f : T → R
d ca lkowalnych jednostajnie ograniczonych. Twierdzenia

selekcyjne zawrte w pracy [B8] dotycza̧ multifunkcji F : X → 2Y \ {∅}, dla których zbiór

F (1)(x) = {y ∈ F (x) : lim
x′→x

dist(y, F (x′)) = 0}

jest niepusty dla każdego x ∈ X. Zbiór F (1)(x) nazywamy dolna̧ granica̧ Kuratowski-Painlevé
multifunkcji F w punkcie x ∈ X. Dla każdego n ∈ N definiujemy również n-ta̧ granicȩ
Kuratowskiego-Painlevé wzorem

F (n)(x) = {y ∈ F n−1(x) : lim
x′→x

dist(y, F n−1(x′)) = 0}.

Selekcyjne w lasności multifunkcji F : X → 2Y \{∅} zależa̧ zarówno od rodzaju jej cia̧g lości jak i
natury zbiorów F (x), x ∈ X. Zbiór K ⊂ C(S,Rn) nazywamy C-wypuk lym, jeżeli dla dowolnych
f, g ∈ K i dowolnej funkcji cia̧g lej p : S → [0, 1] funkcja fp + g(1 − p) należy do zbioru K.
Zbiór K ⊂ L∞(T,Rd) nazywamy rozk ladalnym, jeżeli dla dowolnych f, g ∈ K i dowolnego
zbioru mierzalnego A ⊂ T funkcja fχA + gχT\A należy do zbioru K, gdzie χA oznacza funkcjȩ
charakterystyczna̧ zbioru A.

W 1989 roku A.L. Brown pokaza l w pracy [4], że jeżeli F : X → 2R
d

\ {∅} ma wypuk le
wartości oraz F (d)(x) 6= ∅ dla każdego x ∈ X, to multifunkcja x 7→ F (d)(x) jest dolnie pó lcia̧g la.
W pracy [B8] uogólniamy twierdzenie Browna:

Twierdzenie 7.8 ([B8, Theorem 5]). Niech X bȩdzie przestrzenia̧ parazwarta̧. Jeżeli multi-
funkcja F : X → 2C(S,Rd)\{∅} ma domkniȩte i C-wypuk le wartości oraz F (d)(x) 6= ∅ dla każdego
x ∈ X, to multifunkcja x 7→ F (d)(x) jest dolnie pó lcia̧g la.

W oparciu o Twierdzenie 7.8 oraz twierdzenie Gelfanda-Najmarka, otrzymujemy twierdzenie
Browna dla multifunkcji o wartościach w przestrzeni L∞(T,Rn):

Twierdzenie 7.9 ([B8, Theorem 12]). Niech X bȩdzie przestrzenia̧ parazwarta̧. Jeżeli multi-
funkcja F : X → 2L∞(T,Rd) \{∅} ma domkniȩte, wypuk le i rozk ladalne wartości oraz F (d)(x) 6= ∅
dla każdego x ∈ X, to multifunkcja x 7→ F (d)(x) jest dolnie pó lcia̧g la.

Proste zastosowanie twierdzenia Michaela gwarantuje istnienie cia̧g lego selektora dla multifunk-
cji opisanych w Twierdzeniach 7.8 i 7.9.
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Multifunkcjȩ F : X → 2Y \ {∅} nazywamy prawie dolnie pó lcia̧g la̧ w punkcie x0 ∈ X,
jeżeli dla każdego ε > 0 istnieje otwarte otoczenie Ux0

punktu x0 takie, że
⋂

x∈Ux0
[F (x)]ε 6= ∅,

gdzie [F (x)]ε = {y ∈ Y : dist(y, F (x)) < ε}. Jeżeli ε > 0, to ε-selektorem fε multifunkcji F
nazywamy funkcjȩ fε : X → Y taka̧, że fε(x) ∈ [F (x)]ε dla każdego x ∈ X.

W pracy [B9] przedstawione zosta ly trzy twierdzenia o istnieniu cia̧g lej ε-selekcji oraz pewne
ich zastosowania w teorii inkluzji różniczkowych. Dwa twierdzenia selekcyjne udowodnione w
[B9] maja̧ postać:

Twierdzenie 7.10 ([B9, Theorem 2.2]). Niech (T,F , µ) bȩdzie przestrzenia̧ mierzalna̧ ze
skończona̧ i bezatomowa̧ miara̧ µ i nich E bȩdzie przestrzenia̧ Banacha. Każda prawie dolnie
pó lcia̧g la multifunkcja F : Rd → 2L(T,µ,E) \ {∅} o wartościach rozk ladalnych ma ε- selekcjȩ fε.

Twierdzenie 7.11 ([B9, Theorem 2.5]) Niech (X, d) bȩdzie ośrodkowa̧ przestrzenia̧ metryczna̧,
a (T,F , µ) ośrodkowa̧ przestrzenia̧ mierzalna̧ z miara̧ µ. Jeżeli multifunkcja F : R

d →
2L(T,µ,E) \ {∅} o wartościach rozk ladalnych jest taka, że

(i) F (1)(x) 6= ∅ dla każdego x ∈ X,
(ii) multifunkcja F (1) jest prawie dolnie pó lcia̧g la,
(iii) limx′→x H(F (1)(x), F (x′)) = 0 dla każdego x ∈ X,

to dla każdego ε > 0 istnieje funkcja cia̧g la fε : X → L(T, µ, E) taka, że Gr(fε) ⊂ [Gr(F (1))]ε i
jednocześnie fε(x) ∈ [F (x)]ε dla każdego x ∈ X.

W drugiej czȩści pracy [B9], przedstawione zosta ly zastosowania wyżej opisanych twierdzeń
selekcyjnych w teorii inkluzji różniczkowych. Bezpośrednio z Twierdzenia 7.10 otrzymano

Twierdzenie 7.12 ([B9, Theorem 3.1]). Niech F : R+ × R
n → 2R

d

\ {∅} bȩdzie multifunkcja̧
o wartościach domkniȩtych, która jest mierzalna, jednostajnie ca lkowo ograniczona, a ponadto
F (t, ·) jest prawie dolnie pó lcia̧g la̧ multifunkcja̧ jednostajnie ze wzglȩdu na t ≥ 0. Wtedy dla
każdego T > 0 oraz x0 ∈ R

d istnieje cia̧g (xr)r≥1 absolutnie cia̧g lych funkcji xr : [0, T ] → R
d

takich, że xr(0) = x0 oraz lim dist(x′
r(t), F (t, xr(t))) = 0 dla prawie wszystkich t ∈ [0, T ].

Bezpośrednio z Twierdzenia 7.11 wynika analogiczny rezultat ([B9, Theorem 3.2]) dla in-
kluzji różniczkowych w nieskończenie wymiarowych przestrzeniach Banacha.
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