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1 Wstep

Teselacjg przestrzeni RY kostkq jednostkowg nazywamy rodzine wzajemnie roziacznych kostek
0, )¢ +T ={[0,1)?+¢t:t €T} taka, ze |J([0,1)?+T) = R?, gdzie T jest pewnym podzbiorem
zbioru R?. (W calym referacie, jezeli Z jest rodzina zbioréw, to |JZ = J ., A.) Prace [Al]-
[A6] sa Scile zwiazane z teselacjami przestrzeni RY kostka jednostkowa [0, 1)¢. O ile sam fakt, ze
teselacja przestrzeni R? kostka jednostkowa istnieje jest raczej oczywisty, to pytania o strukture
takich teselacji, to znaczy o sposéb wzajemnego polozenia kostek w teselacji, sa ciekawe i czesto
trudne. Najbardziej znanym problemem dotyczacym struktury teselacji przestrzeni R? kostka
jednostkowa jest hipoteza Minkowskiego. Zbior

A={ab + -+ agby: aq,...,aq € Z},

gdzie by,...,by € R? sa wektorami liniowo niezaleznymi nazywamy kratg w przestrzeni R?.
Wektory by, ..., bg nazywamy bazg karty A. Rodzing kostek [0,1)¢ + A = {[0,1)?+ X : X € A}
nazywamy teselacjg kratowq przestrzeni RY kostkq jednostkowq, jezeli [0,1)% + A jest teselacja
przestrzeni R? kostka jednostkowa. W 1907 roku H. Minkowski postawil nastepujaca hipoteze:

Hipoteza Minkowskiego ([32]). Kazda teselacja kratowa przestrzeni R? kostkq jednost-
kowg zawiera pare kostek [0,1)% + X, [0,1)? + X takq, ze |\; — | =1 dla pewnego j € [d] =
{1,...,d} oraz \; = N, dla wszystkich i € [d] \ {j}.

Pare kostek [0,1)¢ + X, [0,1)? + X opisana w hipotezie Minkowskiego nazywamy parg
blizniaczg lub kostkami blizniaczymi (Rysunek 1).

W 1941 G. Hajos podal dowdd poprawnosci hipotezy Minkowskiego. Hajés sprowadzit
hipoteze Minkowskiego do zagadnienia z teorii grup. Twierdzenie Hajosa o faktoryzacji grup
abelowych, ktéore dowodzi stusznosci hipotezy Minkowskiego, dato impuls do nowych badan nad
faktoryzacja grup ([40]). Mimo to, jak podaja H. Stein i S. Szabd w ksiazce [37] poswiecone]
hipotezie Minkowskiego, Hajos jeszcze wiele lat po opublikowaniu swojego dowodu hipotezy
Minkowskiego, szukal dla niej innego, bardziej geometrycznego wyjasnienia. W dalszej czesci
referatu opisze hipoteze dotyczaca struktury teselacji przestrzeni R? kostka jednostkowa posta-
wiong w [A2], ktéra jest proba takiego geometrycznego wyjasnienia hipotezy Minkowskiego.

W 1930 roku, O.H. Keller wysunat nastepujaca hipoteze, ktéra jest uogélnieniem hipotezy
Minkowskiego na dowolna teselacje [0,1)¢ + T przestrzeni R? kostka jednostkowa:
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Hipoteza Kellera ([21]). Kazda teselacja [0,1)? + T przestrzeni R kostkq jednostkowg
zawiera pare blizniaczq.

Rys. 1. Fragment teselacji [0,1)3 + T przestrzeni R? i para blizniacza.

Dziesie¢ lat po opublikowaniu hipotezy Kellera, w 1940 roku, O. Perron podal dowdéd jej po-
prawnosci dla wymiaréw d < 6. Jego dowdd oparty jest na analizie ukladu kostek teselacji
[0,1)% + T, ktére maja niepusty przekrdj z dowolna ustalona kostka [0,1]¢ + z, gdzie x € R?
(Perron przyjal = 0). Kluczowa wlasnoscia kostek kazdej teselacji przestrzeni R? kostka
jednostkowa jest spelnienie przez nie warunku Kellera ([21]): dla dowolnych dwéch kostek
[0, 1) +¢,[0,1)? + ¢ € [0,1)? + T istnieje i € [d] takie, ze

t,—t e z\ {o}. (1.1)

Niech
F =F, ={([0,1]"+2)n ([0, 1) +t) £ 0: t € T}.

Rodzina .# jest podziatem kostki [0, 1]? + z na zbiory postaci K = K; x --- x K; (Rysunek 2),
gdzie K; = ([0,1] + ;) N ([0,1) + ¢;).
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Rys. 2. Struktura podzialu .# zalezy od polozenia punktu z € R?.

Zauwazmy teraz, ze, na mocy warunku Kellera, dla dowolnych dwéch zbioréw K, G € F
istnieje ¢ € [d] takie, ze K; NG; = 0 oraz K; UG; = [0,1] + x;. Podzialy o tej wlasnos¢ byty
punktem wyjscia badari, przeprowadzonych gléwnie w pracach [A1,A3,A4,B1] nad ukladami
kostek w iloczynie kartezjanskim X = X7 x --- x Xj.
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2 Wielokostki, podzialy dychotomiczne i kody

W tej czesci oméwiona zostanie praca [Al].

Dla kazdego ¢ € [d] niech X; bedzie dowolnym zbiorem liczacym co najmniej dwa elementy.
Zbior X = X x---x Xy nazgywamy d-kostkg, a niepusty zbiér A C X postaci A = Ay x---x Ay,
gdzie A; C X; dla i € [d], nazywaé bedziemy kostkg. Kostka A jest wlasciwa, jezeli A; # X;
dla kazdego i € [d]. Kostke, ktéra nie jest wlasciwa nazywamy niewtasciwg. Zbiér wszystkich
kostek wlasciwych w d-kostce X oznaczamy przez box(X), a zbiér wszystkich kostek w X przez
Box(X). Dwie kostki A, B C X sa dychotomiczne, jezeli

Ai = Xi\ By

dla pewnego i € [d]. Zbiér F C X nazywamy wielokostkq, jezeli istnieje rodzina .% zlozona
z kostek wzajemnie dychotomicznych taka, ze F' = |J.%#. Rodzine .# nazywamy podzialem
dychotomicznym lub garniturem wielokostki F'.

NI
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Rys. 3. Kostki A i B sa dychotomiczne, a kostki C' i D nie sa dychotomiczne. Zbiér H nie jest wielokostka, a
zbiér F jest wielokostka. Po prawej stronie wielokostki F' przedstawiony jest (jedyny) jej podzial

dychotomiczny na kostki wiasciwe.

Oczywiscie d-kostka X jest wielokostka. Podzial dychotomiczny d-kostki X na kostki
wlasciwe nazywamy podziatem minimalnym. Nazwa tego typu podzialow ma zwiazek z py-
taniem postawionym przez K.A. Kearnesa i E.W. Kissa w pracy [20]: czy kaZdy podzial d-kostki
X na kostki, ktory liczy mniej niz 2¢ kostek zawiera kostke niewlasciwg? Pozytywna odpowiedz
na to pytanie zostala udzielona przez N. Alona, T. Bohmana, R. Holzmana oraz D. J. Kleit-
mana w pracy [1]. Wobec tego, 2¢ jest najmniejsza liczba kostek wiadciwych na ktéra mozna
podzieli¢ d-kostke. Ponadto, w pracy [B1l] wykazano, ze jezeli % jest podziatem d-kostki X na
kostki wtasciwe, to .F jest podziatem minimalnym wtedy i tylko wtedy, gdy |.7| = 2%

Whasnosci wielokostek zostaly gruntownie zbadane w pracy [Al]. Dla kazdego i € [d] niech
O(X;) bedzie rodzina wszystkich podzbioréw zbioru X;, ktére maja nieparzyscie wiele ele-
mentéw i niech 0(X) = 0(X;) x -+ x O(Xy). Jezeli K C X jest kostka, to dla ¢ € [d] przez
O K; oznaczamy rodzine wszystkich nieparzystych podzbioréw zbioru X;, ktérych przekroje ze
zbiorem K; maja nieparzyscie wiele elementow, tj. O0K; = {A € 0(X;): |[ANK;| =1 (mod2)}.
Niech

f(:ﬁKl XX OK,.
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Nietrudno sprawdzi¢, ze jezeli # = {K',..., K™} jest rodzina kostek w X taka, ze kazde
dwie kostki z % sa dychotomiczne, wtedy kazde dwie kostki rodziny F = {f( LK my
sa dychotomiczne. Wobec tego zamiast rodziny .# mozemy rozpatrywaé kostki z F , przy
czym teraz wszystkie kostki z F sg, o ile sg one kostkami wlasciwymi, tej samej wielkosci:
|OK!| = (1/2)|0(X;)] dla kazdego i € [d] oraz j € [m], a zatem |Ki| = (1/2%)|0(X)|. Fakt ten
ma zasadnicze znaczenie w analizie struktury ukladow kostek dychotomicznych. Za przykiad
niech postuzy uproszczone rozumowanie przedstawione w paragrafie drugim pracy [Al] roz-
strzygajace nastepujacy problem: jezeli ' C X jest wielokostkq, to czy prawdg jest, zZe dla do-
wolnych podziatow dychotomicznych % i 9 wielokostki F' na kostki wltasciwe zachodzi réwnosé
| 7| = |¥9|? Zadanie jest proste w przypadku, gdy rodzina % jest rozszerzalna do podziatu
minimalnego, to znaczy, istnieje rodzina %’ zlozona z kostek wzajemnie dychotomicznych taka,
ze F U.ZF' jest podzialem minimalnym i wtedy |.#| + |.Z'| = 2¢. Poniewaz 4 U.Z' jest réwniez
podzialem minimalnym, zatem |¢| + [.F'| = 2, a wigc |F| = |4|. Jednak nie wszystkie
uktady kostek dychotomicznych sa rozszerzalne do podzialu minimalnego. Rysunek 4 przed-
stawia uktad czterech kostek dychotomicznych w X = [0, 1]3, ktérego nie mozna rozszerzy¢ do
podzialu minimalnego.

4
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Rys. 4. Cztery kostki wzajemnie dychotomiczne, ktérych nie mozna uzupemié¢ do podziatu minimalnego kostki
X =0,1]3.

W takiej sytuacji przechodzimy do d-kostki ¢(X) oraz rodzin .% i 4. Poniewaz | J.% = ¥
oraz kostki obu rodzin maja te sama liczbe elementéw, zatem || = |4|, skad otrzymujemy
réwnosé |.Z| = |¥4|. Zauwazmy, ze kazdej wielokostce F' C X mozemy teraz przypisaé liczbe
|F'|o, ktéra jest réwna liczbie kostek w dowolnym podziale dychotomicznym wielokostki F
na kostki wlasciwe ([A1l, Section 2]). Pomyst wprowadzenia rodziny Z w miejsce F jest
rozwinieciem gléwnej idei dowodu podstawowego twiedzenia pracy [1].

Jak zobaczymy w dalszej czesci referatu, wiele pytan dotyczacych struktury uktadéw kostek
wzajemnie dychotomicznych w istotny sposdb porusza nastepujace

Zagadnienie wielokrotnego podzialu wielokostki. Niech % i ¢ bedg dwoma po-
dziatami dychotomicznymi wielokostki F C X na kostki wlasciwe. Jaki zwigzek zachodzi miedzy
kostkami z podziatow F 147 W szczegolnosci, kiedy wielokostka F ma tylko jeden podziat dy-
chotomiczny?

Par¢ kostek K,G C X nazywamy parg blizniaczq lub kostkami blizniaczymi, jezeli K; =
X; \ G; dla pewnego j € [d] oraz K; = G; dla kazdego i € [d] \ {j}. Funkcje f: box(X) - R
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taka, ze dla dowolych dwoch par blizniaczych A, B oraz C, D takich, ze AUB = C'UD zachodzi
rOwnosé

f(A) + f(B) = f(C) + f(D)
nazywamy funkcja addytywng. Przestrzen wszystkich funkcji addytywnych oznaczamy przez

A(X,R). W rozdziale trzecim pracy [A1] zbadane zostaly podstawowe whasnosci funkeji addy-
tywnych. Jednym z gléwnych rezultatow dotyczacych funkcji addytywnych jest

TWIERDZENIE 2.1 ([Al, Theorem 3.6]). Niech X bedzie d-kostkg. Dla dowolnych podziatow
dychotomicznych F 19 wielokostki F' C X na kostki wlasciwe i dowolnej funkcji f € A(X,R)

zachodzi rownosé
A =D f(A).

AeF Aec9

Twierdzenie 2.1 ma ciekawe zastosowania, zwtaszcza te zwiazane z zagadnieniem wielokrotnego
podziatu wielokostki. Pierwsze, o ktérym tutaj wspomnimy, dotyczy etykietowania diadycz-
nego.

Niech E bedzie dowolnym niepustym zbiorem. Dowolna surjekcje A: box(X) — E taka,
ze {\(A),\(B)} = {\C), (D)} dla dowolnych dwéch par blizniaczych A, B i C, D takich, ze
AUB = CU D nazwamy etykietowaniem diadycznym. Korzystajac z Twierdzenia 2.1 mozna
udowodni¢ nastepujacy rezultat dotyczacy etykietowania diadycznego podziatéw dychotomicz-
nych wielokostek.

LEMAT 2.2 ([Al,Proposition 4.1]). Niech X bedzie d-kostkq, a E dowolnym niepustym zbio-
rem. Jezeli \: box(X) — FE jest etykietowaniem diadycznym, to dla dowolnej wielokostki
F C X i jej dowolnych podzialow dychotomicznych % 19 na kostki wtasciwe zachodzi réwnosé

(MA): Ae F}={\NA): Ac ).

Szczegblnym rodzajem etykietowania diadycznego jest kod binarny. Dla kazdego i € [d]
niech 3;: 2%\ {0, X;} — Z, bedzie funkcja spemiajaca warunek

Bi(A) + Bi( X\ 4) =1 dla kazdego A; € 2%\ {0, X;}. (2.1)

Funkcja 8: box(X) — Z$ dana wzorem B(A) = (Bi(A1),...,B4(Aq)) jest, wobec wa-
runku (2.1), etykietowaniem diadycznym. Etykietowanie 5 nazywamy kodem binarnym rodziny
box(X). Na mocy Lematu 2.2, dla dowolnych podzialéw dychotomicznych % i ¢ wielokostki
F C X na kostki wlasciwe zachodzi réwnosé

{B(A): Ae F} ={B(A): Ac ¥} (2.2)

Powyzsza réwno$é wskazuje na zwiazek miedzy kostkami podzialow % 1 ¢ poruszany w za-
gadnieniu wielokrotnego podzialu: po zakodowaniu kostek podzialow .# i ¢ za pomoca kodu
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B, zbiér kodéw zero-jedynkowych obu podzialéow jest identyczny. Podobnie jak w przypadku
réwnosci 7| = |¥4], réwnosé kodéw binarnych latwo wyttumaczyé, gdy podzial .7 jest roz-
szerzalny do podzialu minimalnego. Jednak dla podzialéw, ktoérych nie mozna rozszerzy¢ do
podzialu minimalnego, fakt ten jest wysoce nieoczywisty (wydaje sie, ze nawet w przypadku po-
dzialéw rozszerzalnych réwnos¢ (2.2) jest zaskakujaca). W rozdziale piatym pracy [Al] podane
sa przyktady kodow binarnych.

Kolejnym niezmiennikiem podzialéw dychotomicznych wielokostki F' C X omawianym w
pracy [A1] jest jej indeks. Definicja indeksu, podana na poczatku rozdzialu széstego pracy [Al],
odwotuje sie do pewnej szczegdlnej funkeji addytywnej. Niech C' = Cy x --- x Cy € box(X) i
niech dla kazdego i € [d] funkcja ¢¢,: 2%\ {X;,0} — R dana bedzie wzorem

oc,(Ai) = [Ai = C)] — [Ai = X; \ Ci].

Przyjmujac ¢x, = 1 dla kazdego i € [d], tatwo jest sprawdzié¢, ze dla kazdego C' € Box(X)
funkcja ¢c: box(X) — R dana wzorem

¢c(A) = ¢cy (Ai) -+~ dc, (Ad)
jest addytywna. Jezeli .Z jest podzialem dychotomicznym wielokostki F' C X, to liczbe

Ind(.Z,C) = Y ¢c(A (2.3)

AcF

nazywamy indeksem podziatu F

na zbiér 2% \ {0}, to liczbe

wzgledem kostki C. Jezeli g%c jest przedtuzeniem funkcji ¢¢

ind(F,C) = > (4 (2.4)

AeF
nazywamy indeksem wielokostki F wzgledem kostki C'.

Niech C € Box(X), I = {iy < -+ < i,} C [d] oraz C; = C;;, x --- x C;,. Dlae € Z4
niech C¢ = C' x --- x C3, gdzie C;' = C; dlag; =01 C = X;\ C; dla g; = 1. Podzial
dychotomiczny ¢ = {C° # 0 : € € Z3} nazywamy podziatem prostym (Rysunek 5). Niech
I =i(C)={ield:C;# X;}. Kazdemu elementowi podzialu ¢ = ¢ przypiszmy znak + lub
— w nastepujacy sposéb: kostki A, B € € sa tego samego znaku, jezeli B = A€ oraz (—1)¢l = 1,
gdzie |e| = Zle gi. (To znaczy, istnieje zbiér J C [d]| zawierajacy parzyscie wiele elementow
taki, ze A; = X;\ B; dla kazdego i € J oraz A; = B; dlai € [d]\ J.) Okre$lmy na % relacje ~ w
ten sposob, ze A ~ B wtedy i tylko wtedy, gdy A i B maja ten sam znak. Relacja = jest relacja
rownowaznosci na zbiorze ¢ o dwoch klasach abstrakeji. Kostkom klasy abstrakeji relacji &
do ktoérej nalezy kostka C' przypiszmy znak + i oznaczmy zbior kostek ze znakiem + przez €.
Kostkom z drugiej klasy abstrakcji przypisujemy znak — i zbiér tych kostek oznaczymy przez
%~ . Niech F' C X bedzie wielokostka, a .# jej podzialem dychotomicznym i niech

n(F,0)=|{Ae F: A€ (¢} oraz n (F,0)=|{A€ F: A€ (€ )i}

Liczby n*(%,C) i n= (£, C) pozwalaja wyznaczy¢ indeks wielokostki w nastepujacy sposéb:
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LEMAT 2.3 ([Al, Proposition 6.1]). Niech .F bedzie podziatem dychotomicznym wielokostki
F C X na kostki wltasciwe. Dla kazdej kostki C' € Box(X) \ {X} zachodzi réwnosé

ind(F,C) =Ind(Z#,C) =n"(F,C) —n (F,0). (2.5)
Ponadto, ind(F, X) = |.Z| = |Fo.

Rownosé (2.5) jest zrédlem waznych i dosé niespodziewanych informacji na temat struktury
wielokostek i ich podzialow. Najciekawsze z nich wymienimy w postaci ponizszych czterech
wnioskow.

WNIOSEK 2.4. Niech C' € Box(X) \ {X}. Dla dowolnych podziatow F i 4G wielokostki F' na
kostki wtasciwe zachodzi réwnosé Ind(#,C) = Ind(¥¢, C).

WNIOSEK 2.5. Dla dowolnych podziatow F i 9 wielokostki F na kostki wtasciwe i dowolnej
kostki C' € box(X), jezeli Int(F,C) = n, to podzial G zawiera co najmniej |n| kostek z podziatu
prostego 6.

Jezeli € jest podziatem prostym d-kostki X na kostki wlasciwe oraz A, B € €, to liczbe
d(A,B) = |{i € [d]: A; = X; \ B;}| nazywamy odlegtoscig migdzy kostkami A i B. Niepusty
zbiér .# N € nazywamy skladnikiem prostym podziatu . (Rysunek 5).

4
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Rys. 5. Podzialy proste i sktadniki proste.

WNIOSEK 2.6. Jezeli F jest podziatem minimalnym d-kostki X, to Int(%#,C) = 0 dla kazdej
kostki C' € Box(X) \ {X}. W szczegdlosci, dla kazdej kostki C € box(X) liczba |F N 6c|
jest parzysta. Co wiecej, jezeli F NE jest skladnikiem prostym podziatu F, to F NE =
{AY, B, ..., A" B"}, gdzie dla kazdego i € [n] odlegtosé d( A, BY) jest liczbg nieparzystq.

WNIOSEK 2.7. Niech F bedzie podziatem minimalnym d-kostki X. Jezeli d > 0 jest liczbg
parzystq, a F N€ = {A, B} jest skladnikiem prostym podzialu F, to d(A,B) < d — 1.
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Zauwazmy, ze dla d nieparzystego istnieja podzialy minimalne .# takie, ze d(A, B) = d,
gdzie {A, B} jest skladnikiem prostym podzialu % (Rysunek 5).

Whioski 2.4 i 2.5 dostarczaja nowych informacji na temat zagadnienia wielokrotnego po-
dzialu wielokostki: jezeli Ind(.#,C) # 0 dla pewnej kostki C' € box(X), to w kazdym po-
dziate dychotomicznych ¢4 wielokostki F' = | J.%# na kostki wlasciwe znajdziemy co najmniej
|Ind(#,C)| > 0 kostek z podzialu prostego ¢¢. Co wigeej, istnieja kostki {C',...,C"} C
F N 6c oraz {C™ ..., C"} C YN %G, gdzie n = |Ind(.7, C)|, takie, ze dla kazdego i € [n]
odleglogé¢ d(C*, C™) jest parzysta.

Rozdzial szésty pracy [Al] konczy nastepujace kryterium réwnosei wielokostek oparte na
indeksie:

TWIERDZENIE 2.8 ([Al, Theorem 6.4]). Niech F' i G bedg wielokostkami w d-kostce X . Wielo-
kostki F' i G sq réwne wtedy i tylko wtedy, gdy ind(F,C) = ind(G,C) dla kazdej kostki C' C X.

Na mocy Wniosku 2.6 indeks d-kostki X wzgledem dowolnej kostki C' € box(X) jest réwny
zero. Okazuje sieg, ze d-kostki to nie jedyne wielokostki o tej wtasnosci. W rozdziale siédmym
pracy [Al] opisano wielokostki FF C X, F' # X, dla ktérych indeks wzgledem dowolnej kostki
jest rowniez réwny zero.

Niech F' C X bedzie wielokostka, .# jej podzialem dychotomicznym na kostki wlasciwe i

niech
Fo - | A
AeF

gdzie, przypomnijmy, ze € € Z3 oraz A° = A7' x --- x AY, przy czym A7 = A; dlag; =01
AS = X;\A; dlag; = 1. Wielokostke F nazywamy symetryczng, jezeli istnieje e € Z4\{0} takie,
ze ©) = . Niech i(C) = {i € [d]: C; # X;} dla C € Box(X) oraz supp(e) = {i € [d]: &; = 1}.
Gléownym rezultatem rozdzialu siédmego pracy [Al] jest nastepujace twierdzenie o indeksie
wielokostek symetrycznych:

TWIERDZENIE 2.9 ([Al, Theorem 7.5]). Niech ' C X bedzie wielokostkqg w d-kostce X i niech
e € 74\ {0}. Jezeli F©) = F, to ind(F,C) = 0 modulo 2 dla kazdej kostki C € Box(X)\ {X}.
Jezeli ponadto zbior i(C) Nsupp(e) liczy nieparzyscie wiele elementow, to ind(F,C) = 0.

A A
|| 1 1

4

1

Rys. 6. Wielokostki symetryczne.
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Obie wielokostki przedstawione na Rysunku 6 sa symetryczne. Dla wielokostki po lewej stronie
zachodzi réwnosé¢ F(LL0) = F | a dla wielokostki po prawej stronie mamy G(1D) = G

W przypadku podziatéw dychotomicznych wielokostki /' na kostki wtasciwe, istotne z punktu
widzenia zagadnien zwiazanych z hipoteza Kellera jest wyznaczenie warunkéw, przy ktorych
wielokostka ma tylko jeden podziat na kostki dychotomiczne. Wielokostke F' nazywamy sztywna,
jezeli ma tylko jeden podzial na kostki wzajemnie dychotomiczne. Zauwazmy, ze jezeli .F
jest podzialem dychotomicznym sztywnej wielokostki F' , to .# moze zawieraé jedynie kostki
whasciwe. W sczegdlnosci, .# nie moze zawiera¢ par bliZniaczych (to znaczy, par kostek
K,G C X takich, ze K; = X; \ G; dla pewnego j € [d] oraz K; = G; dla wszystkich
i€ [d\{j}). W pracy [26], J. Lagarias i P. Shor postawili hipotez¢ dotyczaca sztywnosci
ukladéw kostek jednostkowych w przestrzeni R¢, ktéra przedstawimy w jezyku wielokostek i
ich podzialéw dychotomicznych:

Hipoteza o sztywno$ci (Lagarias, Shor) Niech .# bedzie podziatem minimalnym d-
kostki X takim, zZe kazdy sktadnik prosty F N€ podziatu F liczy doktadnie dwa elementy. Dla
dowolnych K' € F NE€Y,...,K* ' € ZNE* " wiclokostka

2(1—1

F = U K
k=1

jest sztywna.

Hipoteza o sztywnosci zostala pozytywnie rozstrzygnieta w rozdziale ésmym pracy [Al].
Ponizsze twierdzenie o sztywnosci wielokostek uzyskane w [Al] jest znacznie ogdlniejsze niz
hipoteza Lagariasa i Shora.

TWIERDZENIE 2.10 ([A1l, Theorem 8.2]). Niech . bedzie podzialem dychotomicznym wielo-
kostki F' C X na kostki wtasciwe. Jezeli

IInd(#, C)| = [.# N éc|
dla kazdego C' € box(X), to wielokostka F jest sztywna.

W dowodzie Twierdzenia 2.10 rozpatrujemy w miejsce podzialu .# nowa rodzine kostek
wzajemnie dychotomicznych & (F) = {Iv( K € .7}. Kostki réwnodopelnicze K, K e E(F),
posiadaja wszystkie wiasnosci kostek K, K e . Dodatkowo maja one wilasnosci, ktore nie
przystuguja kostkom z rodziny ZF. Najwazniejsza z nich, w kontekscie dowodu Twierdzenia
2.10, jest wlasno$¢ moéwiaca, ze jezeli G C U&(F), Z jest podzialem prostym d-kostki G
oraz KNG, HNG € 2 dla pewnych dwéch kostek K, H € &(F), to istnieje podzial prosty
€ d-kostki X taki, ze K, H € €. Kostki réwnodopelicze sa bardzo efektywnym narzedziem
shuzacym do badania struktury podziatéw dychotomicznych. W rozdziale dziesiatym pracy [Al]
wprowadzona zostala jeszcze ogdlniejsza struktura zwiazana z kostkami réwnodopehiczymi.
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Rozpatrujac wzajemne polozenie dwéch kostek dychotomicznych K = Ky x --- x Ky i
G = G1 x --- x G4 zawartych w d-kostce X istotne sa jedynie trzy wzajemne relacje zbioréw
K; i G; dla kazdego i € [d]: K; = G;, K; = X;\ G; oraz K; & {G;, X; \ G;}, przy czym
K; = X;\ G; dla pewnego j € [d]. Czgsto nie jest wazne jaka jest natura zbioréw K; oraz G;, a
nawet sam fakt, ze sa to w ogdle zbiory. Mozemy zatem w miejsce napisow K = K7 X --- X Ky,
G = Gy x---xGgrozpatrywac ciagik = ky ... kg, g = g1 - .. gq, gdzie symbole ky, ... kg, g1, ..., 9ga
sa elementami pewnego ustalonego zbioru S, na ktérym okreslona jest bijekcja s — ¢ taka, ze
s # s oraz (s') = s dlas € S. Ciagi k i g beda kodowaty kostki dychotomiczne K i G, jezeli
W miejsce podzialéw dychotomicznych wielokostek mozemy zatem rozpartywac zbiory zlozone
ze stow zapisanych za pomoca liter z pewnego alfabetu.

Formalnie alfabetem nazywamy zbiér S zlozony z dowolnych obiektéw. Elementy alfabetu
nazywamy literami. Dopelnieniem w alfabecie S nazywamy dowolna bijekcje s — s taka, ze
s # § oraz (s') = s dla s € §. Slowem dlugosci d nazywamy dowolny ciag s;...sy liter
alfabetu S. Zbiér wszystkich stéw dhugosci d oznaczamy przez S?. Dwa slowa v, w € S sa
dychotomiczne, jezeli v; = w); dla pewnego j € [d]. Zbiér V C S nazywamy kodem (wielokostki)
lub genomem (wielokostki), jezeli kazde dwa stowa w zbiorze V' sa dychotomiczne.

Niech X bedzie d-kostka. Dla kazdego ¢ € [d] niech funkcja f;: S — box(X;) bedzie taka,
ze fi(s) = X; \ fi(s) i niech funkcja f: S¢ — box(X) bedzie dana wzorem

f(Sl e Sd) = fl(sl) X oo X fd(sd)' (26)

O kazdej funkcji zadanej wzorem (2.6) powiemy, ze zachowuje dopetniczosé. Jezeli V. C S,
a f zachowuje dopehiczosé, to zbiér f(V) = {f(v): v € V} nazywamy realizacjg zbioru V.
Realizacja jest dokfadna, jezeli v; € {w;, w.} implikuje f;(v;) &€ {fi(w;), fi(wh)}. Jezeli V C S4
jest kodem, to realizacja f(V') jest podzialem dychotomicznym wielokostki | J f(V') na kostki
whasciwe f(v), v € V. Jak pokazano na Rysunku 7 realizacje kodu V' moga by¢ istotnie rézne.

Rys. 7 Dwie realizacje (dokladne) kodu V' = {aaa,da’a’a’, ba’a,b'a’a, aba’,ab’a’, a’ab,a’ab’}. W realizacji f(V)
po lewej stronie, funkcja f: {a,a’,b,b'}* — box([0,1]*) zachowujaca dopemiczosé jest okreslona nastepujaco:
fz(a) = [07 1/2) dla i = 1a2a f3((1) = [1/27 1]7 fl(b) = [07 1/4) oraz fz(b) = [033/4) dlaz = 273

Rozpatrywanie kodéw wielokostek w miejsce podzialéw dychotomicznych pozwalala na bada-
nie struktury uktadow kostek wzajemnie dychotomicznych w pelnej ogdlnosci, bez potrzeby
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odwolywania sie do konkretnej realizacji. Kod wielokostki jest zbiorem stow napisanych w abs-
trakcyjnym alfabecie S, ktéry moze by¢ interpretowany wedle wtasnych potrzeb. Okreslajac
odleglo$é miedzy stowami v,w € S? wzorem d(v,w) = |{i € [d]: v; = w}| mozemy traktowaé
zbiér V' jak kod, w ktérym dla dowolnych dwdéch stéw v, w € V' zachodzi nieréwnosé d(v, w) > 1.

K. Corradi i S. Szab6 kodowali uklady kostek jednostkowych w przestrzeni R? za pomoca
stéw zapisanych w alfabecie S = {0,1,2,3} ([6]). Stowa w zbiorze S? sa tam traktowane jako
wierzchotki grafu, w ktérym dwa wierzchotki v, w € S¢ sa polaczone, jezeli istnieja 7,7 € [d],
i # j, takie, ze v; # w; oraz v; # wj, a ponadto |v; — w;| = 2 lub |v; — w;| = 2. Taki
graf nazywamy d-wymiarowym grafem Kellera. Zwréémy uwage, ze przyjmujac w alfabecie S
relacje dopehiczosei 0" = 2 oraz 1’ = 3, kazda klika w grafie Kellera staje sie kodem wielokostki,
to znaczy, zbiorem stéw diugosci d napisanych w alfabecie S, w ktérym kazde dwa slowa sa
dychotomiczne.

W znacznie szerszym zakresie kody kostek jednostkowych w przestrzeni R? rozpatrywane sa
przez Lagariasa i Shora w dwéch pracach [25, 26]. W obu pracach bardzo istotna role odgrywaja
dwa szczegolne kody V,W C {0,1,2,3}* o tej whasnosci, ze uklady kostek jednostkowych w
przestrzeni R* ‘zrealizowane’ na podstawie kodéw V i W wyznaczaja ten sam podzbiér w
R*. (Kody te stanowia podstawe konstrukcji kontrprzykladéw dla hipotezy Kellera.) Kody
V i W maja te wlasnosé, ze dla kazdej funkecji f zachowujacej dopeliczo$é¢ zachodzi réwnosé
Uf(V) = U f(W). Takie kody sa interesujace ze wzgledu na ich zwiazek z zagadnieniem
wielokrotnego podziatu wielokostki £ = J f(V).

Niech S bedzie alfabetem z dopelieniem. Dwa kody V,W C S? sa réwnowazne, jezeli
U f(V) =U f(W) dla kazdej funkcji f zachowujacej dopehiczo$é. Zauwazmy, ze jezeli kody
V,W C 8% sa réwnowazne, to |V| = |[W|. Méwimy, ze stowo w € S? jest nakryte przez
zbiér V' C S9. co zapisujemy w C V, jezeli f(w) C |J f(V) dla kazdej funkcji f zachowujacej
dopelniczoéé. Jezeli W C S? oraz w C V dla kazdego w € W, to méwimy, ze zbiér W jest
nakryty przez zbiér V co zapisujemy W C V. Réwnowaznos¢ dwoch kodéw mozemy zatem
wyrazi¢ za pomoca relacji nakrywania: kody V,W C S¢ sq réwnowazne wtedy i tylko wtedy,

gdyVC W oraz W EC V.

W rozdziale dziesiatym pracy [Al] badane sa wlasnosci kodéw, ich realizacji oraz relacji
nakrywania. Ponizej przedstawie gléwne rezultaty uzyskane w tamtym rozdziale.

Niech S bedzie alfabetem z dopelieniem. Do zbioru S dotaczymy specjalna litere x. Zbior
S U {*} oznaczymy przez *S. Wyjatkowos¢ litery * polega na tym, ze dla dowolnej funkcji
f = fi x -+ x fq zachowujacej dopemmiczo$é¢, dowolnej d-kostki X = X; x --- x X, i kazdego
i € [d] zawsze zachodzi réwnosé f;(x) = X;, podezas gdy fi(s) € box(X;) dla kazdego s € S.
Niech
ES={BcCS:|{s,s}NB|=1dlase S},

Es={B e ES:se B} oraz Ex=ES.

Realizacjg réwnodopetniczq stowa v € (xS)? nzywamy kostke ¥ = Ev; X - -+ x Evg zawarta w
d-kostce (ES)? = ES x --- x ES. Realizacjg réwnodopetniczq kodu V nazywamy zbiér E(V) =
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{v : v € V}. Kostki realizacji (V') maja doktadnie te same wlasnosci co wezesniej wspomniane
kostki realizacji &(F). W szczegdlnosci, jezeli alfabet S jest skoiiczony, si,...,s, € S oraz
si & {sj,s;} dla kazdego i # j, wtedy

|Esy -0 Esy| = (1/2)|ES). (2.7)

Na mocy (2.7), jezeli V' C S? to kostki rodziny FE(V) sa tej samej licznosci: |Ev;| =
(1/2)|ES| dla kazdego i € [d], a zatem |0] = (1/24)|ES|¢ dla © € E(V). Wynika stad, ze kostki
v, C (ES)?sa dychotomiczne wtedy i tylko wtedy, gdy ¥Nw = (. (Realizacja réwnodopemicza
kodéw jest wykorzystana w pracy [A4] dotyczacej hipotezy Kellera w wymiarze siedem.)

Niech v,w € S? i niech

n

g(U,U)) - H(z [Ui = wz] + [Ui g {U}Z,U};}:U,

i=1

gdzie [p] = 1, jezeli zdanie p jest prawdziwe oraz [p] = 0, jezeli p jest falszywe. Rozstrzygniecie
czy kody V' i W sa réwnowazne w oparciu o definicje rownowaznosci kodéw lub definicje relacji
nakrywania moze by¢ trudne. W rozdziale dziesiatym pracy [Al] podajemy wygodne kryteria
rozstrzygajace czy stowo v jest nakryte przez kod V.

TWIERDZENIE 2.11 ([A1, Theorem 10.4]). Niech v € S i niech V' C S¢ bedzie kodem. Wtedy

D C|JEV)Swl Ve ) gow) =2 (2.8)

veV

Twierdzenie 2.11 dostarcza dwoch kryteriow réwnowaznosci kodow, ktére sformutujemy w
ponizszych dwéch wnioskach.

WNIOSEK 2.12. Kody V,W C 8% sq réwnowazine wtedy i tylko wtedy, gdy |JE(V) =JEW).

WNIOSEK 2.13. Kody V,W C 5% sq réwnowaine wtedy i tylko wtedy, gdy ", .\, g(v,w) = 2¢
dla kazdego w € W oraz Y,y 9(w,v) =2 dla kazdego v € V.

Pierwsze z przedstawionych wyzej kryteriow jest uzyteczne w rozwazaniach geometrycznych,
natomiast drugie jest przydatne w obliczeniach komputerowych. Oba kryteria sa wykorzystane
w istotny sposéb w pracy [A4].

Kolejne kryterium réwnowaznos$ci kodéw ma charakter algebraiczny i nawiazuje do roz-
dzialu dziewiatego pracy [Al]. Niech Sy oraz S_ beda rozlacznymi podzbiorami alfabetu S z
dopekieniem takimi, ze S_ = {s' : s € S, } 1 § = S, US_. Niech Z[*S] bedzie pierscieniem
generowanym przez zbiér S = S U {x} i niech R bedzie pierscieniem otrzymanym z Z[*S]
przez identyfikacje kazdego elementu s € S_ z elementem * — s'. Wtedy kazde stowo v € S¢
moze zosta¢ jednoznacznie zapisane w postaci formalnej sumy v, stéw ze zbioru (xS, )¢, gdzie
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xS, = Sy U{x}. Na przyklad, po identyfikacji liter ¥’ i o’ z wyrazeniami « — b i ¥ — a, odpo-
wiednio, stowo v = ab'd’ jest identyfikowane z wyrazeniem postaci a(x — b)(x — a) € R, ktére
nastepnie identyfikujemy z formalna suma v, = a** —a*xa—abx+aba bedaca z kolei elementem
modutu wolnego ZxSy C R. Jezeli V. .C S to V¥ =Y vy € ZxS,. Na przyklad, dla
V = {ad'b,aab} mamy a(x —a)b+aab = axb—aab+aab = axb, a zatem V¥ = axb. Zachodzi
nastepujace kryterium réwnowaznosci kodéw.

TWIERDZENIE 2.14 ([A1l, Theorem 10.1]). Kody V,W C 5% sq réwnowaine wtedy i tylko
wtedy, gdy W =V,

Podobnie jak w przypadku podzialéw dychotomicznych .7 wielokostek F' C X | definiujemy
indeks kodu W C S%. Niech u € (*S)? i niech funkcja ¢,: S¢ — R dana bedzie wzorem

Indeksem kodu W wzgledem stowa u nazywamy liczbe

Ind(W,u) = ) du(w).

weW

Zachodzi twierdzenie analogiczne do Twierdzenia 2.8:

TWIERDZENIE 2.15 ([A1l, Theorem 10.2]). Kody V,W C S% sq réwnowaine wtedy i tylko
wtedy, gdy
Ind(V,u) = Ind(W, u)

dla kaidego u € (xS)<.

Dowéd Twierdzenia 2.10 pokazuje, ze jezeli G € |J&(F) oraz G ¢ &(F), to istnieja
kostki K, H € % takie, ze K; = H; lub K; = X; \ H; dla kazdego i € [d], a ponadto liczba
{i € [d : K; = X;\ H;}| jest nieparzysta. Wlasnos¢ t¢ mozemy opisa¢ takze za pomoca
indeksu kodu i relacji nakrywania. W tym celu, na wzér podziatu prostego, definiujemy kod
(podziatowy) prosty C C (xS)¢, w ktérym kazde dwa stowa sa dychotomiczne, dla dowolnych
v,w € C i dowolnego i € [d| zachodzi réwnos$¢ v; = w; lub v; = w} o ile w; # * oraz kazda
realizacja f(C') jest podzialem dychotomicznym d-kostki X. Jezeli W jest kodem, a C' kodem
prostym takim, ze C N W # 0, to zbiér C N W nazywamy sktadnikiem prostym kodu W.
Niech C,, C S¢ bedzie kodem prostym takim, ze w € C,,. Ponizsze twierdzenie podaje istotna
wlasno$é kodéw nakrywajacych slowa ze zbioru S¢.

TWIERDZENIE 2.16 ([A1, Theorem 10.6]). Jezeli W C S? jest kodem, a q € S? stowem takim,
Ze q TW oraz q & W, to istnieje stowo w € W takie, ze Ind(W,w) < |C, N W].
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7 Twierdzenia 2.16 wynika, ze pewien skladnik prosty C,, N W kazdego kodu W C S¢
nakrywajacego co najmniej jedno stowo nie nalezace do W zawiera dwa stowa v = vy...v4 i
u=u...uy takie, ze

Hiel[d:v;=u.}|]=1 modulo 2. (2.9)

Wiasnosé (2.9) stanowi podstawe obliczen w pracy [A4], w ktérej rozpatrywana jest hipoteza
Kellera w wymiarze siedem.

Zachodza analogiczne twierdzenia dotyczace indekséw kodéw wielokostek do twierdzen do-
tyczacych indekséw podzialéw dychotomicznych wielokostek. Na przyklad, jezeli kod V C S¢
liczy 2¢ stéw, czyli jest to kod podzialu minimalnego, to Ind(V,w) = 0 dla kazdego w € S<.
Oznacza to, ze kazdy skladnik prosty C'NV kodu podzialowego V C S? zawiera parzyscie wiele
stow.

Szczegdlnie ciekawie przedstawia si¢ mozliwos¢ rekonstrukeji kodu na podstawie jego frag-
mentu. Powiemy, ze kod W jest sztywny, jezeli nie istnieje kod wielokostki V' rownowazny z W i
taki, ze V # W. Z Twierdzenia 2.10 wynika, ze jezeli w kazdym sktadniku prostym C'NW kodu
W odleglosé d(v,u) = |{i € [d]: v; = u}| miedzy dwoma dowolnymi stowami v,u € C MW jest
liczba parzysta, to kod jest sztywny. Mozna zatem w kazdym kodzie W wyréznié¢ (byé moze na
wiele sposob6w) taki jego podzbiér W, ze kazdy kod V réwnowazny z W zawierajacy zbior
stow W jest identyczny z W. Wystarczy w tym celu zaopatrzyé¢ kazde stowo v € S w znak.
Aby to zrobi¢, tak jak poprzednio dzielimy alfabet S na dwie rozlaczne czedci S_ oraz S, , gdzie
S_ ={s:s e 5.} Niech sgn(s) = +1 dla kazdego s € S, oraz sgn(s) = —1 dla kazdego
s € S_. Jezeli v € S, to liczbg o(v) = sgn(vy) - - - sgn(vy) nazywamy znakiem stowa v. Kod W
rozpada sie na dwie czesci:

WH={weW:o(w)=+1} oraz W~ ={weW:o(w)=—1}.
Kody W 1 W~ okreslaja kod W w nastepujacym sensie:

TWIERDZENIE 2.17 ([A1, Theorem 10.7]). Jezeli V,W C S? sq kodami réwnowaznymi oraz
WHCV, toV =W.

Dowdd tego twierdzenia jest natychmiastowy: niech v € V' \ W*. Wtedy v & W~. Jezeli
v & W™, to na mocy Twierdzenia 2.16 zbior W~ zawiera dwa stowa o przeciwnych znakach, co
jest sprzeczne z definicja kodu W~.

Twierdzenie 2.17 méwi, ze kazdy kod W C S? jest zdeterminowany przez swoje sztywne
czesei W 1 W, Oznacza to, ze jezeli znane sa kody W+ lub W™ oraz znana jest wielokostka
U E(W), to mozemy, przynajmniej teoretycznie, odtworzy¢ caty kod W. W szcezegdlnosci,
dowolny kod W C S? podzialu minimalnego, to znaczy taki, ze |W| = 2%, jest catkowicie
zdeterminowany przez kody W+ i W~. W tym wypadku nie musimy zna¢ wielokostki | J E(W).
Wystarczy uzupeli¢ W+ lub W~ do kodu liczacego 2¢ stéw. Wtedy, wobec Twierdzenia 2.17,
zawsze otrzymamy kod W ([Al, Theorem 11.3]).

Na zakoriczenie tej czedci referatu poswieconej pracy [Al], przedstawie rozklad teselacji
2-okresowej przestrzeni R? kostka jednostkowa na dwie czesci sztywne. Teselacje [0,1)¢ + T

15



przestrzeni R? kostka jednostkowa nazywamy 2-okresowg, jezeli T+ 2z = T dla kazdego z € Z°.
Niech S = [—1, 1) bedzie alfabetem z dopetieniem okreslonym w nastepujecy sposéb: s i s’ sa
dopehicze wtedy i tylko wtedy, gdy |s—s'| = 1. Stowa t € S¢ zapiszemy w postaci wektoréw ¢t =
(t1,...,tq). Jak pokazano na poczatku referatu, podziat # = {([0,1)+¢)N[0,1]¢ £ 0: t € T}
jest podzialem minimalnym kostki [0, 1]%. Wobec tego zbiér W = {t € T : ([0, 1)?+¢)N [0, 1]¢ #
0} jest kodem podzialu #. Niech

Tt =W+t +272% oraz T =W~ +27°%

Ponizsze twierdzenie, ktére jest zarazem ostatnim twierdzeniem pracy [Al], pokazuje, ze
podobnie jak na szachownicy pola biate jednoznacznie wyznaczaja pola czarne i na odwrét, w
dowonej teselacji 2-okresowej rodziny kostek [0, 1)% + 77 i [0,1)¢ + T~ okreslaja si¢ wzajemnie.

TWIERDZENIE 2.18 ([A1, Theorem 11.6]). Niech [0,1)?+T bedzie teselacjg 2-okresowq. Jezeli
([0, D)4+ 2) N ([0,1)¢ +t) =0 dla kazdego t € T, to z € T~.

3 Teselacje przestrzeni RY klastrem kostek

W tej czesci oméwiona zostanie praca [A2].

Niech [0,1)? + P, P C RY, bedzie rodzing kostek, w ktérej kazde dwie kostki spemiaja
warunek Kellera (1.1). Zbiér C' = (J([0,1)? + P) nazywamy klastrem (kostek jednostkowych).
Teselacjq przestrzeni RY klastrem C nazywamy zbiér C + T = {C +t: t € T}, gdzie T C R,
(C+1t)N(C +1t) =0 dla dowolnych ¢,#' € T oraz | J(C + T) = R

Zagadnienie istnienia teselacji przestrzeni R? (Iub jej podzbioru) za pomoca klastréw kostek
jednostkowych, w ktérych na ogét zaktada sie, ze P C Z9, jest przedmiotem intensywnych badan
([14, 16, 36, 37]). O ile klasyczne zagadnienia z zakresu teselacji klastrami koncentuja sie wokdt
pytania czy teselacja danym klastrem w ogéle istnieje, to w pracy [A2] rozwazany jest pewien
problem dotyczacy struktury teselacji przestrzeni R? przy uzyciu klastra kostek jednostkowych.

Jezeli G jest podgrupa grupy Z¢, to powiemy, ze teselacja [0,1)% + T jest G-niezmiennicza,
jezeli T + g = T dla kazdego ¢ € G. Niech m = (my,...,my) € N% Teselacje [0,1)¢ + T
przestrzeni R? nazywamy m-okresowg, jezeli jest ona G-niezmiennicza ze wzgledu na dzialanie
grupy G = myZ X - -+ X my.

Glownym rezultatem pracy [A2] jest

TWIERDZENIE 3.1 ([A2, Theorem 1]). Niech m = (m4,...,my) € N¢ G bedzie podgrupg
grupy 72 takq, ze myZ x - - x mqZ C G i miech [0,1)1+T bedzie teselacjg przestrzeni RY, ktéra
jest G-niezmiennicza. Ponadto, dla kazdego i € [d] niech G = G N Ze;, gdzie e; jest i-tym
elementem bazy standardowej oraz p; = |Z/G|. Wtedy dla kaidego t € T liczba |T N (t +Z4) N
[0,mq) X -+ x [0,mq)| jest podzielna przez GCD(u1, ..., pa)|G/maZ X - -+ X myZ|.

(Niestety w sformulowaniu powyzszego twierdzenia w pracy [A2], a takze w jego opisie
umieszczonym w abstrakcie, wkradl si¢ blad: zamiast GCD(uy, ..., pa)|G/maZ X -+ X myZ|
jest GCD(p, ..., a)|Gl.)
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Teselacja opisana w T'wierdzeniu 3.1, ktora na mocy warunku mi7Z x - - - X mgZ C G jest m-
okresowa, wyznacza jednoczesnie teselacje przestrzeni R? klastrem kostek C' = (J([0,1)? + G).
Twierdzenie 3.1 wygodnie jest sformulowa¢ w réwnowaznej postaci dotyczacej teselacji ptaskiego
torusa. W tym celu okreslamy dzialanie dodawamia & modulo m: jezeli z,y € [0,mq) X - -+ X
[0,mg), to x &y = ((x1 + y1) mod myq, ..., (x4 + yq) mod my). Kostke [0,mq) x -+ x [0,my)
wraz z dodawaniem @ nazywamy torusem (plaskim) i oznaczamy T< . Kostkq jednostkowg
w T nazywamy zbiér [0,1)? @ ¢, gdzie t € TL. Jezeli T C T¢ jest zbiorem takim, ze dla
dowolnych ¢, ¢ € T kostki [0,1)? & ¢, [0,1)? @ t' sa roztaczne oraz | J([0,1)? @ T) = T%, to
rodzing 7 = {[0,1)¢®t: t € T} nazywamy teselacjg torusa T kostka jednostkowa. O zbiorze
T méwimy, ze wyznacza teselacje .7. Teselacja m-okresowa przestrzeni R? okresla teselacje
torusa T%, i na odwrét. Niech Z¢, = Z,,, X - -+ X Z,,. Teselacje torusa T postaci € = {[0, 1)
t®z: 2z € ZL Y}, gdzie t € T | nazywamy teselacja prostg. Jezeli 7 = [0,1)? @ T jest teselacja
torusa T? kostka jednostkowa, to sktadnikiem prostym zbioru T nazywamy kazdy niepusty zbiér
TN(t®ZL), gdzie t € T (teselacja przedstawiona na Rysunku 8 ma dwa sktadniki proste: Ty =
{(0,0,0),(0,0,1),(1,1,0),(1,1,1)} oraz T = {(1,0,3/8),(1,0,11/8),(0,1,3/8),(0,1,11/8)}).
Jezeli TV, ..., T* sa wszystkimi skladnikami prostymi zbioru 7', to T = T' U --- U T* oraz dla
kazdego i € [k] istnieje t* € T takie, ze T* = T N (t' & Z%)). Teselacj¢ .7 mozemy zatem
przedstawi¢ w postaci sumy jej skladnikéw prostych: 7 = T NE' U ---U T NEF, gdzie
¢ ={0,1) Dt Dz 2€Z}oraz TNEC ={[0,1)Dt:t T} dlaie [k]

4

1

Rys. 8. Teselacja 7 = [0,1)3 @ T torusa T3, 2 = (2,2,2), gdzie zbiér T' = {(0,0,0), (0,0, 1), (1,1,0), (1,1, 1),
(1,0,3/8),(1,0,11/8),(0,1,3/8),(0,1,11/8)} jest G-niezmienniczy ze wzgledu na dziatanie grupy G = {(0,0,0),
(1,1,1)}. Jednoczesénie jest to teselacja 7 = C @& R torusa T3 klastrem C = (J([0,1)® & G), gdzie R =
{(0,0,0),(0,0,1),(1,0,3/8),(1,0,11/8)}.

Niech G bedzie podgrupa grupy Z< i niech C; = [J{[0,1)¢ @t ® g: g € G}, gdzie t jest
dowolnym ustalonym elementem zbioru T¢ . Jezeli Z4 /G = {[¢'],...,[g"]}, to zbiér C; &
{g",...,g"} jest teselcja torusa T% klastrem C,. Teselacje € = C, @ {g",...,¢"} nazywamy
prostg. Przypu$émy teraz, ze zbior T jest G-niezmienniczy, to znaczy, T'® g = T dla kazdego
g € G. Niech orbity elementéw p!,....p" € T beda podzialem zbioru T. Wtedy T =
C @ {p',....p"} jest teselacja torusa T¢ klastrem C = (J([0, 1) @ G). Kazdy niepusty zbidér
TNE nazywamy sktadnikiem prostym teselacji 7. Teselacje T mozemy zatem przedstwaic,
podobnie jak teselacja 7, jako sumg jej sktadnikéw prostych: T =9N¢'U...0uTNE"
(teselacja .7 przedstawiona na Rysunku 8 ma dwa sktadniki proste TNE = C’ @ Py, gdzie
P, = {(0,0,0),(0,0,1)} oraz 7 N 6% = C & Py, gdzie Py = {(1,0,3/8),(1,0,11/8)}).
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W gléwnym twierdzeniu pracy [B4] wykazano, ze liczba elementéw w kazdym skladniku
prostym .7 N% teselacji .7 torusa T% kostka jednostkowa ma posté

|9ﬁ(€|:n1m1+---+ndmd (31)

dla pewnych nq,...,nq € NU{0}.

Motywacja do napisania pracy [A2] bylo nastepujace pytanie: czy prawdg jest, zZe jezeli
|G N (Zm,ei)| = 1 dla kazdego i € [d], to, na wzor sktadnikow prostych T N€ teselacji T
torusa T% kostkg jednostkowq, licznosé kazdego sktadnika prostego TNE teselacji T torusa
T4, klastrem C = |J([0,1)? & G) jest kombinacjg liniowq liczb my, ..., mq o wspdlczynnikach
catkowitych nieujemnych?

Twierdzenie 3.1 dla teselacji G-niezmienniczych torusa kostka jednostkowa ma nastepujaca
postac:

TWIERDZENIE 3.2 ([A2, Theorem 3|). Niech T' bedzie zbiorem wyznaczajgcym teselacje torusa
T4, 2a pomocqg kostek jednostkowych, G bedzie podgrupg grupy 72, i niech G* = G N (Zyy,€;),
gdzie e; jest i-tym elementem bazy standardowej. Ponadto, niech p; = m;/|G"|. Jezeli zbior
T jest G-niezmienniczy, to liczba elementow kazdego sktadnika prostego zbioru T jest podzielna
przez GCD(p, . . ., 1a)| G-

Oba skladniki proste teselacji .7 kostka jednostkowa przedstawionej na Rysunku 8 zawie-
raja po cztery kopie kostki jednostkowej, natomiast oba skladniki proste teselacji 7 klastrem
C =J([0,1)® ® G) zawieraja po dwie kopie klastra C'. Biorac pod uwagg motywacje jaka to-
warzyszylta powstaniu pracy [A2], Twierdzenie 3.2 jest w pelni satysfakcjonujace w przypadku,
gdy m = (m,...,m). Wtedy, zakladajac, ze |G’| = 1 dla kazdego i € [d], liczba elementéw
kazdego skladnika prostego teselacji .7 jest krotnoscia liczby m. Te sama wlasno$é, na mocy
(3.1), maja skladniki proste teselacji .7 torusa T% kostka jednostkowa.

Niestety w ogdlnym przypadku m = (my,...,my), z Twierdzenia 3.2 nie wynika, ze przy
zalozeniu |G'| = 1 dla kazdego i € [d] liczba elementéw dowolnego sktadnika prostego tese-
lacji T torusa T za pomoca klastra kostek C' jest kombinacja liniowa liczb my,...,mg o
wspotczynnikach naturalnych. Préoby dowodu ponizszej hipotezy, jak na razie, nie powiodty sig.

HIPOTEZA O TESELACJI G-NIEZMIENNICZEJ TORUSA T¢ . Przy zatoZeniach Twierdze-
nia 3.2, liczba elementow kazdego sktadnika prostego zbioru T jest kombinacjg lintowg liczb
pi|Gl, ... e G| o wspétezynnikach caltkowitych i nieujemnych.

Nietrudno pokazac, ze jezeli powyzsza hipoteza jest prawdziwa, to wynika z niej hipoteza
Minkowskiego. Twierdzenie 3.2 dowodzi hipotezy Minkowskiego w przypadku, gdy teselacja
kratowa [0,1)? + A ma te wlasnosé, ze istnieje liczba pierwsza p i liczba naturalna k takie, ze
pFe; € A dla kazdego i € [d]. Fakt ten jest dowiedziony na zakoniczenie pracy [A2].

Jak wspomniano na poczatku referatu, Hajos poszukiwal bardziej geometrycznego dowodu
hipotezy Minkowskiego niz ten, ktéry jest konsekwenca jego twierdzenia o faktoryzacji grup
abelowych. Wykorzystanie struktury sktadnikéw prostych teselacji 7 (lub réwnowaznie, tese-
lacji T ) jest préba takiego geometrycznego dowodu hipotezy Minkowskiego (zob. tez [23]).
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4  Struktura teselacji przestrzeni R? i R* kostka jednostkowa

W tej czedcl oméwiona zostanie praca [A3].

Kostke B = B; x - - - x By C R? nazywamy blokiem, jezeli istnieje rodzina kostek jednostko-
wych [0,1)?+ S taka, ze [ J([0,1)?+S) = B oraz kazde dwie kostki rodziny [0,1)?+ S spehiaja
warunek Kellera (1.1). Motywacja do napisania pracy [A3] bylo pytanie: czy kazdg teselacje
[0, 1) + T przestrzeni R kostkq jednostkowqg mozina podzielié na skoriczenie wiele wzajemnie
roztgcznych blokéw B, ..., B™, gdzie m > 2, w ten sposdb, ze dla kazdego t € T istnieje i € [m]
takie, ze [0,1)% 4+t C B'? Wiadomo, ze kazda teselacje przestrzeni R? mozna podzieli¢ na pigé
blokéw, co zostalo pokazane przez M. Lysakowska i K. Przestawskiego w pracy [28].

W pracy [A3] pokazano, ze juz w przestrzeni R* mozna wskazac teselacjg kostka jednostkowa,
ktorej w zaden sposéb nie mozna podzieli¢ na skonczenie wiele blokow. W rozdziale drugim
pracy [A3] podajemy konstrukcje teselacji [0,1)* + T, dla ktérej dowodzimy, ze jedyna rodzina
wzajemnie roztacznych blokéw taka, ze kazda kostka teselacji [0,1)* + T zawiera si¢ doktadnie
w jednym bloku, jest rodzina zlozona z jednego bloku. W oparciu o teselacje [0,1)* + T, dla
dowolnego d > 5 nietrudno skonstruowac teselacje [0, 1)% + 7" przestrzeni R?, ktérej nie mozna
podzieli¢ na skoriczenie wielu blokéw. Kostrukcja taka jest podana na zakonczenie pracy [A3].
Przyklad teselacji z rozdziatu drugiego pracy [A3] wskazuje na pewien rodzaj innego rozkltadu
teselacji przestrzeni R? kostka jednostkowa niz wyzej opisany rozklad na bloki. Poczawszy
od wymiaru d = 4 mozna rozwazaé rozklad teselacji przestrzeni R? kostka jednostkowa na
skoniczenie wiele blokéw oraz skoriczenie wiele zbiorow, ktére nie sa wprawdzie blokami ale sa
sumg pewnej liczby blokéw. W ostatnim rozdziale pracy [A3] przedstawiony jest taki rozktad
dla teselacji opisanej w rozdziale drugim tej pracy.

W rozdziale trzecim pracy [A3] podajemy nowy dowdd twierdzenia orzekajacego, ze kazda
teselacje przestrzeni R? kostka jednostkowa mozna podzieli¢ na pieé¢ blokéw. Pierwotny dowdd
tego twierdzenia zamieszczony w pracy [28], odwoluje sie do istnienia w kazdej teselacji prze-
strzeni R® zbioréw kostek postaci {[0,1)® + ke; + z: k € Z}, gdzie e; jest i-tym elemen-
tem bazy standardowej, a # € R3. Dowdd ten w istotny sposéb wykorzystuje zatem struk-
turalne wlasnosci teselacji przestrzeni R?® kostka jednostkowa. Natomiast dowdd przedsta-
wiony w [A3] jest catkowicie oparty na znajomosci struktury teselacji przestrzeni R? kostka
jednostkowa. Obrazowo rzecz ujmujac, wykonujemy ‘tomografi¢’ teselacji [0,1)® + T za po-
mocg rodziny plaszezyzn m, = R x R x {z} dla x € R (zob. tez [13]). Rodzine kostek
. N([0,1) +T) = {m. N ([0,1)* +¢) # 0: ¢t € T} mozna utozsami¢ z teselacja ptaszczyzny
kwadratem jednostkowym [0,1)2. Struktura takiej teselacji jest szczegdlnie prosta. Kolumny
kwadratow w teselacji plaszczyzny moga by¢ utozone pionowo, tak jak jest to widoczne na Ry-
sunku 9, lub poziomo. W czasie przesuwnia punktu z wzdhuz trzeciej osi, rejestrujemy zmiany
orientacji kolumn w teselacji 7, N ([0, 1)3+T') z pionowej na pozioma lub odwrotnie. Te zmiany
pozwalaja ustali¢ blokowa strukture teselacji przestrzeni R? kostka jednostkowa.
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5 Hipoteza Kellera w R’

W tej czedci oméwiona zostanie praca [A4].

Przypomnijmy, ze hipoteza Kellera glosi, ze kazda teselacja przestrzeni R? kostka jednost-
kowa zawiera dwie kostki blizniacze. Jest ona prawdziwa dla d < 6 (Perron [34]) i falszywa dla
d > 8 (Lagarias i Shor [25], Mackey [29]). Dla d = 7 hipoteza Kellera jest nadal otwarta.

Niech [0,1)¢ + T bedzie teselacja przestrzeni R? kostka jednostkowa, x € RY, i € [d] i niech

L(T,2,i) = {t; : ([0, )"+ )N ([0,1]* + ) # D oraz t; < ;},

gdzie t; oznacza i-ta wspéhrzedna wektora t € T. Nietrudno pokazaé, ze |L(T, z,i)| < 2471

2

1

(0.0) 1 1

Rys. 9. Fragment teselacji [0,1)? + T plaszczyzny. Liczba |L(T,x,i)| zalezy od polozenia punktu z € R2. Dla
punktu z mamy |L(T,z,1)| =1 oraz |L(T,z,2)| = 2, podczas gdy dla ' mamy |L(T,2',1)| = |L(T,2',2)| = 1.
Ponadto, 7~ (T) = 1 oraz r*(T) = 2.

Niech

— o . . + . .
r—(T) = min max |\L(T,x,i)] oraz r™(T) = max mex |L(T, x,1)|.

Przypomnijmy, ze d-wymiarowym grafem Kellera nazywamy graf okreslony na zbiorze wierz-
chotkéw {0, 1,2,3}4, przy czym dwa wierzchotki v, w sa potaczone, jezeli istnieja i, 5 € [d], i # j,
takie, ze v; # w; oraz v; # w;, a ponadto |v; — w;| = 2 lub |v; — w;| = 2. Hipoteza Kellera
dla teselacji [0,1)? + T, gdzie T C a + Z* U b + Z%, przy czym wektory a,b € Z% sa takie,
ze a; # b; dla kazdego i € [d], jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy kazda klika w d-
wymiarowym grafie Kellera zawiera mniej niz 2¢ wierzchotkéw ([6]). W 2010 roku J. Debroni,
J.D Eblen, M.A. Langston, W. Myrvold, P. Shor oraz D. Weerapurage wyliczyli, przy uzyciu
superkomputera Cray X'TH Kraken, ze maksymalna klika w siedmiowymiarowym grafie Kellera
zawiera 124 wierzchotki. Wynika stad, ze hipoteza Kellera jest prawdziwa dla kazdej teselacji
[0,1)"+ T, gdzie T C a+Z"Ub+ Z". Dowodzi to jednoczesnie prawdziwosci hipotezy Kellera
dla dowolnej teselacji [0,1)7 + 7 dla ktérej r—(T') < 2. Istotnie, nieréwnosé r—(T) < 2 oznacza,
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ze istnieje z € R” takie, ze zbiér W C T zlozony z tych wszystkich wektoréw ¢ dla ktérych
([0, )" +) N ([0,1]" + x) # O jest podzbiorem zbioru a + Z" Ub+ Z". Gdyby zbiér [0,1)" + W
nie zawieratl kostek blizniaczych, to, podobnie jak przy omawianiu pracy [A1], mozemy zbiér W
przedtuzy¢ do zbioru 2-okresowego P = W + 277, ktéry wyznacza teselacje przestrzeni R7 bez
kostek blizniaczych. Jest to jednak niemozliwe bowiem P C a + Z" Ub+ Z7. Wyzej oméwiony
wniosek ptynacy z obliczen opisanych w pracy [8], zapiszemy w postaci twierdzenia:

TWIERDZENIE 5.1 (Debroni, Eblen, Langston, Myrvold, Shor, Weerapurage, 2010). Niech
[0,1)" + T bedzie teselacjg przestrzeni R kostkg jednostkowq. Jezeli r—(T) < 2, to teselacja
[0,1)" + T zawiera kostki blizniacze.

Dla rozstrzygniecia prawdziwosci hipotezy Kellera nalezy jeszcze rozpatrzy¢ teselacje [0, 1)+
T, dla ktérych r—(T),r™(T) € {3,...,64}. W dwdch pracach [C1,A4] udalo si¢ pokazaé, ze
hipoteza Kellera jest prawdziwa dla kazdej teselacji [0,1)7 + T takiej, ze r™(T) > 5. Dla
oméwienia tych rezultatéw, raz jeszcze odwolamy si¢ do struktury podzialéw minimalnych
(zob. tez [5, 27]).

7_.35 7:3'(:0
F i 7_~3c
7_.3.5
U( ?_3,BU 7_~3‘B°) U( 7: U 7: )
L/

U

Rys. 10. Podzial 7 = .Z38 U.#35° U.73C U.F3C kostki [0,1)% + . Zbiory {J(FB U.ZHE) oraz
U(F5C U .ZHC7) sa i-walcami dla i = 3.

Niech X bedzie d-kostka i niech I; = {z1} x -+ - x {z;_1} x Xy x {@;i1} ¥ - - x {zq}, gdzie x; €
X, dla j € [d]\{i}. Zbiér F' C X nazywamy i-walcem, jezeli dla kazdej lini l; mamy [; N F =,
lub [;NF = § (Rysunek 10). Niech [0, 1)¢+7T bedzie teselacja przestrzeni R? kostka jednostkows.
Jak zostalo to pokazane w czedci drugiej, podziat F = {([0, )¢ +¢) N ([0,1]¢ +z) # 0 : t € T}
jest podzialem minimalnym d-kostki [0, 1]¢ + z. Niech B C [0,1] + x;, B¢ = ([0,1] + z;) \ B i
zatézmy, ze istnieje K € % takie, ze K; = B. Ponadto, niech

FB={(KeZF K =B} oraz FP ={KeZF:K,=B)
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Poniewaz kostki podziatu .% sa parami dychotomiczne, zbiér | J(# B U.Z55%) jest i-walcem.
Jezeli K = Ky X -+ X Kgoraz i € [d], to K;e = Ky X -+ X K;_1 X K;y1 X -+ x Ky (w pracy
[A1l] zamiast K uzywamy zapisu Ky ). Jezeli .# jest rodzing kostek, to Fe = {K;c: K € F}.
Poniewaz | J(Z#BU.Z45°) jest i-walcem, zatem | J Z527 = (J.Z2"". Niech F = |J.Z27. Podziat
FLB U FB° kazdego i-walca | J(FHP U F4P%) jest zwiazany z zagadnieniem wielokorotnego
podziatu wielokostki F": jednym podzialem wielokostki F' jest rodzina kostek L%-ic’B, a drugim
F1P° . Ponadto, jak pokazano w czesci drugiej referatu, |Z27| = |.Z:7.

Zauwazmy, ze podzial F»P U . F4P° walca |J(F"P U.F4B") zawiera kostki blizniacze wtedy
i tylko wtedy, gdy zbiér .Z5B lub .ZB° zawiera takie kostki lub .Z2" N .Z25° £ 0. W tym
trzecim przypadku, jezeli K;c € ﬁng N ﬁZABC, to kostki K7 X -+ X K;_ 1 X BX K11 x--- X Ky
oraz K X -+ X K; 1 X B x K;y1 X --- x K; sa blizniacze. Nasuwa si¢ pytanie: jaka jest
nagmniejsza liczba naturalna N, dla ktorej istniejg dwa podziaty dychotomiczne wielokostki F'
na kostki wtasciwe, ktore sq roztgezne i Zaden z nich nie zawiera kostek blizniaczych? W pracy
[C1] pokazano, ze N = 12, skad wynika nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 5.2. Niech X bedzie d-kostkq i niech # i bedqg dwoma podziatami dychoto-
micznymi wielokostki F C X na kostki wtasciwe. Jezeli F i 9 nie zawierajg kostek blizniaczych
oraz |[F| <11, to ¥ = 9.

7 powyzszego twierdzenia wynika natychmiast, ze

TWIERDZENIE 5.3. Kazda teselacja [0,1)" + T przestrzeni R” kostkg jednostkowg taka, ze
r™(T) > 6 zawiera kostki blizniacze.

Poniewz praca [C1] w chwili pisania niniejszego referatu wciaz byla recenzowana, omdwie
jedynie prace [A4], w ktérej rozstrzygniety jest przypadek r+ (7)) = 5.

Niech [0,1)7 + T bedzie teselacja przestrzeni R taka, ze r™(T) = 5. Wtedy istnieja i € [7]
oraz x € R” takie, ze podzial Z = {([0,1)" +¢) N ([0,1]" + x) # 0 : t € T} mozna przedstawié
w nastepujacy sposob:

F = FB Y gBY Y.y gy g

gdzie podzbiory wlasciwe B!, ... B® zbioru [0, 1]+ x; sa takie, ze B™ ¢ {B™, (B™)¢} dlan,m &
5], n # m, oraz FB" U FHB")° 53 podziatmi dychotomicznymi walcéw | J(F5E" U FH(B"))
dla kazdego n € [5]. Jezeli |.Z4P"| < 11 dla pewnego n € [5], to na mocy Twierdzenia 5.2 jeden
ze zhioréw F4B" lub F4B") zawiera pare blizniacza lub Z.7" = f;c’(Bn)c. We wszystkich
przypadkach oznacza to, ze zbiér F»B" U .ZH(B") zawiera pare blizniacza. Jezeli zatem % nie
zawiera pary blizniaczej, to [.F4P"| > 12 dla kazdego n € [5], ale poniewaz |.Z| = 128, wobec
tego |.Z 48" | = 12 dla pewnego n € [5)].

Wigksza cze$¢ pracy [A4] zajmuje wyznaczenie wszystkich, z doktadnoscig do izomorfizmu,
par %, ¢ podzialéw dychotomicznych wielokostki F' C X, gdzie X jest d-kostka dla d €
{4,5,6}, takich, ze .Z 1 ¢ nie zawieraja par blizniaczych, # N¥Y = () oraz |.Z| = 12. (Jest to
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kolejny przyktad zagadnienia wielokorotnego podziatu wielokostki, tym razem z dodatkowymi
warunkami.)

Praca [A4] sktada sie z dwéch czesci: matematycznej i obliczeniowej. Obliczenia sa nie-
poréwnywalnie skromniejsze od tych wykonanych w pracy [8], byly bowiem przeprowadzone
na komputerze osobistym. Ale aby mozna to bylo zrobi¢ nalezalo dokona¢ odpowiednich re-
dukcji. Bez jakichkolwiek redukeji, liczba koniecznych do rozpatrzenia uktadéw stéw (w pracy
operujemy kodami wielokostek) przekracza 73 x 10%.

Praca [A4] jest kontynuacja pracy [Cl]. Metoda analizowania kodéw wielokostek wpro-
wadzona w [C1] zostala takze zastosowana w omawianej pracy [A4]. Metoda ta wykorzystuje
wiekszos$¢ pojeé wprowadzonych w [A1]. W obszernym rodziale drugim pracy [A4] omawiane sa
glowne pojecia zwiazane z kodami wielokostek i ich realizacjami. Przedstawione sa tam rowniez
najwazniejsze techniki zastosowane w analizie kodow wielokostek. Rozdzial trzeci poswigcony
jest kodom wielokostek zawierajacym stosunkowo mato stéw bez par bliZniaczych, to znaczy, par
stow v, w € S takich, ze v; = w) dla pewnego j € [d] oraz v; = w; dla kazdego i € [d]\ {j}. Na
wzor grafow o niewielkiej liczbie wierzchotkéw, opisujemy tam dokladne struktury kodow wie-
lokostek bez par blizniaczych, ktérych liczba stéw jest niewielka. Dodatkowo szacujemy liczbe
stow w kodach pokrywajacych jedno lub dwa slowa. Oszacowania te sa podane w ponizszym
lemacie.

LEMAT 5.4 ([A4, Lemma 9, 11]). Jezeli V C S? jest kodem bez par blizniaczych, v C V oraz
v gV, to|V]|>5. Jezeli dodatkowo uw T V,u & V oraz v i u s¢ dychotomiczne, to |V| > 7.

W rozdziale czwartym pracy [A4] wyznaczamy warunki konieczne jakie musza speliaé dwa
kody V,W C S9 gdzie S jest alfabetem z dopemieniem, a d € {4,5,6}, o nastepujacych
wiasnosciach:

e Vi W sa réwnowazne i nie zawieraja par blizniaczych,
e VNW =0,
o V| =|W|=12.

Obok kodéw V' i W rozwazamy ich realizacje réwnodopetnicze E(V) i E(W) w d-kostce
(ES). Poniewaz V i W sa réwnowazne, na mocy Wniosku 2.12, zachodzi réwnosé |J E(V) =
U E(W). Pozwala to na jednoczesna analize¢ kodéw V, W i realizacji E(V), E(W). Wobec
ostatniej réwnosci, v C |JE(W) dla kazdego v € V, a zatem zbiér kostek %, = {v Nw #
(: w e W} jest podzialem dychotomicznym d-kostki v. Poniewaz realizacja F (W) ma dobre
wlasnosci (np. (2.7)) struktura podziatu .%, pozwala niekiedy na uzyskanie istotnych informacji
na temat struktury kodu W.

Pierwszy warunek konieczny ma zwiazek z parami stéw v, v € S9 o szczegdlnej postaci: stowa
v, u sg dychotomiczne, co oznacza, ze v; = uj dla pewnego j € [d], a ponadto u; & {v;,v;} dla
pewnego i # j oraz vy = wuy, dla wszystkich k € [d] \ {¢,7}. Kazde dwa takie stowa nazywamy i-
rodzenstwem (na Rysunku 10 dwie kostki ze zbioru .ZP ktére przylegaja do siebie $cianami ale
nie tworza pary blizniaczej sa realizacjami i-rodzenstwa dla ¢ = 2). Ponizej wyjas$nie znaczenie
t-rodzenstw w analizie struktury kodéw V i W.
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Niech v € S¢, i € [d] i niech v;e = vy ... v; 1041 ... vg. Jezeli V C S9 to Vie = {ve: v € V}.
Niech x € ES oraz
7l =ESx---xESx{r} xESx---xES,

gdzie czynnnik {x} stoi na i-tym miejscu. Jezeli V C S% to Vil ={v € V:v; =1} dlai € [d]
oraz [ € S. Poniewaz |JE(V) = JE(W), zatem 7. N|JE(V) = 7. n|JE(W) dla kazdego
r € ES oraz ¢ € [d]. Kazde dwie kostki w zbiorach E(V'), E(W) sa dychotomiczne, wobec
tego cigcie 2 N |J E(V) jest wielokostka, a zbiér kostek #! = {7l Nv # 0: v € V} jest jej
podzialem dychotomicznym. Wykazuje sig, ze jezeli podzial ¥,' zawiera stosunkowo mato stéw i
jednoczesnie nie zawiera par blizniaczych, to wielokostka 7 N J E(V) jest sztywna, a to znaczy,
ze V! jest jej jedynym podzialem na kostki wzajemnie dychotomiczne. W takiej sytuacji czesto
mozna wykazac, korzystajac miedzy innymi z Lematu 5.4, ze V' zawiera odpowiednio duzo stéw.
Zauwazmy teraz, ze jezeli V nie zawiera par blizniaczych, ale ¥’ zawiera kostki blizniacze, to
V' musi zawieraé pary stéw, ktére sa i-rodzenstwem. W [A4, Lemma 19] pokazujemy, ze jezeli
liczba i-rodzenstw w V' jest zbyt mala, to [V]| > 12, co jest sprzeczne z przyjetym zalozeniem.
Pierwszy warunek konieczny orzeka, przy pewnych dodatkowych zalozeniach, ze jezeli V C S9,
gdzie S = {a,d’,b,0'}, to dla dowolnego i € [d] i dowolnych dwéch liter I, s € S takich, ze
I & {s,s'} zbiér V¥ U V¥ musi zawiera¢ i-rodzenstwo. Ten sam warunek musi spelia¢ kod
W. Niech

V=vihuvHiy. v g v, (5.1)

gdzie Iy, 1}, ..., I, l}, € S sa takie, ze l,, & {l,,1,,} dlan,m € [k], n # m, oraz V" UV £ 0 dla
j € [k]. Przedstawienie kodu V' w postaci (5.1) nazywamy rozktadem stéw w kodzie V. Drugi
warunek konieczny opisany w [A4, Corollary 20] podaje zakazane rozktady stéw w kodach V' i
W. Wreszcie trzeci warunek konieczny jaki musza speliaé¢ kody V' i W, podany w [A4, Lemma
21], méwi, ze oba kody musza by¢ napisane w alfabecie S = {a, d’,b,V'}.

Rozdzial czwarty jest najtrudniejszym fragmentem pracy [A4]. Jednak wigkszosé przeprowa-
dzonych tam rozumowan zostala sprowadzona, za sprawa relacji C, do umiejetnego operowania
‘inkluzjami’ postaci V¥ T W oraz szacowania iloéci stéw w kodach V¥ W na podstawie
rezultatow z rozdziatu trzeciego. Dodatkowym i bardzo przydatnym elementem metody ana-
lizowania struktury kodow V, W jest graf rodzenstw okreslony na wierzchotkach V| w ktérym
dwa wierzchotki v, w € V' sa polaczone, jezeli v i w sa i-rodzenistwem dla pewnego i € [d].

W rozdziale piatym pracy [A4] opisane zostaly obliczenia prowadzace do wyznaczenia wszy-
stkich par V, W. Na mocy Twierdzenia 2.11 dla kazdego stowa v € V' zachodzi réwnowaznos¢

vCW & Zg(w,v):2d.

weW

Warunek ten pozwala w bardzo istotny sposéb zredukowac liczbe uktadow stéow, ktore nalezy
bra¢ pod uwage w trakcie prowadzenia obliczen. Poniewaz kody V i W nie zawieraja par
blizniaczych i sa rozlaczne, na mocy (2.9) mozemy zalozy¢, ze v = bbbb,u = b'b'b'b € V
dla d = 4, v = bbbbb,u = VV'V'bb € V lub v = bbbbb,u = VVV'V'Y € V dla d = 5 oraz
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v = bbbbbb, u = b'b'b'bbb € V' lub v = bbbbbb, u = H'H'H'b'b'b € V dla d = 6. Kod W wyszukiwany
jest sposrod wszystkich kodow bez par blizniaczych, ktoére nakrywaja wyzej wymienione stowa
v,u, maja po 12 stéw i speliaja wszystkie trzy warunki konieczne wyznaczone w rozdziale
czwartym. Okazuje sie, ze istnieje tylko jeden, z doktadnoscia do izomorfizmu, taki kod W (dla
d = 4) i ma on postac:

W = {d'd'a'b,a'bad’, bad'a, ad'a’a,d’ad’'a’; abba’, bbaa, ab’a’'a’,b'ab’a, b'a'aa, b’V ad’, bb' ab'}.
Latwe obliczenia prowadza do wyznaczenia kodu V' ([A3, Theorem 27]):
V = {ad'bt,abl'a, al'b't’;a'ab't’,a'a’ab’, a'bb'b, babb', bbbb, bb'a’b, V' aba’, b'a’bb, b'b'V'b}.

Oznacza to, ze w wymiarze d = 5 kody V' i W maja posta¢ V = V' W = W dla pewnych
i € [5],l € S, gdzie Vl.i’l,VViZc’l sa takie jak w wymiarze d = 4, a dla d = 6 kody V i W maja

posta¢ V = V7 W = W7* dla pewnych j € [6],s € S, gdzie ijc’s, VVJJC’S sa takie jak w wymiarze
d=>5.

Fakt, ze obliczenia prowadza praktycznie do natychmiastowego wyznaczenia pary V, W,
swiadczy o trafnym doborze warunkéw koniecznych z rozdziatu czwartego pracy [A4] i wyna-
gradzaja trud poniesiony w tym rozdziale.

Znajac struktury kodéw V' i W, w rozdziale széstym pracy [A4] dowodzimy, ze

TWIERDZENIE 5.5 ([A4, Theorem 29]). Jezeli U C S7 jest kodem podziatowym takim, Ze
|U| <12 dla pewnych i € 7] oraz |l € S, to kod U zawiera pare blizniaczg.

Z powyzszego twierdzenia wynika natychmiast

TWIERDZENIE 5.6 ([A4, Theorem 1]). Hipoteza Kellera jest prawdziwa dla kazdej teselacji
[0,1)" + T przestrzeni RT takiej, ze r*(T) = 5.

Z Twierdzen 5.1, 5.3 oraz 5.6 wynika

WNIOSEK 5.7 ([A4, Corollary 30]). Jezeli teselacja [0,1)" + T przestrzeni R” jest kontr-
przyktadem dla hipotezy Kellera, to v~ (T),r*(T) € {3,4}.

Prace [C1,A4] redukuja przypadki r—(7),r"(T) € {3,...,64} do jedynie dwéch: r—(T),
rt(T) € {3,4}. Oznacza to, ze dla pelnego rozstrzygniecia hipotezy Kellera nalezy rozsadzié,
czy dowolny kod podziatlowy U taki, ze

Uc{adbl,cd} Tub UCcC{ad, bl cc dd} (5.2)
zawiera pare¢ blizniacza.

Przy okazji prac nad hipoteza Kellera, pojawia sie ciekawy problem klasyfikacji rownowaznych
kodéw V, W niezawierajacych par bliZniaczych i takich, ze VN W = . Jak widzieliémy, dla
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|V| < 11 takie pary nie istnieja, a dla |V| = 12 istnieje tylko jedna, z doktadnoscia do izomorfi-
zmu, taka para. Pytanie jak rzeczy sie maja dla kodow V, W dla ktérych |V| > 13 jest istotne
dla prac nad hipoteza Kellera, bowiem w ostanich dwéch przpadkach (5.2) bardzo pomocna
bytaby znajomosé struktury kodéw Vi W, gdy |V| € {13,...,21}. Podobne zagadnienia klasy-
fikacyjne, dotyczace jednak uktadow, ktérych nie mozna rozszerzy¢ do podzialu minimalnego,
sa rozpatrywane przez M. Dutoura Sikiric, Y. Itoh oraz A. Poyarkova w pracach [9, 10, 11].

6 Zastosowanie kodu Lagariasa-Shora

W tej czesci oméwione zostang prace (A5 A6].

W pracy [26] Lagarias i Shor oszacowali odleglosci miedzy niektérymi kostkami w teselacjach
przestrzeni R? kostka jednostkowa. Otrzymane tam oszacowanie zostalo wywiedzione z pewnej
szczegolnej teselacji, ktorej konstrukcja opiera sie na dwéch kodach podziatéw minimalnych.
Pierwszy z tych kodéw ([26, Cube-Tiling Codes: Construction A]) ma ciekawe zastosowania
wykraczajace poza teselacje przestrzeni R? kostka jednostkowa. Zastosowania te zostaly przed-
stawione w pracach [A5,A6]. Konstrukcja wyzej wspomnianego kodu jest nastepujaca.

Tak jak poprzednio, w alfabecie S = {0,1,2,3} dopehienie okreslamy wzorami 0/ = 2 i
1" = 3. Niech d > 3 bedzie liczba nieparzysta i niech A bedzie macierza cyrkulacyjna wymiaru
dxdpostaci A = circ(1,2,0,...,0). Niech V,(A) bedzie zbiorem wszystkich sum réznych wierszy
macierzy A, ktére zawieraja parzyscie wiele liczb 3. Dodatkowo do zbioru V.(A) dolaczamy
wektor (0,...,0). Podobnie, niech V.(AT) bedzie zbiorem wszystkich sum réznych wierszy

macierzy AT, ktére zawieraja nieparzyécie wiele zer, do ktérego réwniez dolaczamy wektor
(0,...,0). Zbidr stéw

LS =V, (A)U(V.(AT) +(2,...,2)) mod 4

jest kodem podzialu minimalnego, to znaczy, kazde dwa stowa w zbiorze LS sa dychotomiczne
oraz |[Vo(A)U(VL(AT)+(2,...,2))| = 2¢ ([26]). Kod LS nazywamy kodem (teselacji) Lagariasa-
Shora.

6.1 Kody podzialéw minimalnych z duza liczba liter

Inaczej niz w poprzednich pracach, w pracy [A5] rozwazamy d alfabetéw Sy, ... Sy, przy czym w
kazdym z nich okreslone jest dopelnienie. Zbiér wszystkich stow dlugosci d jest teraz oznaczany
przez xS - - - % Sy. Stowa dhugosci d bedziemy zapisywaé w postaci wektordw (vy, ..., v,), gdzie
v; € xS; dla i € [d]. Niech W C %S7--- % S; bedziem kodem wielokostki, ¢ € [d] i niech
Wiy = {w; : wy ... wg € W}. Liczbe

nazywamy i-tq liczbg pozycyjng kodu W. Liczbe Zie[d} L;(W) nazywamy catkowitq liczbg liter
w kodzie W.
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W pracy [9] Dutour i Itoh rozpatrywali kody z duzymi liczbami pozycyjnymi L;, i € [d], oraz
zdefiniowali podzial minimalny, ktérego kod mial catkowita liczbe liter réwna 2¢ — 1. Podzial
ten zostal nazwany laminacjg. Kody laminacji sa kodami podziatéw minimalnych z najwieksza
mozliwa catkowita liczba liter. Jednak litery w laminacji nie sa réwnomiernie roziozone na
wszystkich pozycjach 1,...,d. Celem pracy [A5] byta konstrukcja kodéw podzialéw minimal-
nych z rownomiernie roztozonymi literami, to znaczy takich, w ktérych Ly = --- = Lg. W
skrocie takie kody nazwijmy kodami EDL. Zadanie konstrukeji kodu EDL nie jest trudne -
kod podzialowy prosty jest kodem EDL, dla ktérego L; = 1 dla kazdego i € [d]. Sytuacja
natychmiast sie komplikuje, gdy zazadamy aby liczba L = L; = --- = Ly byta jak najwicksza.
Konstrukcja kodow EDL o duzej liczbie pozycyjnej L zajmuje dwa pierwsze rozdzialy pracy
[A5].

Do konstrukeji kodéw EDL wykorzystamy jedynie fragment kodu Lagariasa-Shora. Niech
U C LS sklada sie z z tych wszystkich stéw, ktére nie zawieraja litery 3. Jak latwo zauwazy¢
U\{(0,...,0),(2,...,2)} jest zbiorem wszystkich stéw, ktére sa sumami réznych i niesasiednich
wierszy macierzy A, przy czym pierwszy i ostatni wiersz macierzy A traktujemy jak wiersze
sasiednie. Poniewaz zbidr stéw U C {0,1,2,3}4 jest kodem, w ktérym nie wystapuje litera 3,
zatem dla dowonych stéw v, u tego kodu istnieje i € [d] takie, ze v; = 0 1 w; = 2 lub na odwrét
(przypomnijmy, ze w alfabecie {0,1,2,3} dopekienie jest zadane wzorami 0" = 21 1’ = 3).
Wobec tego, w kazdym stowie kodu U litere 1 mozemy zastapi¢ dowolna inna litera i w ten
sposéb otrzymany nowy zbior stow jest nadal kodem wielokostki. Przypomnijmy, ze specjalna
litera * ma te wlasno$¢, ze dla dowolnej funkcji f = f; x --- X f; zachowujacej dychotomie
i dowolnego stowa v € (x5)? takiego, ze v; = x, realizacja f(v) w d-kostce X jest kostka
niewlasciwa oraz f;(*) = X;. Innymi slowy, kazda realizacja stowa v € (xS)? zawierajacego
% jest kostka niewlasciwa. Kod U nie jest kodem podzialowym, ale prosta modyfikacja tego
kodu, polegajaca na zastapieniu litery 1 litera %, da namy nowy kod, ktéry bedzie juz kodem
podziatowym.

14

1

Rys. 11. Realizacja f(U(3)) kodu podziatlowego U(3) = {(0,0,0), (2,2,2), (x,2,0),(0,%*,2),(2,0,%)} w
3-kostce X = [0,2]3, gdzie fi(x) = [0,2] oraz f;(0) =[0,1) dlai=1,2,3.

Poniewaz obok liter 0 i 2 w pracy [A5] uzywamy liczb 0 i 2, litery zapiszemy w specjalny
sposéb: 01 2. Niech *T = {*,0,2} oraz 0’ = 2. Dla kazdej liczby nieparzystej d > 3 niech
U = U(d) C (*T)? bedzie zbiorem wszystkich stéw, ktére sa sumami réznych i niesasiednich
wierszy macierzy B = B(d) = circ(x,2,0,...,0) (¥ + 0 = %), przy czym pierwszy i ostatni
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wiersz sg traktowane jako sasiednie. Do zbioru U dolaczamy stowa (0, ...,0) oraz (2,...,2).
Zbiér U jest kodem podzialowym, ale kazda jego realizacja f(U) w d-kostce X jest podzialem
niewlasciwym (jedynymi kostkami wiasciwymi sa f((0,...,0)) i f((2,...,2))). Jest jasne, ze
kod U powstaje z U przez zastapienie w kazdym stowie u € U litery 1 litera *.

Zapisujac stowa kodu U jako wiersze macierzy U jest widoczne, ze liczba liter * w kazdej
kolumnie tej macierzy jest taka sama.

=
o
I
N O OO %
© OO *x N
O O ¥ N O
© *x N OO
¥ DN O O O
=
o
I
N *x¥ DNO ¥ O OO % N O
¥ DN O ¥ NO OO ¥ NN O
NO *x N ¥ OO % OO
O % N ¥ O ¥ NOOoONO
* DN ¥ DN O % OO O NO

Ta wlasnos¢ kodu U uwozliwia konstruowanie za jego pomoca kodéw EDL. Istotnie, jezeli
f(U) jest realizacja kodu U w d-kostce X, to dzielac odpowiednio kazda kostke f(u), u € U,
na kostki wlasciwe, otrzymamy podzial dychotomiczny na kostki wiasciwe, w ktérym liczba
pozycyjna L; jest taka sama dla kazdego ¢ € [d] (poréwnaj Rysunek 111 12).

W pracy [A5] przedstawiamy dwie konstrukcje kodow EDL. Konstrukcja I kodéw EDL
jest indukcyjna. W pierwszym kroku, dla kazdego d > 1 definiujemy kody V° = V°(d), gdy
d jest nieparzyste i W9 = W0(d), gdy d jest parzyste, dla ktérych otrzymujemy nastepujace
wartosci liczb pozycyjnych:

d—k\ k
LVd) = ) ( N )mﬂ
kelld/2]]

oraz

LW (d+1)) =2L(V°(d)) — 1.

Konstrukcja kodu V? polega na zastapieniu kazdego kodu {u}, u € U, kodem s(u) réwnowaznym
z {u}, przy czym kod s(u) jest kodem prostym (Rysunek 11). Zestawiajac ze soba odpowiednio
dwa kody V(d) konstruujemy kod W%(d + 1).
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Rys. 12. Realizacja kodu V(3).

W drugim kroku konstrukcji I dla d nieparzystego okreslamy kod V'(d) w analogiczny
sposéb jak VO(d) z ta réznica, ze teraz zamiast kodu prostego s(u) uzywamy odpowiedzniego
kodu VO ktéry jest réwnowazny z {u}. Taka pocedura jest optacalna, bowiem na przyktad
L(VO(11)) = 56, ale juz L(V!(11)) = 132. Ogdlnie, w pierwszej kostrukeji kodéw EDL opisanej
w pracy [A5] dla kazdego m > 1 otrzymujemy kody V™(d) i W™(d + 1), gdzie d jest liczba
nieparzysta, dla ktérych

@) = 0 (1)) v +

ke
d—Fk\ k

7 m—1 1
S ()i 1
keJe
przy czym L(V™ (1)) =1, LIW™Y(2)) = 1, a J, oraz J. sa podzbiorami wszystkich liczb
nieparzystych i parzystych w zbiorze [|d/2]], odpowiednio, oraz

LOW™(d+1)) = LV™(d)) + Lpy (V™ (d)) — 1,

gdzie P! jest pewnym zbiorem liczb naturalnych.

Konstrukcja IT kodéw EDL opisana w omawianej pracy [A5] dotyczy tylko wymiaréw d,
ktére sa liczbami pierwszymi. Idea jest taka sama jak przy konstruowaniu kodow V™, teraz
jednak w miejsce kodéw {u}, u € U, wprowadzamy réwnowazne z {u} kody p(u), ktore sa
kodami laminacji. Liczba pozycyjna tak otrzymanych kodéw P(d) jest réwna

L(P(d)= Y (d;k)zdk__klﬂ.

ke(ld/2]]

Poniewaz kody laminacji sa kodami o najwickszej mozliwej catkowitej liczbie liter, kody P(d),
gdzie d jest liczba pierwsza, maja najwieksza mozliwa liczbe pozycyjna sposrod wszystkich
kodoéw sporzadzonych na planie kodu U.

G.O.H. Katona i K. Tichler w pracy [19] przedstawili konstrukcje zbalansowanych skojarzen
w grafie kostki jednostkowej [0, 1]¢, to znaczy takich skojarzen, w ktérych liczba krawedzi w
kazdym kierunku i € [d] jest taka sama. Kody EDL sa bardzo blisko powiazane ze skojarze-
niami zbalansowanymi. Na zakoriczenie pracy [A5] przedstawiamy konstrukeje zbalansowanego
skojarzenia doskonalego grafu kostki [0, 1]% z usunigtymi wierzchotkami {(0,...,0),(1,...,1)},
gdzie d jest liczba pierwsza. Konstrukcja ta jest prosta modyfikacja kodu P(d).
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6.2 Dowody tozsamos$ci dwumianowych w oparciu o teselacje prze-
strzeni R?

W drugiej pracy zwiazanej z kodem Lagariasa-Shora przedstawione sa nowe dowody trzech
dobrze znanych i powiazanych ze soba tozsamosci dwumianowych:

3 (d . k) d%’le’f =929 4 (—1), (6.1)

k>0
d—k 24+ 4 (—1)d
ok 2~ A 7/ 2
> (") .- (6.2
k>0
d—k\ k . 204+ (-1)%2
Z( L >d_k2 - ; . (6.3)
k>0

Oczywiscie sam fakt podania nowych dowodéw powyzszych réwnosci nie jest zbyt istotny.
Uwazam, ze ciekawe moze by¢ poréwnanie dowodéw przedstawionych w pracy [A6] z dowodami
podobnych tozsamodci opartymi na teselacjach.

Zrédlem obszernej wiedzy na temat kombinatorycznych dowodéw wielu tozsamosci jest
ksiazka pod tytulem Proofs that Really Count: The Art of Combinatorial Proof ([3]) napisana
przez A.T. Benjamina i J.J. Quinni. Jedna z gléwnych strategii dowodowych szeroko stosowana
w [3], polega na zliczaniu teselacji tablicy wymiaru 1 X d za pomoca kwadratéw o wymiarach
1 x 1, prostokatéw (tzw. domin) o wymiarach 1 x 2, itd. Natomiast podejscie zaproponowane
w pracy [A6] jest w pewnym sensie dualne: zamiast zliczania wszystkich teselacji (okreslonego
rodzaju) jednowymiarowej tablicy 1 x d, rozpatrujemy tylko jedna teselacje, ale za to obiektu
d-wymiarowego (tj. przestrzeni R?). W pracy [A6] rozpatrujemy podziat dychotomiczny kostki
0,2)%, ktéry otrzymujemy 7z teselacji przestrzeni R™ kostka [0, 2)?. Teselacja ta jest generowana
przez kod Lagariasa-Shora, a sam podzial kostki [0,2)¢ jest odpowiednia realizacja kodu U
zdefiniowanego przy okazji omawiania pracy [A5].

Wspélezynniki dwumianowe wystepujace w (6.1)—(6.3), a takze sam kod U, sa blisko zwiazane
z kostkq Lucasa Aq ([33]). Jest to graf, ktérego zbiér wierzchotkdéw V' (A,) sklada si¢ ze wszyst-
kich wierzchotkéw (vy, ..., v4) kostki {0,1}%, w ktérych jedynki nie stoja obok siebie, a takze
nie wystepuja one jednoczesnie na pierwszej i ostatniej pozycji. Wierzchotki w kostce Lukasa
sa polaczone, jezeli réznig si¢ dokladnie na jednej pozycji i € [d]. Na zakonczenie pracy [A6]
pokazujemy, ze wierzchotki kostki Lukasa sa selektorem podziatlu . kostki {0, 1} na kostki
wzajemnie dychotomiczne, ktéry jest realizacja kodu U. Dokladniej, dla kazdego v € V(Ay)
istnieje tylko jedna kostka K € Z taka, ze v € K. Ponadto, w kazdej kostce ze zbioru
Z\A(1,...,1)} lezy wierzcholek ze zbioru V(Ay).
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Oméwienie prac [B1]-[B9] zaczniemy od prac poswieconych podzialom dychotomicznym i
teselacjom przestrzeni RZ.

7.1

Podzialy dychotomiczne i teselacje przestrzeni R?

Praca [B1] jest pierwsza praca, w ktérej badane sa wlasnosci uktadéw kostek dychotomicznych.
Zawiera ona podstawowe idee, ktdére nastepnie zostaly szeroko rozwiniete w pracy [Al].

Do najwazniejszych rezultatéw otrzymanych w [B1] nalezy charakteryzacja podzialéw mi-
nimalnych .# d-kostki X = X; x - -- x X oparta na przekrojach z plaszczyznami wymiaru k, to
znaczy, zbiorami P C X takimi, ze | P;| = 1 dla pewnego I C [d], |I¢| = k, oraz P = Xc, gdzie
I¢ = [d] \ I (przypomnijmy, ze P; = P;, X --- x P, , gdzie [ = {iy < --- < i,,}). Plaszczyzne
wymiaru 1 nazywamy linig w kostce X.
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TWIERDZENIE 7.1 ([B1, Theorem 3|) Niech k € [d]. Podziat F jest podziatem minmalnym
d-kostki X wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej plaszczyzny P wymiaru k zbior & = {K €
F: KNP #0} zawiera 2% kostek.

W szczegdlnosci, jezeli kazda linie P potraktujemy jak skupiona wiazke promieni Roentgena,
to jezeli kazda wigzka przeswietla zawsze dwie kostki (przeswietlenie jest ‘prostopadte’ do (d—1)-
wymiarowych $cian kostki X), to podzial .Z jest minimalny. Warto zauwazy¢, ze poniewaz
kostki rodziny % nie musza posiadaé¢ zadnych szczegélnych whasnosci (takich jak spdjnosé,
ta sama wielkos¢, itp.), nie kazde dwie kostki musza zostaé przeswietlone jednoczesnie przez
wiazke P

Drugim wartym odnotowania wynikiem uzyskanym w pracy [B1], jest twierdzenie dotyczace
rodzin rozpinajacych. Niech .#Z bedzie rodzina kostek w d-kostce X. Powiemy, ze kostki rodziny
A rozpinaje d-kostke X, jezeli X jest najmniejsza kostka, ktora zawiera kostki rodziny . .

TWIERDZENIE 7.2 ([B1, Theorem 4]) Niech .F bedzie podziatem minimalnym d-kostki X i
niech k € [d]. Sposréd dowolnych 2 + 1 kostek podziatu F moina wybraé k + 1 kostek
K'Y, ... K" takich, Ze kostki K}, ..., K¥™ rozpinajg kostke X; dla pewnego I C [d] takiego,
ze |I| = k. W szczegdlnosci, podzial minimalny % zawiera d 4+ 1 kostek rozpinajgcych d-kostke

X.

Praca [B2] ma charakter popularyzatorski. Przedstawiono w niej zagadnienia zwigzane
z hipoteza Minkowskiego (posta¢ bazy kraty A w teselacji [0,1)¢ + A), Kellera i podzialami
minimalnymi. Szczegélowo omdéwiona zostala konstrukeja kontrprzykladu do hipotezy Kellera
podanego przez J. Mackeya w [29]. Praca [29] zawiera jedynie kod kontrprzyktadu. Krétki
komentarz jakim autor opatrzyl kontrprzykiad nie wyjasnia sposobu jego otrzymania. W pracy
[B2] doktadnie opisano bardzo tadna strukture tego kontrprzyktadu (zob. tez [41]) Jak juz
wspomniano, podstawa tego kotrprzyktady sa kody V i W opisane przy okazji omawiania
pracy [A4]. W pracy [B2] oméwiono takze twierdzenie ([B2, Twierdzenie 5]) zwiazane z hipotezqg
Fugledego ([12, 18, 24]).

W nocie [B3] podjete zostaly pierwsze préby oszacowania liczby podzialéw minimalnych
d-kostki X. Liczbe wszystkich podzialéw minimalnych d-kostki X oznaczamy przez pu(X).
Przedstawiajac podzial minimalny jako sume jego sktadnikéw prostych otrzymano nastepujacy
rezultat:

TWIERDZENIE 7.3 ([B3, Theorem 1]). Niech X = Xy x --- x Xy i niech |X;| > 3 dla kaZdego
i€ld,d>2. Wtedy
u(X)=1 modulo 4

Ostatnio K. A. Mathew, P. R. J. Ostergard oraz A. Popa [30] wyliczyli, ze liczba pu(X) wszyst-
kich podzialéw minimalnych .# kostki X = {0,1,2}° takich ze K; € {{0},{1,2},{0,1},{2}}
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dla kazdego ¢ € [5] i kazdej kostki K = K; x -+ x K5 € .F wynosi 638,560,878,292,512 z czego
899,710,227 podzialy sa nieizomorficzne.

Jak wspomniano wezesniej, w pracy [B4] podana zostata ogélna formuta na liczbe elementéw
w dowolnym skladniku prostym .7 N% teselacji .7 torusa T¢ kostka jednostkows dla dowolnego
m = (my,...,my) € N? ([B4, Theorem 7]):

|fﬂ(€|:n1m1+--'+ndmd

dla pewnych nq,...,ngs € NU{0}. W ten sam sposéb mozna wyrazi¢ licznosé pewnych pod-
zbioréw teselacji przestrzeni R? kostka jednostkowa. Aby to uczynié potrzebne sa dwa do-
datkowe twierdzenia. Pierwsze z nich charakteryzuje skiadniki proste teselacji przestrzeni R?
kostka jednostkowa. Sktadnikiem prostym teselacji [0,1)? + T przestrzeni R? nazywamy kazda
niepusta rodzing kostek [0,1)¢ + T} taka, ze Ty = T N (x + Z¢) dla pewnego x € RY.  Blo-
kiem nazwywamy zbiér postaci X + z, gdzie + € R? oraz X = X; x --- x Xy, przy czym
X; € {[0,1),R} dla kazdego i € [d] (definicja bloku w pracy [B4] jest nieco inna niz w [A3]).
Rodzine % zlozona z wzajemnie roztacznych blokéw nazywamy teselacjg przestrzeni R blo-
kami z rodziny %, jezeli | J# = R%. Z [B4, Theorem 1] wynika zapowiadana charakteryzacja
sktadnikéw prostych teselacji [0,1)4 + T

TWIERDZENIE 7.4. Niech Ty C x+7Z%, gdzie v € R, Zbiér [0, 1)+ Ty jest sktadnikiem prostym
pewnej teselacji przestrzeni RY kostkq jednostkowq wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje teselacja P
przestrzeni R? blokami taka, ze [0,1)* + Ty C B oraz B\ ([0,1)? + T1) nie zawiera przesunieé
kostki jednostkowey.

Drugi rezultat pochodzi z pracy [7] D. Coppersmitha i J. Steinbergera. Bezposrednio z [7,
Theorem 1] wynika

LEMAT 7.5 ([B4, Proposition 3|). Niech my,...,mq € N i niech QQ C [mq]| X -+ X [mg| bedzie
zbiorem takim, Ze zbidr [mq] X -+ X [mg] \ Q mozna zapelni¢ wzajemnie roztgcznymi liniama.
Witedy

Q| = nimy + -+ + namy

dla pewnych ny,...,ng € NU{0}.

Korzystajac z Twierdzenia 7.4 oraz Lematu 7.5 w pracy [B4] otrzymano nastepujace

TWIERDZENIE 7.6 ([B4, Theorem 4]). Niech [0,1)% + T bedzie teselacjq przestrzeni RY kostkq
jednostkowq, x € T i niech kostka D = Dy X - -+ x Dy bedzie taka, ze |D;| = m; € N dla i € [d]
oraz D C (x + Z%). Wtedy istniejg liczby ny,...ng € NU {0} takie, Ze

TN D| =nymy + -+ ngmg.
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W pracy [B5] raz jeszcze badane sg wlasnosci wielokostek i teselacji, ktére wywodza sig
z wlasnosci kodéw podanej w Twierdzeniu 2.16. Przypomnijmy, odwolujac sie tym razem
do podzialéw dychotomicznych, ze jezeli .# jest podzialem d-kostki X na kostki wzajemnie
dychotomiczne, by¢ moze niewlasciwe, to istnieje taka para kostek K,G € %, ze K; = G; lub
K, = X; \ G; dla kazdego i € [d] oraz

Hield: K;=X;\G;}| =1 modulo 2.

W pracy [B5] powyzsza wlasnosé jest dowodzona, i to na dwa sposoby, w kontekscie upakowari
przestrzeni R? kostkami jednostkowymi. Przypomnijmy, Ze rodzine [0,1)¢+S = {[0,1)%+s: s €
S} nazywamy upakowaniem przestrzeni RY, jezeli dowolne dwie kostki tej rodziny sa roztaczne.
Upakowanie [0,1)? 4+ S nazywamy teselacjg zbioru F' C R?, jezeli F' = [J([0,1)¢ + S). Zbiér
F C R? taki, ze upakowanie [0,1)? + S jest jego teselacja nazywamy szorstkim, jezeli z faktu
[0,1) + 2 C F wynika z € S. Gléwne twierdzenie pracy [B5] brzmi nastepujaco:

TWIERDZENIE 7.7 ([B5, Theorem 3]). Niech [0,1)¢ + S bedzie upakowaniem przestrzeni RY.
Zbior S mozina przedstawié w postaci sumy roztgcznych zbioréw S° i S* takich, ze oba zbiory
U0, )% + S°) oraz |J([0,1)¢ + SY) sq szorstkie. Ponadto, zbiory S° i S mozna wypisaé w
sposob jawny.

7.2 Teoria multifunkcji

Cztery prace [B6]-[B9] nie wchodzace w sktad rozprawy habilitacyjnej dotycza istnienia ciagtych
selektoréw multifunkeji i ich zastosowani w teorii inkluzji rézniczkowych. Prace [B6,B7] opubli-
kowane zostaly przed doktoratem.

Niech X i Y beda dowolnymi niepustymi zbiorami. Dowolna funkcje F' : X — 2¥ \ {0}
nazywamy multifunkcjg. Funkcje f : X — Y taka, ze f(zr) € F(x) dla kazdego © € X
nazywamy selektorem multifunkcji F'. Niech teraz (X,.7) bedzie przestrzenia topologiczna,
a (Y, p) przestrzenia metryczna. Multifunkcje F : X — 2Y \ {0} nazywamy dolnie pdlciggly
w punkcie zy € X, jezeli dla kazdego zbioru otwartego U C Y takiego, ze F(xg) N U #
0, zbiér {x € X : F(x) NU # 0} jest otwarty. Roézne inne rodzaje ciaglosci multifunkeji
oraz ich wasnoci selekcyjne sa obszernie omdéwione w monografiach [2, 17, 35]. Jednym z
podstawowych zagadnien rozpatrywaych w teorii multifunkcji jest zagadnienie istnienia ciagltego
selektora multifunkcji. Stynne twierdzenie Michaela [31] o istnieniu ciagtego selektora méwi, ze
kazda dolnie pétciggta multifunkcja F = X — 2Y\{0} 2 przestrzeni parazwartej X do przestrzeni
Banacha Y o domknietych i wypuktch wartosciach ma ciggly selektor.

W pracy [B6] udowodniono pewne twierdzenie o istnieniu ciggltego selektora dla multifunkcji
o domknigtych i rozktadalnych warto$ciach w przestrzeni funkcji catkowalnych L(T,R9). W
oparciu o to twierdzenie, w pracy [B7] udowodniono pewna wlasnosé stabego domkniecia zbioru
wszystkich punktéw statych multifunkcji (z € X jest punktem stalym multifunkcji F: X —
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2V \ {0}, jezeli z € F(x)) o domknigtych i rozktadalnych wartosciach w przestrzeni L(T,R?),
ktora spelnia pewien silniejszy niz dolna polciaglosé warunek ciaglosci.

W pracy [B8] badane sa selekcyjne wiasnosci multifunkcji
F:X —206R\ (0} oraz F: X — 28RO\ (g1

gdzie C(S,RY) jest przestrzenia funkcji ciggtych f : S — RY na zbiorze zwartym S, a L (T, R%)
jest przestrzenia funkcji f : T — R? calkowalnych jednostajnie ograniczonych. Twierdzenia
selekcyjne zawrte w pracy [B8] dotycza multifunkcji F : X — 2 \ {0}, dla ktérych zbiér

FO(2) = {y € F(x) : lim dist(y, F(«')) = 0}

' —x

jest niepusty dla kazdego x € X. Zbiér FM(x) nazywamy dolng granicg Kuratowski-Painlevé
multifunkcji F© w punkcie x € X. Dla kazdego n € N definiujemy rowniez n-tq granice
Kuratowskiego- Painlevé wzorem

FM(z)={y e F""'(x): lim dist(y, F"™~ Y(2")) = 0}.

I’ —T

Selekcyjne whasnosci multifunkeji £ : X — 2Y'\ {0} zaleza zaréwno od rodzaju jej ciaglosci jak i
natury zbioréw F'(z),z € X. Zbiér K C C(S,R™) nazywamy C-wypuktym, jezeli dla dowolnych
f,g € K i dowolnej funkcji ciaglej p : S — [0, 1] funkcja fp + g(1 — p) nalezy do zbioru K.
Zbior K C L*(T,R%) nazywamy rozktadalnym, jezeli dla dowolnych f,g € K i dowolnego
zbioru mierzalnego A C T funkcja fxa + gxr\a nalezy do zbioru K, gdzie x4 oznacza funkcje
charakterystyczna zbioru A.

W 1989 roku A.L. Brown pokazal w pracy [4], ze jezeli F : X — 28\ {0} ma wypukie
wartosci oraz F'@ ( ) # 0 dla kazdego x € X, to multifunkcja x — F(d)( ) jest dolnie pdlciggla.
W pracy [B8] uogélniamy twierdzenie Browna.

TWIERDZENIE 7.8 ([BS Theorem 5]). Niech X bedzie przestrzenig pamzwart@ Jezeli multi-
funkcja F : X — 20BN\ {OY ma domkniete i C-wypukte wartosci oraz F@ () # 0 dla kazdego
r € X, to multifunkcja x — F9(z) jest dolnie pélciggla.

W oparciu o Twierdzenie 7.8 oraz twierdzenie Gelfanda-Najmarka, otrzymujemy twierdzenie
Browna dla multifunkeji o warto$ciach w przestrzeni L>°(T, R™):

TWIERDZENIE 7.9 ([B8 Theorem 12]). Niech X bedzie przestrzenig parazwartq. Jezelz multi-
funkeja F - X — 20RO\ L0V ma domkniete, wypukte i rozktadalne wartosci oraz F\D(x) # 0
dla kazdego x € X, to multifunkcja x — F(d)( ) jest dolnie pdltciggta.

Proste zastosowanie twierdzenia Michaela gwarantuje istnienie ciagltego selektora dla multifunk-
cji opisanych w Twierdzeniach 7.8 i 7.9.
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Multifunkcje F : X — 2Y \ {0} nazywamy prawie dolnie pdlciggly w punkcie zo € X,
jezeli dla kazdego £ > 0 istnieje otwarte otoczenie U,, punktu x, takie, ze ﬂzeUzo [F(z)]: #0,
gdzie [F(x)]. = {y € Y: dist(y, F(x)) < €}. Jezeli ¢ > 0, to e-selektorem f. multifunkcji F
nazywamy funkcje f. : X — Y taka, ze f.(z) € [F(z)]. dla kazdego = € X.

W pracy [B9] przedstawione zostaly trzy twierdzenia o istnieniu ciaglej e-selekeji oraz pewne
ich zastosowania w teorii inkluzji rézniczkowych. Dwa twierdzenia selekcyjne udowodnione w
[B9] maja postac:

TWIERDZENIE 7.10 ([B9, Theorem 2.2]). Niech (T,.%,u) bedzie przestrzenig mierzalng ze
skonczong 1 bezatomowq miarg p @ nich E bedzie przestrzenig Banacha. Kazda prawie dolnie
pélciggta multifunkcja F - RS — 2ETmE)\ L0V o wartosciach rozktadalnych ma e- selekcje f..

TWIERDZENIE 7.11 ([B9, Theorem 2.5]) Niech (X, d) bedzie osrodkowq przestrzenig metryczng,
a (T,F,u) osrodkowq przestrzeniq mierzalng z miarg p. Jezeli multifunkcja F @ RT —
2ETRE)\ L)Y o wartosciach rozkladalnych jest taka, Ze

(i) FW(x)#0 dla kaidego v € X,

(i) multifunkcja FY) jest prawie dolnie pétciggla,

(i4i) limg_, H(FW(x), F(2')) = 0 dla kazdego v € X,
to dla kazdego € > 0 istnieje funkcja ciggta f. : X — L(T,p, E) taka, ze Gr(f.) C [Gr(FWM)], i
jednoczesnie f.(x) € [F(x)]e dla kazdego x € X.

W drugiej czesei pracy [B9], przedstawione zostaly zastosowania wyzej opisanych twierdzen
selekcyjnych w teorii inkluzji rézniczkowych. Bezposrednio z Twierdzenia 7.10 otrzymano

TWIERDZENIE 7.12 ([B9, Theorem 3.1]). Niech F : Rt x R" — 28\ {0} bedzie multifunkcjg
o wartosciach domknietych, ktora jest mierzalna, jednostajnie catkowo ograniczona, a ponadto
F(t,-) jest prawie dolnie pétciggle multifunkcjg jednostajnie ze wzgledu na t > 0. Wtedy dla
kazdego T > 0 oraz xy € R? istnieje cigg (x,),>1 absolutnie cigglych funkcji z, : [0,T] — R?
takich, ze x,.(0) = zg oraz lim dist(z..(t), F(t,z,(t))) = 0 dla prawie wszystkich t € [0,T].

Bezposrednio z Twierdzenia 7.11 wynika analogiczny rezultat ([B9, Theorem 3.2]) dla in-
kluzji rézniczkowych w nieskonczenie wymiarowych przestrzeniach Banacha.
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