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1. WSTEP

Pojecie jednoznacznosci odgrywa w matematyce ogromng role, pozwalajac czy-
telnie opisywac¢ obiekty matematyczne i dowodzi¢ ich wtasnosci. Teoria grafow, be-
daca mtoda gatezia matematyki, dos¢ pozno odkryta jednoznacznosé, skupiajac sie
w poczatkowej fazie na badaniu wlasnosci danego skonczonego, czyli jednoznacznie
opisanego, grafu. Z czasem badania teorii graféw wykroczyly poza obiekty skon-
czone, dopuszczajac istnienie graféw nieskonczonych i nieskonczonych klas grafow
skoniczonych lub nieskonczonych. W obu wypadkach jednoznacznos¢ jest narzedziem

co najmniej uzytecznym a niekiedy koniecznym.

Zbior W wierzchotkéw grafu G nazywamy modutem, jezeli dla dowolnych dwoch
jego elementow x,y zachodzi réwnosé Ng(z) \ W = Ng(y) \ W. Powiemy, ze n-
wierzchotkowy graf jest pierwszy, jezeli nie zawiera modutéw mocy k, gdzie 2 <
k < n — 1. Innymi stowy n-wierzchotkowy graf jest pierwszy, jezeli nie moze by¢
otrzymany przez podstawienie co najmniej 2-wierzchotkowego i co najwyzej (n — 1)
-wierzchotkowego grafu do innego grafu za jego dowolny wierzchotek. Symbolem

PRIME oznaczamy klase graféw pierwszych, co najmniej dwuwierzchotkowych.

Niech H,Gy,...,G, beda grafami i V(H) = {v1,...,v,}. Przez H[Gq,...,G,)]
rozumiemy graf otrzymany przez jednoczesne podstawienie grafow G; do H za v;
dla wszystkich i € [n|. Graf H[G,...,G,] jest nazywany uogélnionym produktem
leksykograficznym grafow Gy, ..., G, i grafu bazowego H (produktem leksykogra-
ficznym grafu H i grafu G; w przypadku G; = --- = G,,). W szczegblnosci pro-
dukty K,[Gy,...,G,] i K,[G1,...,G,] sa znane jako suma G U--- UG, i ztaczenie
G+ -+ G, graféw Gq,...,G,.

W latach sze$¢dziesiatych poprzedniego stulecia Sabidussi [63] i niezaleznie Vizing
[69] udowodnili twierdzenie o jednoznacznej dekompozycji grafu na grafy niedekom-

ponowalne wzgledem produktu kartezjanskiego. To zapoczatkowalo ciag badan na
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temat jednoznacznosci dekompozycji grafu ze wzgledu na inne produkty. W szczegdl-
nosci uznano, ze produkt leksykograficzny nie jest jednoznacznie dekomponowalny
[44]. Niezaleznie, w $wiecie informatyki, dla potrzeb rekurencyjnej konstrukeji algo-
rytméw grafowych, w réznoraki sposéb byto eksploatowane pojecie modutu grafu.
Algorytmy te rozwigzujac problem na grafach podstawowych i znajac zasady tacze-
nia tych rozwigzan podawaly catodciowe rozwigzanie problemu. Potrzeba istniejaca
w Swiecie informatyki szybko doprowadzita do wielokrotnego, niezaleznego odkry-
cia jednoznacznej reprezentacji grafu przez jego drzewo modularnej dekompozycji.
W roku 1967 Tibor Gallai [37] udowodnit twierdzenie o modularnej dekompozycji
grafu. Twierdzenie Gallai, wraz ze wspomnianym wczesniej drzewem modularnej
dekompozycji, pozwala zaprezentowac graf jako jednoznaczne ztozenie uogolnionych
produktéw leksykograficznych, ktérych grafy bazowe sa pierwsze (wiecej informacji

na ten temat mozna znalez¢ w [24]).

W niniejszym opracowaniu zaktadamy, ze wszystkie rozwazane grafy sa skonczone
i proste (bez petli i krawedzi wielokrotnych). Obiektem naszego zainteresowania nie
sg szczegblne grafy lecz ich klasy, czyli zbiory zamkniete ze wzgledu na izomorfizm.
Pokazemy jak wykorzysta¢ znane i nowe (dowiedzione przez autorke opracowania)
twierdzenia do jednoznacznego dekompozycyjnego badz kompozycyjnego opisu wielu
sposrod tych klas. W swoich rozwazaniach wielokrotnie bedziemy nawiazywali do po-
jecia grafu pierwszego i jednoznacznosci drzewiastej dekompozycji grafu ze wzgledu

na uogoblniony produkt leksykograficzny.

1.1. Faktoryzacja. Klase graféw nazywamy faktoryzowalna, jezeli jest definiowalna
przez podzialty. W szczegblnosci moga to by¢ wierzchotkowe podziaty graféw z tej
klasy. Tego typu faktoryzacja klas graféw byta po raz pierwszy rozwazana przy okazji
wierzchotkowego kolorowania grafow. Z czasem rozpoczeto studia nad uogdlnieniami
zwyklego kolorowania, rozwazajac dla przyktadu H-kolorowanie (istnienie homo-
morfizmu do danego grafu H) [42] badz (Px,. .., P,)-kolorowanie [11, 15]. Wszyst-
kie wspomniane koncepcje odpowiadajg wierzchotkowym problemom podziatowym
w grafach. Na przyktad klasa graféw n-kolorowalnych moze by¢ rozpatrywana jako
klasa tych grafow G, dla ktérych istnieje podziat zbioru wierzchotkéw V' (G) na zbiory
Vi, ..., Vy, tak ze podgraf indukowany G[V;] jest grafem bezkrawedziowym. Dopusz-

czajac inne mozliwosci niz by¢ grafem bezkrawedziowym, powiedzmy zadajac aby
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graf G[V;] mial pewna wtasnosé P;, otrzymujemy definicje klasy grafow (P, ..., P,)-
kolorowalnych. Z drugiej strony zadajac dodatkowo w definicji n-koloro-

walnosci aby krawedzie miedzy wierzchotkami bedacymi w czesciach podzialu V;,
V; byly zabronione w G, dla pewnych $ci$le opisanych par indekséw 4, j ze zbioru
[n], otrzymujemy definicje H-kolorowalno$ci. W tym przypadku H jest grafem ze
zbiorem wierzchotkéw [n], w ktérym wierzchotki ¢, j sa niesasiednie wtedy i tylko
wtedy gdy krawedzie migdzy wierzchotkami zbioréw V; i V; sg zabronione.

Z innym rodzajem faktoryzacji klas grafébw mamy do czynienia analizujac moz-
liwo$¢ prezentacji danej klasy graféw jako supremum w kracie [11, 4, 45, 25]. W
nielicznych przypadkach oba rodzaje faktoryzacji pokrywaja sie. Niniejsze opraco-
wanie dotyczy gtownie faktoryzacji klas graféw definiowanej przez wierzchotkowe
podziaty graféw z tej klasy, odwotujac sie do faktoryzacji w kratach ze wzgledu na

niespodziewang bliskos¢ tych zagadnien.

1.2. Redukowalnosé. Klase grafow nazywamy redukowalng jezeli posiada faktory-

zacje spetiajaca pewne dodatkowe warunki.

1.2.1. o-redukowalnosé. Niech Py, ..., P, beda klasami graféw. Przez Py o--- 0o P,
oznaczmy klase graféw posiadajacych (Pi,...,P,)-kolorowanie. Méwimy, ze klasa
graféw P jest o-redukowalna jezeli istnieja nietrywialne (r6zne od zbioru pustego i
rodziny Z wszystkich graféw skoniczonych) klasy grafow Py, P, takie, ze P = Py oPs.
W przeciwnym wypadku P jest nazywana o-nieredukowalng. Jak wspomnieliSmy
wczesniej, przedstawienie P jako P; o P, nazywamy faktoryzacja P a klasy Py, P

faktorami tej faktoryzacji.

JEDNOZNACZNOSC.  Niech P = Pjo---oP, dla pewnych klas graféw Py, ..., P,.
Przy takim zalozeniu naturalne jest pytanie o jednoznacznos¢ takiego opisu. Po
raz pierwszy problem ten postawiony zostal w ksiazce Jensena i Tofta [46] (pro-
blem 17.9). Poczatkowo sadzono, ze mozna otrzymaé jednoznacznos$¢ bez zatozen o
zbiorze, z ktérego czerpiemy faktory danej faktoryzacji. Przyklad pokazany w [65]
zaprzeczyt tej opinii. Stanowito to motywacje do wprowadzenia nowych zadan w
definicji o-redukowalnosci. Niech [P bedzie rodzing klas grafow. Klasa graféw P jest
o-redukowalna nad P, jezeli istnieja nietrywialne klasy grafow P;, P, € P takie, ze
P = Py oPy. W przeciwnym wypadku P jest o-nieredukowalna nad IP. Jest jasne, ze

jednoznacznoéci o-faktoryzacji nad P mozna oczekiwaé tylko wowczas gdy faktory sa
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o-nieredukowalne nad IP. Takie faktoryzacje nazywamy o-nieredukowalnymi. Ich ana-
liza zapoczatkowalta zupetnie nowy kierunek badan kryteriéw o-nieredukowalnosci
klas graféw i dalej graféw jednoznacznie (P4, ..., P,)-kolorowalnych [55, 56, 66]. Z
drugiej strony pojawito sie pytanie dla jakich klas P i przy jakich warunkach, faktory-
zacja klas grafow nad P moze by¢ jednoznaczna. W szczegolnosci pokazano niejedno-
znacznos¢ o-nieredukowalnych faktoryzacji nad rodzina L, klas graféw zamknietych
ze wzgledu na branie podgraféw [58]. Co wiecej udowodniono, ze jezeli zbiorem fak-
torow jest klasa L<, klas grafow zamknietych ze wzgledu na branie indukowanych
podgraféow, to jednoznacznosé o-nieredukowalnych faktoryzacji otrzymujemy zaled-
wie w czterech precyzyjnie opisanych przypadkach, ktére obejmuja bardzo nieliczna
rodzine klas graféw [33, 34]. Ponadto, uzyskujac wczeséniej wiele czesciowych wyni-
kow, udowodniono jednoznacznos$é¢ o-nieredukowalnych faktoryzacji nad rodzinami
L%, L* i L¢ klas grafow odpowiednio zamknigtych ze wzgledu na branie podgra-
fow indukowanych i addytywnych, zamknietych ze wzgledu na branie podgrafow i
addytywnych oraz zamknietych ze wzgledu na branie podgraféw i kompozycyjnych
[33, 34, 35, 57, 58]. Nalezy przypomnieé, ze klasa graféw P jest addytywna, jezeli
jest zamknieta ze wzgledu na branie roztacznej sumy graféw i kompozycyjna, jezeli
dla dowolnych grafow G, Go € P istnieje graf G € P, ktory zawiera jako podgrafy

jednoczesnie G i Ga.

1.2.2. V-redukowalno$é. Niech (£, <) bedzie krata, w ktérej V oznacza operacje su-
premum. Element x € L jest V-redukowalny w tej kracie jezeli x = 1 V x5, gdzie
21, 9 8§ dowolnymi elementami £ dla ktérych xq < x, o < x. W przeciwnym wy-
padku z jest V-nieredukowalny w danej kracie. Ogoélnie, jezeli (£, <) jest krata klas
grafow to V-redukowalno$é danej klasy nie musi mie¢ zwigzku z wierzchotkowymi
podziatami graféw z tej klasy. Jednakze w wypadku kraty rozdzielnej (L, C) (szcze-
gélty mozna znalezé w [11]) pokazano, ze Py V Py jest zbiorem wszystkich grafow
ktérych sktadowe spdjnosci sg elementami zbioru Py U Py [45], co indukuje odpo-

wiedni podzial zbioru wierzchotkéw takich grafow.

JEDNOZNACZNOSC.  Nastepujace twierdzenie o jednoznacznosci w kratach mozna

znalez¢ na przyktad w [62].

Twierdzenie 1. Niech \/!_, z;, \/;n:1 y; bedg dwoma reprezentacjami x jako supre-

mum V-nieredukowalnych elementow w kracie rozdzielnej. Niech ponadto Zaden ele-
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ment x; ani Zaden element y; nie moze by¢ pominigty w tych reprezentacjach. Wow-

czas n = m i istnieje bijekcja ¢ : [n] — [n] taka Ze x; = y,p), dlai € [n].

1.3. Rodziny graféw zabronionych. Dla dowolnej klasy graféw P € L mozna
zdefiniowaé rodzine graféw zabronionych F(P) nastepujaco:

F(P)={G: G ¢ P oraz H € P dla dowolnego wtasciwego podgrafu H grafu G}.
Podobnie, dla dowolnej klasy graféw P € L< mozna zdefiniowa¢ rodzine indukowa-
nych graféw zabronionych C(P) nastepujaco:

C(P)={G: G ¢ P oraz H € P dla dowolnego wtasciwego podgrafu indukowanego
H grafu G}.

Rodziny F(P), C(P) charakteryzuja P jednoznacznie [39], co jest powodem nie-
ustannego ich badania. Niektore sposrod nich sg dane jako definicje klas grafow
(na przyktad klasa graféw bezkrawedziowych, nie zawierajacych tréjkatow, clow-free
grafy i tym podobne). Opisanie innych klas graféw przez grafy zabronione okupione
byto ogromnym wysitkiem (na przyktad twierdzenie Kuratowskiego dla graféw pla-
narnych, the strong perfect graph theorem dla graféw doskonalych [14], twierdzenie
o rodzinie graféw zabronionych dla graféw krawedziowych [2], split-graféw [36]).
Nie zawsze udaje si¢ wyznaczy¢ wszystkie elementy rodzin F(P), C(P). Stad jedna
z wazniejszych kwestii dotyczacych tych rodzin stato sie pytanie o ich skonczo-
nos¢. Warto tutaj zauwazy¢, ze L C L< oraz, ze dla P € L zachodzi zwiazek
F(P) C C(P). Ponadto stosujac prosty algorytm generujacy mozna pokazaé, ze w
przypadku P € L, rodzina F(P) jest nieskorniczona wtedy i tylko wtedy gdy C(P)

jest nieskonczona [34].

2. JEDNOZNACZNA FAKTORYZACJA I GENEROWANIE KLAS GRAFOW WZGLEDEM
ZBIOROW GRAFOW PIERWSZYCH

Cztery pierwsze prace wchodzgce w sklad jednotematycznego cyklu publikacji
zwigzane sg z faktoryzacja a piata z generowaniem i faktoryzacja, w kazdym przy-
padku, klas graféw wzgledem zbiorow graféw pierwszych. Koncepcja faktoryzacji
przedstawiona w pierwszej sposrdd cytowanych prac [24] zostata wprowadzona przez

M. Borowieckiego w roku 2004 podczas warsztatéw naukowych Hereditarnia. Jest
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ona uogdblnieniem szeroko badanych znanych modeli n-kolorowalnosci, H-kolorowal-
nosci (homomorfizméw), o-redukowalnosci i w pewnych przypadkach V-redukowal-
nosci klas graféw [4, 11, 42]. Problem jednoznacznosci faktoryzacji w zakresie tej
koncepcji rozwazany jest w trzech pierwszych rozdzialach pracy [24]. W rozdziale
czwartym zdefiniowano nowe, bardziej szczegdélowe, bazujace na zbiorach grafow
pierwszych, spojrzenie na ten problem. To pozwolito faktoryzowaé i oceniaé¢ jed-
noznacznosé¢ faktoryzacji klas grafow, ktére w Swietle poprzednich rozwazan byty
niefaktoryzowalne. Rozwazania na ten temat prowadzone w [24] dla faktoryzacji

nad L znalazty kontynuacje w pracy [13] dla faktoryzacji nad L¢.

Niech G, H beda grafami oraz V(H) = {v1,...,v,}. Przez H[P,..., P,]-podzial
grafu G rozumiemy podziat (Vi,..., V) zbioru V(G) (czesci podziatu moga by¢ pu-
ste) taki, ze graf indukowany przez niepusta cze$¢ V; nalezy do klasy P; dla wszyst-
kich ¢ € [n] oraz istnienie krawedzi z;x; € E(G), gdzie x; € V; 1 z; € V;, implikuje
istnienie krawedzi v;v; € E(H). Symbol H[Py, ..., P,] oznacza klas¢ wszystkich gra-
fow posiadajacych H[Py, ..., P,|-podziat. Jezeli P = H[Py,..., P, i P1,...,Pn €P
to méwimy, ze H [Py, ..., P,] jest H-faktoryzacjg (lub krétko faktoryzacjg) P nad P
iPy,..., P, sa faktorami tej faktoryzacji oraz ze P jest H-faktoryzowalna nad P. W
dalszej czesci bedziemy rozwazac¢ tylko przypadki P = L i P = L¢. Obie klasy L%,
L¢ zawieraja sie w L, co umozliwia nam odwotanie sie do poje¢ grafu zabronionego,
grafu maksymalnego czy tez zbioru generujacego. Precyzyjniej, kazda klasa P € L

moze by¢ scharakteryzowana przez rodzing P-maksymalnych graféw M(P) postaci

{G : G € P idla dowolnej krawedzi e € E(G) zachodzi G + e ¢ P}. Rodzina
M(P) jest szczegdlnym przypadkiem zbioru generujacego G dla P € L czyli zbioru
zawartego w P, takiego ze kazdy graf G € P jest podgrafem pewnego grafu z G.

Zauwazmy jeszcze, ze jezeli H[Py, ..., P,] jest faktoryzacja klasy graféw P nad
L® (nad L) to P € L* (odpowiednio P € L¢).

O danej faktoryzacji H[P1,...,Py,] klasy graféow P nad L powiemy, ze jest wla-
$ciwa, jezeli istnieje P-maksymalny graf G, dla ktérego w kazdym jego H [P, ..., Py,|-
podziale (Vi,...,V,) zachodzi V; # () dla wszystkich i € [n]. Zbiér wszystkich P-
maksymalnych graféw majacych wyzej opisang wtasnosé¢ oznaczamy przez
M*(H[Py,...,Pal).

Dla danego grafu H = ({vq,...,v,}, F), powiemy, ze klasa grafow P jest H-

redukowalna nad P, jezeli istniejg nietrywialne klasy grafow Py, ..., P, € P takie,
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ze H[Py, ..., Py] jest wtadciwa faktoryzacja klasy P nad P. W przeciwnym wypadku,
P jest nazywana H-nieredukowalng nad P.

Klasa grafow P jest nazywana redukowalng nad P, jezeli jest H-redukowalna nad
IP dla pewnego grafu H, ktéry posiada co najmniej dwa wierzchotki. W przeciw-
nym wypadku, P jest nazywana nieredukowalng nad P. O danej faktoryzacji klasy
grafow P powiemy, ze jest nieredukowalna nad P, jezeli wszystkie jej faktory sa

nieredukowalne nad IP.

2.1. Jednoznaczno$é H[Py,...,P,]-faktoryzacji nad L®. Pierwsza, z wchodza-
cych w sktad cyklu, praca [24] zawiera twierdzenia o jednoznacznosci faktoryza-
cji H[Py,...,P,| danej klasy graféw nad L*. W rozdziale 2 pracy pokazano kiedy
H-redukowalnos¢ klas graféw jest rownowazna o-redukowalnosci badz odpowiednio
V-redukowalnosci (wczesniej znane bylo twierdzenie o roztacznosci klas graféw o-
redukowalnych i V-redukowalnych [4]). Wyniki te cytowane sg ponizej w lematach 1

i 2 oraz twierdzeniach 2 i 3 (Lemmas 1, 2 i Theorems 1, 2 w [24]).

Lemat 1. Niech Hy = ({v1,...,v;}, Ev), Hy = ({vjt1,..., 0.}, Ea) bedg danymi
grafami i niech P € L. Jezeli P = (Hy + Hs)[P1,..., Py, to P = Hy[P1,...,Pj]o
H5[Pjt1, ..., Pn]. Ponadto, jezeli (Hy + Ho)[Pr, ..., Py] jest wlasciwg faktoryzacjg
P nad L%, to Hi[Pi,...,P;], Ha[Pji1,- .., Pn] sa wlasciwymi faktoryzacjami odpo-

wiednich klas grafow nad L*.

Lemat 2. Niech Hy = ({v1,...,v;}, E1), Hy = ({vjt1,..., v}, Ea) bedg danymi
grafami i niech P € L. Jezeli P = (Hy U Hy)[P1,...,Py], to P = H{[Py,...,Pj] V
Hy[Pji1,. .., Py]. Ponadto, jezeli (Hy U Hy)[Py,...,P,] jest wlasciwg faktoryzacja
P nad L, to Hi[Pi,...,P;], Hy[Pjt1,...,Pnl sq wlasciwymi faktoryzacjami odpo-

wiednich klas grafow nad L°.

Twierdzenie 2. Niech P bedzie klasq grafow o-redukowalng nad L*. Jezeli P jest
H-redukowalna nad L* dla pewnego, co najmniej dwuwierzchotkowego grafu H, to
istniejq grafy Hy, Hy takie, ze H = Hy + Ho.

Twierdzenie 3. Niech P bedzie klasq grafow V-redukowalng w (L%, C). Jezeli P jest
H -redukowalna nad L* dla pewnego, co najmniej dwuwierzchotkowego grafu H, to
istniejq grafy Hy, Hy takie, ze H = Hy U H.

Rozdzial 2 pracy [24] zawiera tez uogdlnienie cytowanego wezesniej twierdzenia o

jednoznacznosci V-faktoryzacji zastosowanego do kraty (L%, C). Rezultat ten i jego
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konsekwencje podane zostaly ponizej jako twierdzenie 4 i wnioski 1, 2 (Theorem 4 i
Corollaries 112 w [24]).

Twierdzenie 4. Niech P = Q,V ---V Q, = \/,., Ri, gdzie Q1,...,Q,, Ry, i € J,
sq V-nieredukowalnymi w (L*, C) klasami graféw. Ponadto, niech P # \/je[n}: i D
dla kazdego i € [n], i niech P # \/;c;. ;. R dla kaidego i € J. Wowcezs n = |J] i
istnieje bijekcja @ zbioru [n] na J spelniajoca Q; = Rypy dla i € [n)].

Whniosek 1. Niech P = Qi o0---0Q,, n > 2, gdzie Q1,...,9, € L* sqg o-
nieredukowalnymi nad L* klasami grafow i niech H bedzie danym grafem. Dla kazdej
nieredukowalnej nad L* wlasciwej faktoryzacji H[Py, ..., Pn], m > 2, klasy grafow
P, graf H ma doktadnie n sktadowych spdjnosci Hy, Hs, ..., H,. Ponadto, istnieje
PP P ...
L PEPY PR spelniajace V(H;) = {vl, v, .. vh @ Hi[PLL . PL] = Qi
dla kazdego i € [n].

przeetykietowanie Py, ..., P,, postaci P{, Py, ..., Pk

mi’

Wnhiosek 2. Niech H bedzie grafem i niech P = \/;; Q;, |J| > 2, gdzie dla kaz-
dego i € J, Q; € L® jest V-nieredukowalng w (L%, C) klasq graféw. Niech ponadto
P # Vjer 2 Qi dla kaidego i € J. Jezeli H[Py,...,Pyl, m > 2, jest dowolng
nieredukowalng witasciwg faktoryzacjg P nad L%, to J jest skonczony i H ma do-
ktadnie |J| sktadowych spéjnosci Hy, Hs, ..., H);. Ponadto, istnieje przeetykieto-
wanie Py, ..., Py postaci P{,Py,....,PL PLP3 ..., P2 ... ,P{‘”, 2“”, o 7‘;{“”
spelniajace V(H;) = {vi,vh, .. vk, } @ Hi[P{, ..., PL ] = Q; dla kazdego i € [|J]].

W rozdziale 3 pracy [24] zostala pokazana jednoznacznos$é faktoryzacji nad L® w

klasie grafow pierwszych (Theorems 5 i 6, Corollary 3 oraz Lemma 3 pracy [24]).

Twierdzenie 5. Niech Hi = ({vi,vo,..., 0.}, E1) i Hy = ({v},v5,...0, }, By),
m,n > 4, bedg grafami pierwszymi i niech Hy[Py, Py, ..., Pul, Ha[P, Py, ..., P, ]
bedg dwoma wlasciwymi faktoryzacjami P nad L*. Ponadto niech

G € M*(H,[Py, Py, ..., Pu]) N M*(Hy [Py, Py, ..., P.]) i niech (Vi,Va, ..., V) bedzie
dowolnym Hy [Py, Pa, ..., Pyl-podziatem grafu G oraz niech (V|,Vy,...,V.) bedzie
dowolnym Hg[Pi,Pé, e ,73,/71] -podziatem grafu G. Wowczas Hy jest izomorficzny z
Hy (n = m) i istnieje automorfizm ¢ : [n] — [n] grafu Hy taki, ze V; = V), dla

i € [n].

Whniosek 3. Niech H = ({vy,vs,... 0.}, E), n > 4, bedzie grafem pierwszym i
niech P1,Pa, ..., P, € L*. Wéwczas dowolne dwa H[Py,Pa, ..., Pyl-podzialy grafu
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G € M*(H[P1,Ps,...,Pn]) sq takie same z dokladnoscig do etykietowania czesci

podziatu generowanego przez automorfizm grafu H.

Wierzchotek z jest nazywany wierzchotkiem dominujgcym w grafie H, jezeli ist-
nieje y € V(H) taki, ze Ng(y) jest wlasciwym podzbiorem zbioru Ny(x).
Ponizszy lemat wykorzystuje pojecie wierzchotka dominujacego w grafie i jest klu-

czowy w dowodzie twierdzenia 6.

Lemat 3. Niech H = ({v1,v2,...,0,}, E), n > 4, bedzie ustalonym grafem pierw-
szym bez wierzchotkow dominujgcych, G* niech bedzie dowolnym grafem i niech
P1,Pa, ..., Py € L Ponadto niech (V1,Va, ..., V,) bedzie H[Py, ..., P,]-podziatem
grafu G € M*(H[Py,...,P,)). Wéwezas dowolny H[Py, ... Py,)-podzial grafu G =
H[Xy,...,X,], gdzie
B { GVi|UG* G* € Py,

£ GIVi] G ¢ Py
jest postaci (V(Xyy), -, V(Xypm))) gdzie ¢ jest automorfizmem grafu H spetnia-
Jacym G* € Py wtedy 1 tylko wtedy, gdy G* € P;.

Stosujac twierdzenie o istnieniu uporzadkowanego zbioru generujacego zaczer-

pniete z [64] mozna udowodni¢ nastepujacy fakt.

Twierdzenie 6. Niech n > m > 4 i niech H{[Py,...,P,] bedzie wlasciwg H;-
faktoryzacjq klasy grafow P nad L, gdzie Hy jest grafem pierwszym bez wierzchotkow
dominujgcych. Wowczas dla kazdego grafu pierwszego Hs 1 kazdej wtasciwej faktory-
zacii Hy[Py, ..., P. ] klasy graféw P nad L, grafy Hy, Hy sq izomorficzne i istnieje
automorfizm ¢ grafu Hy spelniajgcy rownosci P; = Poy dlai € [n].

W dalszym ciagu rozdziatu 3 pracy [24], korzystajac z twierdzenia Gallai [37],
sformutowano rezultat o jednoznacznosci dekompozycji dowolnego grafu ze wzgledu

na uogolniony produkt leksykograficzny.

Twierdzenie 7. Kazdy graf G € T moze byc jednoznacznie skonstruowany z klasy
grafow pierwszych, startujgc z |V (G)| kopii grafu Ky, uzywajgc rekurencyjnie trzech
nastepujgcych operacyi:
(1) suma graféw,
(2) zlgczenie grafow,
(3) operacja H|Gy,...,G,], gdzie H = ({vy,...,v,}, E) jest grafem pierwszym
in >4, 1 Gy, ...,G, s¢ Ky lub grafami otrzymanymi z K1 przez operacje

opisane w punktach (1),(2),(3).
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Powyzsze twierdzenie daje mozliwo$é poprawnego zdefiniowania klasy grafow do-
brych nastepujaco:

(1) K, jest grafem dobrym,

(2) jezeli H = ({v1,...,v,}, E) jest grafem pierwszym bez wierzchotkéw dominu-
jacych i G, Gy, ..., G, sa grafami dobrymi, to H[G1, ..., G,] tez jest grafem
dobrym.

Ponizej podajemy jedno z dwoch najwazniejszych twierdzen omawianej pracy
(Theorem 8 w [24]). Udowodniono w nim jednoznaczno$¢ H-faktoryzacji nieredu-

kowalnych nad L%, w przypadku gdy H jest grafem dobrym.

Twierdzenie 8. Niech H[Py,...,P,] bedzie nieredukowalng wlasciwg faktoryzacjg
nietrywialnej klasy grafow P nad L. Jezeli H jest grafem dobrym, to H[P,. .., Py]
jest jedyng nieredukowalng wtasciwg faktoryzacjg P nad L.

Przypomnijmy raz jeszcze, ze twierdzenie 8 uogdlnia dwa znane weze$niej twierdze-
nia o jednoznacznosci o-faktoryzacji i V-faktoryzacji klasy grafow odpowiednio nad
L*iw (L% C) [4, 57, 62]. Fakt uogdlnienia drugiego sposrdd cytowanych twierdzen
wynika z réwnowaznosci V-redukowalnosci w (L%, C) i Ky-redukowalnogci nad L® co

stanowi jeden z wynikéw pracy [45].

W rozdziale 4 pracy [24] po raz pierwszy wprowadzono pojecie redukowalnosci
klasy graféw ze wzgledu na zbiér graféw pierwszych, pokazujac mozliwosé innego,
nowego spojrzenia na zagdnienie redukowalnosci klas graféw. W ponizszym twier-
dzeniu (Theorem 9 pracy [24]), sformutowanym w tym jezyku, podany zostal drugi
sposrod dwoch gtéwnych rezultatow tej pracy. Wynik poprzedzony jest niezbednymi
definicjami. Og6lnosé sformutowan definicji wynika z faktu potrzeby wykorzystania
ich w cytowanym twierdzeniu jak réwniez w twierdzeniach nastepnego podrozdziatu.

Niech C € PRIME. Graf G jest nazywany C-grafem, jezeli jest izomorficzny z K,
lub G = H[G,...,G,] dla H € C przy zalozeniu, ze G, . .., G, sa C-grafami. Warto
zauwazy¢, ze jezeli C jest klasg wszystkich co najmniej dwuwierzchotkowych graféw
pierwszych bez wierzchotkéw dominujacych, to pojecie C-grafu jest rownowazne po-
jeciu grafu dobrego. Twierdzenie 7, podobnie jak dla graféw dobrych, gwarantuje
poprawno$¢ definicji C-grafu.

Klasa grafow P jest C-redukowalna nad P, jezeli P jest H-redukowalna nad P,
gdzie H jest C-grafem rzedu co najmniej dwa. W przeciwnym razie, P jest C-

nieredukowalna nad P. Kazda H-faktoryzacja klasy graféow P nad P, gdzie H jest
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C-grafem, jest nazywana C-faktoryzacja klasy graféw P nad P. Powiemy, ze C-
faktoryzacja klasy graféw P nad P jest nieredukowalna, jezeli wszystkie jej faktory
sa C-nieredukowalne nad IP.

W tym momencie nalezy podkresli¢, ze dla H € PRIME pojecia { H }-redukowal-
nosci i H-redukowalnosci nad dana rodzing P sa tozsame. Ponadto, wczes$niejsze
rozwazania implikuja, ze { Ks}-redukowalno$¢ nad P jest réwnowazna o-redukowal-
nosci nad P oraz { K, }-redukowalnosé nad L® jest réwnowazna V-redukowalnoéci w
(L, Q).

Twierdzenie 9. Niech P bedzie klasq grafow i niech C bedzie zbiorem grafow pierw-
szych, co najmniej dwuwierzchotkowych, bez wierzchotkow dominujgcych. Jezeli ist-
nieje nieredukowalna C-faktoryzacja klasy grafow P nad L® to jest to jedyna taka
faktoryzacja klasy grafow P.

Warto zauwazy¢, ze twierdzenie 9 implikuje gtéwny rezultat pracy [52] i inne nie-
znane fakty dotyczace klas graféw homomorficznych do ustalonego grafu, bedacego

homomorficznym rdzeniem.

2.2. Jednoznaczno$é H|[Py, ..., P,|-faktoryzacji nad L°. W drugiej sposrod prac
wchodzacych w sktad jednotematycznego cyklu [13] (wspétautor: Izak Broere) ba-
dana jest jednoznacznosé¢ faktoryzacji nad weze$niej wspomniang klasg L¢ klas gra-
fow dziedzicznych i kompozycyjnych. Dwa najwazniejsze rezultaty tego opracowa-
nia, zaprezentowane w jezyku faktoryzacji wzgledem rodziny graféw pierwszych (C-
faktoryzacji nad L€), rozwiazuja problem postawiony w [24]. Wprowadzone w pracy
pojecie C-skonczonosci klasy grafow, dla C C PRIME, umozliwito badanie istnie-
nia danej faktoryzacji przed postawieniem tez o jej jednoznacznosci. Gtéwna idea
dowodu jednoznacznogci faktoryzacji zostata zaczerpnieta z [24]. Czesé tej idei, Ko-
redukowalno$é¢ nad L¢, przeciwnie do Ko-redukowalnosci nad L¢, stanowi nowy kie-
runek badan.

Definicje i fakty cytowane w rozdziatach pierwszym i drugim pracy [13] zostaly
wczedniej zaprezentowane w niniejszym opracowaniu w ogolniejszej formie lub beda
wspomniane w chwili odwolywania sie do nich.

W pierwszym twierdzeniu rozdzialu 3 (Theorem 3.1 w [13]), powolujac sie na
wczesniejszy lemat, dowodzi sie roztacznosci klas grafow Ci-redukowalnych i Cs-

redukowalnych nad L¢ dla jednoelementowych, roztgcznych zbioréow Cy, Co € PRIME.
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Twierdzenie 10. Jezeli klasa grafow P jest { H}-redukowalna nad L° dla pewnego
grafu pierwszego H, to P jest { H }-nieredukowalna nad L€ dla kazdego grafu pierw-

szego Hy, ktory nie jest izomorficzny z H.

Ponizej przytaczamy definicje niezbedna w analizie dalszej czesci rozdziatu 3 pracy
[13].

Niech C € PRIME. Klasa grafow P; jest C-nieskoniczona nad L€, jezeli istnieje
nieskonczony ciag graféow H; z C (powtérzenia sa mozliwe), ¢ € N, i nieskonczony
ciag dziedzicznych i kompozycyjnych klas grafow P;, i € N, takich ze H;[P;, =
Pit1, -+, Pi, ] jest faktoryzacja klasy graféw P; nad L°. W przeciwnym razie, P
jest C-skoriczona nad L.

Latwo zauwazy¢, ze jezeli C; C Co C PRIME, to Cs-skonczonosé danej klasy gra-
fow P nad L€ implikuje C;-skonczonos¢ klasy P nad L¢. Ponadto kazda C-skonczona
nad L¢ klasa graféw posiada nieredukowalng C-faktoryzacje nad L.

C-nieskonczonos$¢ danej klasy graféw w zaleznosci od klasy C jest analizowana w

nastepnym twierdzeniu rozdziatu 3 (Theorem 3.4 w [13]).

Twierdzenie 11. Niech H;, i € N, bedzie nieskonczonym ciggiem co najmniej dwu-
wierzchotkowych graféow pierwszych i niech P;, © € N, bedq dziedzicznymi klasami
grafow takimi ze Hy[Pi, = Piy1,..., Py, | jest faktoryzacjg P; nad L. Jezeli istnieje
nieskoriczony podcigg H,,, i € N, taki ze H,, # K, dla kaidego i, to Py jest trywialng
klasq grafow T.

Powyzsze twierdzenie i wczeSniejsze rozwazania pociggaja za soba dwa wazne
wnioski (Corollaries 3.5, 3.6 w [13]).

Whiosek 4. Jeieli Ky ¢ C C PRIME i klasa graféw P € L€ jest nietrywialna, to

P jest C-skonczona nad L.

Whiosek 5. Jeieli Ky ¢ C C PRIME i klasa graféw P € L€ jest nietrywialna, to
P posiada nieredukowalng C-faktoryzacje nad LC.

Rozdzial 3 pracy [13] koficzy dowdd technicznego lematu (Lemma 3.7) cytowanego

ponizej. Relacje: by¢ podgrafem w Z oznaczamy symbolem C.

Lemat 4. Niech P € L¢ bedzie {K,}-nieredukowalng nad L¢ klasq graféw i niech
G oraz Gy bedg dwoma spojnymi grafami, ktore sq nieporownywalne w czesciowo
uporzgdkowanym zbiorze (Z,C). Jezeli G1 U Gy € P, to istnieje spojny graf G € P,
taki ze Gy UGy C G.
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Ponadto, jezeli P € L¢ jest {Ky}-nieredukowalna i { K, }-skoriczona nad L¢, to dla
dowolnych dwdch spojnych grafow Gy i Gy spetniajgcych G UGy € P istnieje spojny
graf G € P taki, ze Gy UGy C G.

Rozdziat 4 pracy skupia sie gtdéwnie na dowodzie jednoznacznosci C-faktoryzacji w
wypadku gdy C jest jednoelementowym zbiorem zawierajacym graf pierwszy. Czesé
pierwsza tego rozdziatu dowodzi, najtrudniejszego w swietle poprzednich rezultatow,
przypadku gdy danym grafem pierwszym jest K,. Odpowiednie twierdzenie (The-
orem 4.4 w [13]) poprzedzone jest trzema lematami (Lemmas 4.1, 4.2, 4.3 w [13]),

ktore cytujemy ponizej.

Lemat 5. Jeseli P € L jest {K}-nieredukowalna i {K,}-skoriczona nad L¢, to
klasa wszystkich spojnych grafow z P jest kompozycyjna.

Lemat 6. Niech P € L bedzie {Ks}-nieredukowalna i {Ky}-skoriczona nad L.
Wowezs dla P istnieje (skonczony lub nieskoniczony) uporzqdkowany zbior generu-

jacy ztozony wytgcznie z grafow spojnych.

Lemat 7. Niech P bedzie nietrywialng klasq graféw, ktora jest { Ky }-skonczona nad
L¢ oraz dla n > 2, niech K,[Py,...,Py] bedzie nieredukowalng wlasciwg {K}-
faktoryzacjq klasy grafow P nad L°. Wowczas nie istnieje Zadna wiasciwa fakto-

ryzacja klasy P nad L€ postaci K_m[Pi, e ,73;”], gdzie m > n.

Twierdzenie 12. Kazda nietrywialna klasa graféw P € L¢ ktéra jest { Ky }-skonczona

nad L° posiada jedyng wlasciwg nieredukowalng {K,}-faktoryzacje nad L°.

Przechodzac z badania jednoznacznosci { K, }-redukowalnosci do badania jedno-
znacznosci { H }-redukowalnosei, przy zatozeniu, ze H jest grafem pierwszym, otrzy-
mujemy rezultat przytoczny ponizej (Theorem 4.6 w [13]). Odpowiednie twierdzenie

poprzedzone bedzie technicznym i jednoczesnie kluczowym lematem (Lemma 4.5 w

[13]).

Lemat 8. Niech H bedzie grafem pierwszym bez wierzchotkow dominujgcych oraz
V(H) = {v1,...,v,}, n > 4. Niech G bedzie ustalonym grafem, Py, ..., P, € L,
i niech (Vi,..., V) bedzie H[Py, ..., Pyl-podziatem grafu G* € M*(H[Pi,...,Pn]).
Niech Xy, = G*[Vy] jezeli G & Py, i niech Xy bedzie grafem z klasy Py zawierajgcym
oba grafy G*[Vi] i G jako podgrafy jezeli G € Py, i miech G = H[Xy,...,X,].
Wowezas kazdy H[Py, ... P,)-podzial grafu G jest postaci (V(Xpm)),- -, V(Xpm))
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gdzie ¢ jest automorfizmem grafu H spetniajgcym G € P,y wtedy i tylko wtedy, gdy
GeP;.

Twierdzenie 13. Niech H bedzie co najmniej 3-wierzcholkowym grafem pierw-
szym bez wierzchotkow dominugjgcych. Jezeli klasa grafow P posiada wiasciwg {H }-

faktoryzacje nad L€, to jest to jedyna taka faktoryzacja.

Rozdzial 5 pracy, zgodnie ze swym tytutem, zawiera dwa gtéwne twierdzenia (The-
orems 5.1, 5.2 w [13]). Przypomnieé¢ nalezy, ze w dowodach tych faktéw wykorzystano
wszystkie poprzednie wyniki pracy oraz rezultat udowodniony w [33, 34], ze kazda
nietrywialna klasa graféw P € L€ posiada jedyna nieredukowalna wlasciwa {K5}-

faktoryzacje nad L¢.

Twierdzenie 14. Niech C bedzie zbiorem grafow pierwszych bez wierzchotkow dominu-
jacych i niech Ky ¢ C. Kazda nietrywialna klasa grafow P € L€ posiada jedyng

wlasciwg nieredukowalng C-faktoryzacje nad Le.

Twierdzenie 15. Niech C bedzie zbiorem grafow pierwszych bez wierzchotkow dominu-
jacych. Jezeli nietrywialna klasa grafow P € L€ jest C-skonczona nad L, to posiada

jedyng wlasciwg nieredukowalng C-faktoryzacje nad L€.

Twierdzenie 11 cytowane w niniejszym opracowaniu zostalo sformutowane dla
klas graféw z L. Daje to mozliwos¢ zastosowania go nie tylko do rodziny L¢ ale row-
niez do rodziny L®. Takie rozumowanie, po wprowadzeniu definicji C-nieskonczonosci
klasy graféow nad L%, pozwala zrezygnowaé w twierdzeniu 9 z zatozenia o istnieniu
odpowiedniej faktoryzacji. Scisle méwigc istnienie C-faktoryzacji spelniajacej zato-
zenia twierdzenia, jest zagwarantowane dla C nie zawierajacego K, i implikowane w
przeciwnym przypadku przez zatozenie C-skonczonoéci nad L¢ faktoryzowanej klasy

graféw.

2.3. Rodziny graféw zabronionych klas graféw {K,}-redukowalnych nad
Le. Jak wspominaliémy wezeéniej, dla danej klasy graféw, pojecia Ko-redukowalnosci
nad L i V-redukowalnosci w (L%, C) pokrywaja sie (niewatpliwie warunkiem koniecz-
nym dla takiej tozsamosci jest addytywnosé). Poniewaz K, € PRIME, to uwaga
poczyniona przed twierdzeniem 9 implikuje, ze wyniki kolejnej pracy [21] jednotema-
tycznego cyklu, sformutowane w jezyku supreméw w kracie (L%, C), stanowia wktad
w badania dotyczace C-redukowalnosci klas grafow. Doktadniej, jest to szczegdlny
przypadek C = {K,}.



AUTOREFERAT 17

W dalszej czedci rozwazan przyjmujemy oznaczenia: P = Z \ P, oraz dla danych
P1, Py € L™
Ap,up, = {G EF(PLVP,) : G € (F(P)NPy) U(F(P) NP1},

Bp,vp, = {G € F(P1VPsy)\ Ap,vp, : dla kazdej krawedzi e € E(G), G—e € PyUPy},
Cp,vp, = {G € F(P1 V Py): istnieje krawedz e € E(G), taka ze G — e € P; NPy},

Jest jasne, ze (Ap,vp,, Bpyvp,, Cpvp,) jest podzialem rodziny F(P; V P,) dla
danych Py, Py € L.

Niech Givy MR v9(Gy oznacza graf otrzymany z roztacznych graféw G, G przez
polaczenie ustalonego wierzchotka v, grafu GGy i ustalonego wierzchotka vy grafu Gs
droga k-krawedziowa (dtugosci k). Jezeli wybér wierzchotkéw vy, v9 nie ma znaczenia
to uzywamy symboliki Gy FLEN Go.

Pierwszy rezultat omawianej pracy (Lemma 2 w [21]) pokazuje jak, przy odpo-

wiednich zalozeniach, zbudowane sa grafy rodziny Cp,\p,.

Lemat 9. Niech Py, Py € L* bedg dwoma nieporéwnywalnymi w (L% C) klasami
grafow. Wowczas kazdy graf G € Cp,yp, jest postaci G4 SLEN Go, gdzie Gy € F(Py)N
Py oraz Gy € F(Py) NPy.

W nastepnym lemacie pracy (Lemma 3 w [21]) badana jest skoniczono$é rodziny

Bp,vp, W zaleznosci od skonczonosci rodzin graféw zabronionych dla Py i Ps.

Lemat 10. Niech Py, Py € L* bedg dwoma nieporéwnywalnymi w (L%, C) klasami
grafow. Jezeli F(Py)UF (Py) jest zbiorem skonczonym, to Bp,yp, jest réwniez zbiorem

skonczonym.

Kolejne twierdzenie (Theorem 4 w [21]) znajduje warunek wystarczajacy dla nie-
skonczonosci rodziny graféw zabronionych supremum dwdch nieporéwnywalnych w
(L%, C) klas graféow.

Twierdzenie 16. Niech P, Py € L* bedg dwoma nieporéwnywalnymi w (L%, C)
klasami grafow i niech dla kazdego grafu G € F(P1) UF(Ps) zachodzi §(G) > 2.
Wowczas F(Py V Pq) jest rodzing nieskonczong.

Ostatni sposrdod faktéw udowodnionych w analizowanej pracy (Theorem 5 w [21])
pokazuje zaleznos$c¢ skonczonosci rodziny graféw zabronionych dla supremum w (L%, )
od relacji miedzy co najmniej jedng z klas graféw dla ktorej wyznaczane jest supre-
mum i klasa Oy. Nalezy wspomnieé, ze O, = {G € 7 : kazda sktadowa spdjnosci

grafu G zawiera co najwyzej k + 1 wierzchotkéw}.
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Twierdzenie 17. Niech P1,Py € L® bedg dwoma nieporéwnywalnymi w (L%, C)
klasami grafow. Jezeli istnieje liczba naturalna k, taka ze P1 C Ok, to F(P1 V Pso)
jest rodzing skoriczong wtedy i tylko wtedy, gdy F(Ps) jest rodzing skoticzong.

2.4. Rodziny graféw zabronionych klas graféw H-faktoryzowalnych nad L.
Niech H bedzie dowolnym, co najmniej dwuwierzchotkowym, grafem. Nieskonczo-
no$¢ rodzin graféw zabronionych dla H-faktoryzowalnych klas graféw jest przed-
miotem badani kolejnej pracy [22], wchodzacej w sklad jednotematycznego cyklu.
Przypomnijmy, ze jezeli klasa graféw P jest H-faktoryzowalna nad L* dla pewnego
ustalonego grafu H to jest tez C-faktoryzowalna nad L dla zbioru C € PRIME
zawierajacego co najmniej jeden graf pierwszy, uzyty jako pierwszy w jednoznacznej
dekompozycji grafu H ze wzgledu na uogdlniony produkt leksykograficzny (patrz
twierdzenie 7). Z drugiej strony jezeli C zawiera nawet wszystkie grafy pierwsze, z
ktorych zgodnie z twierdzeniem 7 jednoznacznie wyprodukowano H, to C-faktoryzo-
walno$¢ klasy graféw P nad L* nie gwarantuje H-faktoryzowalnosci P nad L¢. Sy-
tuacja staje sie bardziej klarowna dla jednoelementowych zbioréw C C PRIME.
W szczegdlnoéci { K, }-faktoryzowalnoéé klasy graféow P nad L® jest rownowazna
K,-faktoryzowalnoéci nad Le. Fakt, ze Ks-redukowalno$¢é nad L¢ implikuje Ko-
faktoryzowalno$é¢ nad L* pozwoli nam w tej czedci opracowania skorzystacé z wynikow
pracy [21].

Rozdzial 2 pracy [22] calkowicie rozstrzyga problem skoriczonosci rodzin graféw
zabronionych klas graféw H-faktoryzowalnych nad L%, dla graféw H bez wierzchot-
kéw izolowanych. W dowodzie i tresci odpowiedniego rezultatu (Theorem 3 w [22])
odwolujemy sie do pojecia cyklicznego bloku grafu czyli bloku grafu réznego od
Ky. W pracy [3] udowodniono to twierdzenie w przypadku H = K,, n > 2. Po
analizie metody dowodu zastosowanej w [3] okazalo sie, ze rozumowanie to mozna

wykorzysta¢ rowniez w ogélnym przypadku.

Twierdzenie 18. Niech H bedzie grafem bez wierzchotkow izolowanych i niech P
bedzie H-faktoryzowalng nad L* nietrywialng klasq grafow. Wowczas zbior wszystkich
cyklicznych blokéw grafow z rodziny ¥ (P), jest nieskonczony i stad F(P) jest rodzing

nieskonczong.

W nastepnym twierdzeniu pracy (Theorem 7 w [22]) podany zostal warunek do-
stateczny dla nieskonczonosci rodziny graféw zabronionych w przypadku klasy gra-

fow H-faktoryzowalnej nad L* gdy H posiada wierzcholtki izolowane. Rezultat ten
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poprzedzono dwoma nowymi lematami (Lemmas 4, 5 w [22]) i twierdzeniem 16 z
niniejszego opracowania. Zauwazmy, ze H-faktoryzacja, ktorej istnienie zakltadamy
w tym twierdzeniu musi by¢ wtasciwa w przeciwienstwie do faktoryzacji, ktorej ist-

nienie zatozyliSmy w twierdzeniu 18.

Lemat 11. Niech K,[Py,...,P.], n € N, bedzie faktoryzacjq klasy graféw P nad
L*. Jezeli dla kazdego F € F(Py)U---UF(P,) spetniony jest warunek §(F) > 2 to
dla kazdego F* € F(P) zachodzi §(F*) > 2.

Lemat 12. Niech H bedzie co nagmniej dwuwierzchotkowym spojnym grafem i niech
P bedzie klasg grafow, ktora jest H-faktoryzowalna nad L®. Wowczas dla dowolnego
F € F(P) spelniony jest warunek 6(F) > 2.

Twierdzenie 19. Niech H = ({v1,...,v,}, E) bedzie grafem, n > 2, i niech
H[P1,...,Pn] bedzie wlasciwg H-faktoryzacje klasy grafow P nad L* spelniajgcq
warunek, ze dla kazdego i € [n] dla ktorego degp(v;) = 0 i dowolnego F € F(P;)

zachodzi 0(F') > 2. Wowczas rodzina F(P) jest nieskonczona.

Podsumowujac prezentowane przed chwilg rezultaty zauwazmy, ze jezeli klasa gra-
fow P jest H-redukowalna nad L®, dla dowolnego, co najmniej dwuwierzchotkowego
grafu H, to w wielu przypadkach otrzymujemy nieskonczonosé rodziny grafow za-
bronionych dla P. W nierozstrzygnietym przypadku P musi by¢ klasg grafow Ko-
redukowalng nad L* (P jest supremum dwéch nieporéwnywalnych w (L%, C) klas
graféw Py, Ps). Ponadto co najmniej jedna sposrdd tych klas, powiedzmy Py, jest
nieredukowalna nad L® i istnieje F' € F(P;) spelniajacy 6(F) = 1. Twierdzenia
otrzymane w rozdziale 3 pracy [22] nawiazuja do tej otwartej tematyki.

Nieoczekiwanie, badania w wyzej wspomnianym zakresie, maja zwigzek ze znanym
parametrem, rankingiem grafu. Z definicjami i faktami wykorzystanymi w pracy [22]
z zakresu tej tematyki mozna zapoznaé sie¢ w [41, 45, 48]. Niech By oznacza zbiér
wszystkich graféw, ktorych rdzen, zdefiniowany w [48] (definicje powielono w [22]),
ma liczbe rankingowa nie wieksza niz k. Niech ponadto dla i € {1,2}, graf G; bedzie
droga dtugosci dwa i v; jego wierzchotkiem stopnia dwa. Przez H,, oznaczamy graf
Gy —= 1v5Go.

Pierwszy nowy fakt (Corollary 11 w [22]) odnotowany w rozdziale 3 pracy jest

bezposrednim wnioskiem z twierdzenia dowiedzionego w [48].

Whniosek 6. Niech G bedzie zbiorem grafow takim, ze G nie zawiera sie w By dla

zadnego naturalnego k. Niech ponadto P bedzie klasq grafow generowang przez G.
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Wowczas P zawiera nieskoriczong rodzine cykli {C,, : 1 € N} lub nieskoriczong
rodzine grafow {H,, : i € N}.

Bazujac na twierdzeniu o dobrym quasi-uporzadkowaniu zbioru (By, C) [48] po-
dane zostalo nastepujace twierdzenie (Theorem 13 w [22]) charakteryzujace klasy

grafow z L majace nieskonczone rodziny graféw zabronionych.

Twierdzenie 20. Niech P € L. Rodzina F(P) jest nieskoriczona wtedy i tylko wtedy
gdy grafy z F(P) zawierajq jako podgrafy nieskoriczong rodzing {Cy, : i € N} lub
nieskonczong rodzing {H,, : i € N}.

Powyzszy rezultat, interesujacy w swym ogdlnym sformutowaniu, okazuje sie mie¢
zastosowanie w dowodzie ponizszego lematu (Lemma 14 w [22]), ktéry z kolei wspiera
dowdd pierwszego z twierdzen odnoszacego sie do nierozstrzygnietych przypadkow

problemu rozwazanego w poprzednim rozdziale omawianej pracy.

Lemat 13. Niech P € L i niech dla pewnego naturalnego k, droga k-wierzchotkowa

bedzie grafem zabronionym dla P. Wéwczs rodzina F(P) jest skonczona.

Twierdzenie 21. Niech Py, Py bedg dwoma nieporownywalnymi w (L% C) klasami
grafow. Jezeli dla pewnego naturalnego k, droga k-wierzcholkowa jest grafem za-
bronionym dla Py to rodzina F(Ky[Py, Ps]) jest skoriczona wtedy i tylko wtedy gdy

rodzina F(Ps) jest skonczona.

Warto dodaé, ze twierdzenie 21 uogdlnia twierdzenie 17. Jest tak poniewaz F(Oy)
zawiera droge k + 2 wierzchotkowa.

Niestety, problemu charakterystyki klas grafow H-faktoryzowalnych nad L i posia-
dajacych skonczone rodziny graféw zabronionych nie udato sie w catosci rozwigzac.
Ostatnie twierdzenie omawianej pracy (Theorem 16 w [22]) pokazuje tylko warunki,
ktére muszg spetniaé¢ klasy grafow stanowigce, w tym zakresie, nierozstrzygniete

przypadki.

Twierdzenie 22. Niech Py, Py bedg dwoma nieporéwnywalnymi w (L%, C) klasami
graféw i niech rodziny F(Py), F(Py) bedg nieskoriczone. Jezeli rodzina F(Ky[Py, Ps))
jest skoticzona, to istniejq grafy F** € F(Ks[P1, Pa]) NF(P:) oraz Fy € F(P;), takie
Ze 0(F**) = 0(Fy) =1, gdzie i,j sq réznymi indeksami.
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2.5. Generowanie klas graféw wzgledem zbioréw graféw pierwszych. Niech
dany bedzie dowolny graf GG. Oznaczmy prze Z(G) zbiér wszystkich graféw H €
PRIME, ktore sa grafami bazowymi w jednoznacznej dekompozycji grafu G ze
wzgledu na uogdlniony produkt leksykograficzny, ktora gwarantuje twierdzenie 7.
Oznaczmy ponadto przez Z*(G) zbiér wszystkich indukowanych podgraféw graféw
z Z(Q), nalezacych do PRIME. W ostatniej, z jednotematycznego cyklu publikacji
[25], eksploatujemy relacje cze$ciowego porzadku ”<” byé podgrafem indukowa-
nym w klasie Z. Fakt ten zasadniczo r6zni analizowana prace od poprzednich, gdzie
skupialismy sie na porzadku ”C” by¢ podgrafem w Z.

Pierwsza, niezwykle uzyteczna w dowodach dalszych twierdzen, obserwacja anali-

zowanej pracy jest nastepujacy lemat (Lemma 1 w [25]).

Lemat 14. Niech G, G' € T i niech G' € PRIME. Wowczas G' < G wtedy i tylko
wtedy gdy G' € Z*(Q).

Dla C' € PRIME i ciggu nieetykietowanych graféw G, ..., Gy (), ktére moga
by¢ izomorficzne, oznaczmy przez (G, . .., Gy (cy|) zbiér wszystkich uogélnionych
produktow leksykograficznych C[G1,. .., Gy ()] generowanych po wszystkich moz-
liwych uporzadkowaniach zbioru V(C). Przez [(B,C) rozumiemy klase wszystkich
graféw, ktore mozemy otrzymac z graféw z B stosujac rekurencyjnie operacje ¢ z
zatozeniem, ze C' € C. W szczegblnym przypadku, jezeli B = {K;} i C C PRIME
to I(B,C) jest rodzina wszystkich C-graféw.

Klasy graféw definiowane rekurencyjnie sa od dawna znane w literaturze [1, 5, 29,
40]. Zainteresowanie takimi klasami wynika gléwnie ze wzgledéw algorytmicznych.
Efektywnosé algorytmow dla probleméw zawezonych do klas graféw definiowalnych
rekurencyjnie zalezy od efektywnosci rozwigzania tego problemu na grafach podsta-
wowych i efektywnosci wigzania tych rozwigzan w rozwigzanie catosciowe. Definicja
rekurencyjna klasy graféw nie zapewnia jej dziedzicznosci a nawet jej indukowanej
dziedzicznosci. W pierwszym rozdziale pracy [25] podano warunek wystarczajacy
dla faktu I(B,C) € L<. Co wigcej klasy spetniajace ten warunek scharakteryzowano
rodzina C(P).

Zbior A C PRIME jest nazywany pierwszo-indukowanie dziedzicznym jezeli G €
A implikuje Z*(G) C A. Niestety warunek, ze B, C sa zbiorami graféw pierwszych,
pierwszo-indukowanie dziedzicznych nie pociaga za soba faktu I(B,C) € L< (patrz
przyktad w [25]). Ponizsze twierdzenie (Theorem 2 w [25]), poprzedzone lematem

(Lemma 2 w [25]) podaje warunek wystarczajacy dla tego stwierdzenia.
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Lemat 15. Niech B,C bedg zbiorami grafow pierwszych, ktore sq pierwszo-induko-
wanie dziedziczne. Niech ponadto Ky € B\ C oraz {Ky, Ky} C C. Wéwczas F €
PRIME N I(B,C) wtedy i tylko wtedy gdy F € BUC.

Niech B, C beda zbiorami graféw, ktore sg pierwszo-indukowanie dziedziczne. Przez
Dgc oznaczamy klase grafow g, (pe(Kz, Ki, ..., K1) Upa(Ky, Ky, ..., K1), gdzie
suma jest wzieta po wszystkich grafach G, ktore sa elementami minimalnymi w

czesciowo uporzadkowanym zbiorze (B\ (C U {K;}), <).

Twierdzenie 23. Niech B,C bedg zbiorami grafow pierwszych, ktore sq pierwszo-
indukowanie dziedziczne, K, € B\C i niech { Ky, Ko} C C. Jezeli warunki H € Dg
oraz H € B pociggajg za sobg warunek H £ H, to 1(B,C) € L.

Twierdzenie 24. Niech B,C bedg zbiorami grafow pierwszych, ktore sq pierwszo-
indukowanie dziedziczne. Niech ponadto Ky € B\ C oraz {Ks, Ko} C C. Jezeli wa-
runki H € Dge oraz H € B pociggajq za sobg warunek H « H, to C(I(B,C)) =
DpcUminc (D U (PRIME \ (BUC))).

W dalszej czesci rozdziatu 2 pracy podano w twierdzeniach 25, 26 (Theorems 4, 5, 6
w [25]) i w tabeli wiele przyktadéw zastowania twierdzenia 24. Wszystkie te rezultaty
cytujemy ponizej wraz z niezbedna w ich zrozumieniu lista graféw (Rysunek 1).

Kazdy z wierszy tabeli odpowiada twierdzeniu wskazujacemu dla danych B i C
rodzine C(I(B,C)).

B c C(I(B,C)) ={Q; i€ J}

{K1, Ky, Ky, Py} {Ky, Ky} | J=1{1,2,3,4,16,17,18,19}
{Ki, Ky, K3, Py, Ps} | {Ka, Ko} | J=1{1,2,3,7,16,17,18,19,21}
{K1, Ky, K3, Py,C5} | {Ko, Ko} | J=1{1,3,4,16,17,18,19}
{K1, Ko, Ko, Py,Cs} | {Ka, Ko, Py} | J ={1,3,4,5,6,14,15}

{Ky,Ko9,Ks, Py, Ps} | {K2, Ko, Py} | J=1{1,2,3,5,6,7,8,9,10,11, 12,13, 20, 21, 22}
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Twierdzenie 25. Niech G* € PRIME bedzie grafem co najmniej 4-wierzcholkowym,
M = pg(Kay, Ky, ..., K1) U g (K, Ky,...,K,) oraz niech P € L. Wéwczas
C(P) = M wtedy i tylko wtedy gdy P = I(B,C), gdzie B = {G € PRIME :

dla kazdego G' € M zachodzi G' £ G}y U{K,} orazC = {G € PRIME : G* £ G}.

Twierdzenie 26. Niech P € L.. C(P) C PRIME wtedy i tylko wtedy gdy ist-
nieje zbior C C PRIME, ktory jest pierwszo-indukowanie dziedziczny taki ze P =

Rozdzial 4 pracy [25] poswigcony jest rodzinie L% klas graféw, ktore sa induko-
wanie dziedziczne i zamkniete ze wzgledu na uogodlniony produkt leksykograficzny.

W [38] Giakoumakis rozwazal dla danej klasy graféw P € L< jej domkniecie
P* ze wzgledu na uogdlniony produkt leksykograficzny. Przy zadanym P € L.,
dla jednoznacznie wyznaczonej klasy graféw P*, autor opisal na bazie rodziny C(P)
rodzing C(P*). Wyniki tej pracy pozwalaja sformutowaé uwage, ze o ile klasa grafow
P € L< to warunek P € L jest rownowazny warunkowi C(P) C PRIME. Fakt
ten i twierdzenie 26 implikuja nastepujacy wniosek (Corollary 1 w [25]).

Whiosek 7. P € LY wtedy i tylko wtedy gdy P = I({K1},C) dla pewnego pierwszo-
mdukowanie dziedzicznego zbioru C C PRIME.

Wiynika stad, ze jezeli klasa gratéw P € L< ma cho¢by jeden graf zabroniony, ktory
nie jest pierwszy, to nie jest klasa typu I({K;},C) dla zadnego C C PRIME. Sta-
nowi to motywacje do poszukiwan maksymalnych, ze wzgledu na inkluzje, podklas
klasy P, ktore posiadaja taki opis. W odréznieniu od minimalnej nadklasy maksy-
malna podklasa z L% klasy P € L< moze nie by¢ jedyng (przyktad w [25]). Aby
sformutowaé rezultaty z zakresu tej tematyki (Lemma 5, Theorem 7 w [25]) musimy
przypomnie¢ dwie definicje i skorzystaé z faktu udowodnionego w [11], wskazujacego
relacje miedzy rodzinami minimalnych indukowanych graféw zabronionych dla klas
graféw, z ktorych jedna zawiera sie w drugie;j.

Niech P bedzie rodzing klas grafow. Klasa graféw 7 jest nazywana transwersalg
(odpowiednio, nieporéwnywalng transwersalg) rodziny P, jezeli dla kazdego P € P
zachodzi T NP # 0 (odpowiednio, 7 NP # () oraz T jest antylancuchem w (Z, <)).

Lemat 16. Niech P € L<. Klasa grafow Q € L% spetnia warunek Q C P wtedy
i tylko wtedy gdy C(Q) jest nieporéwnywalng transwersalg rodziny {Z*(F) : F €
C(P)}.



AUTOREFERAT 25

Niech K, M beda dwoma antytancuchami w czesciowo uporzagdkowanym zbiorze
(Z, <). Powiemy, ze KpM, jezeli dla kazdego F € M istnieje F' € K taki, ze F' < F.
Latwo zauwazy¢, ze p jest czesciowym porzadkiem w klasie wszystkich antytancu-
chéow w (Z,<), co wraz z wczesniej przytoczonymi faktami pozwala sformutowaé

ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 27. Niech P € L< oraz niech Tp bedzie klasq wszystkich nieporowny-
walnych transwersal rodziny {Z*(F) : F € C(P)}. Klasa grafow Q jest maksymal-
nym w sensie relacji < elementem z LZ, ktory jest zawarty w P wtedy i tylko wiedy,

gdy C(P) jest maksymalnym elementem w (Tp, p).

W rozdziale 5 pracy umieszczono krétki komentarz na temat zwigzkéw prezentowa-
nych wcze$niej wynikéw ze znanym niezmiennikiem grafowym, szerokoscia klikowa.
Pojecie szerokosci klikowej cwd(G) danego grafu G jest definiowane w [17] jako naj-
mniejsza mozliwa liczba etykiet potrzebna do skonstruowania grafu G przez uzycie

czterech operacji:

e kreowanie nowego wierzchotka v z etykietg 4,

e branie roztacznej sumy dwoch zaetykietowanych graféw,

e wykonanie operacji ztaczenia na podgrafach indukowanych przez wierzchotki
z etykieta i oraz wierzchotki z etykieta j,

e przemianowanie etykiety 7 na j.

Jest rzecza znana, ze wiele algorytméw grafowych dziata efektywnie na grafach z
ograniczong szeroko$cig klikows. Fakt ten przestaje dziwi¢ w kontekscie spostrzezen
prezentowanych ponizej.

W 2000 Courcelle i Olariu [18] opublikowali rezultat, ktéry stwierdzat ze dla kaz-
dego grafu G, cwd(G) = max{cwd(H) : H < G oraz H € PRIME}. Stad le-
mat 14 pozwala wyciagna¢ wniosek, ze cwd(G) = max{cwd(H) : H € Z*(G)}.
W Swietle tego faktu, jezeli dla ustalonego & € N zdefiniujemy CW Dy, jako klase
{G €Z: cwd(G) <k}, to definicja klasy I({K;},C) i twierdzenie 26 implikuja, ze
jezeli k € N, to

(1) CWDy = I1({K:},C), gdzie C = {G € PRIME : cwd(G) < k}, oraz
(2) C(CW D) € PRIME.

Nastepny rozdzial pracy pokazuje, ze klasy C-graféw definiowane dla zbiorow C C
PRIME daja si¢ opisa¢ w jezyku struktur algebraicznych (Theorems 8, 9 w [25]).
Niech C* = {I({K;1},C) : C C PRIME}.
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Twierdzenie 28. (C*, C) jest algebrg Boole’a.
Twierdzenie 29. (L%, C) jest podkratg rozdzielng kraty (C*, C).
Ostatni rezultat pracy [25] jest bezposrednim wnioskiem z twierdzen 1, 28, 29.

Whniosek 8. Niech Py, ..., P, bedg V-nieredukowalnymi w (L%, C) (odpowiednio w
(C*,Q)) klasami graféw. Jezeli \|;_, Pi = P, przy czym Zaden element P; nie moze
by¢ pominiety w tej reprezentacyi, to jest to jedyna reprezentacja klasy grafow P jako
supremum skoriczonej liczby V-nieredukowalnych klas graféw w (L%, C) (odpowiednio

w (C*, Q)), w ktorej Zadna klasa nie moze byé pominieta.

Warto zauwazy¢, ze otrzymana w powyzszym wniosku jednoznacznosé faktoryzacji

klasy graféw nie ma zwiazku z podziatami zbioru wierzcholkow graféw z tych klas.

3. PODSUMOWANIE

Wierzchotkowe podzialy graféw speliajace ustalone zatozenia stanowia jedng z
fundamentalnych koncepcji teorii grafow. Bardzo czesto analizuje sie je jako zagad-
nienie rozpoznawania klasy graféw wierzchotkowo kolorowalnych wzgledem pewnych
regut. W jednotematycznym cyklu publikacji prezentowanym w poprzednim roz-
dziale niniejszego opracowania rozwigzane zostaty pewne problemy opisu takich klas
w aspektach jednoznacznosci regut kolorowania i oceny licznosci rodziny grafow za-

bronionych. Najwazniejszymi otrzymanymi rezultatami z tego zakresu sa:

e twierdzenia 8, 9, 14, 15 o jednoznacznosci faktoryzacji (regut kolorowania),
e twierdzenia 18, 19, 21 o nieskonczonosci rodzin grafow zabronionych.
Wyniki te uogélniaja rezultaty z [3, 4, 52, 58, 34]. Badania podobnego typu,
szczegdtowo opisane we wstepie autoreferatu, mozna ponadto znalezé w [33, 35, 57,
72]. Pamietajmy, ze grafy zabronione lub indukowane grafy zabronione dla {K5}-
faktoryzowalnych klas graféw (szczegdlny przypadek { H }-faktoryzowalnych klas gra-
féw) sa réowniez znane jako wierzchotkowe grafy Ramseya. Ich badanie zwigzane
jest z analiza dwuhipergraféw dwudzielnych [73] i czesciowo z analiza hipergraféw

Bernsteina.

Teoria graféw, jak kazda inna dziedzina matematyki, dazy do prostoty opisu bada-

nych obiektow. W tym kontekscie grafy niedekomponowalne ze wzgledu na ustalone
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reguty dekompozycji stanowia wazny obiekt badan. Wérod nich, gtéwnie ze wzgledu
na aspekt algorytmiczny, wyroznione zostaty grafy niedekomponowalne ze wzgledu
na uogo6lniony produkt leksykograficzny. O znaczeniu tych graféow $wiadczy fakt, ze
uzyskaty miano graféw pierwszych przez analogie do liczb pierwszych, ktorych wagi
w teorii liczb nie jesteSmy w stanie przecenic.

W niniejszym opracowaniu uzyto, w cytowanych juz twierdzeniach 9, 14, 15, po-
jecia grafu pierwszego w opisie jednoznacznosci faktoryzacji odpowiadajacej wierz-
chotkowym podziatom grafow.

Waznymi rezultatami jednotematycznego cyklu publikacji, wykorzystujacymi po-
jecie grafu pierwszego do opisu jednoznacznosci faktoryzacji klas grafow kreowanej
przez kraty dystrybutywne, sa:

e twierdzenia 28, 29 i wniosek 8.

Grafy pierwsze zastosowano réwniez w celu rekurencyjnego generowania indukowa-
nie dziedzicznych klas graféw a nastepnie wyodrebniono ich rodziny indukowanych

grafow zabronionych. W tym zakresie najwazniejsze uzyskane wyniki to:
e twierdzenia 23, 24.

Rekurencyjne definicje szczegélnych klas graféw sa narzedziem od dawna stosowa-
nym w, zwlaszcza algorytmicznej czesci, teorii grafow. Wykorzystano je na przyktad
do opisu co-grafow, k-drzew, grafow szeregowo réwnolegltych, graféw Halina, dwu-
dzielnych kubicznych [53, 16, 1, 5. Jezeli tego typu klasa graféw jest dodatkowo
indukowanie dziedziczna, to czesto rezultatem dotyczacym takiej klasy jest jej cha-
rakterystyka przez rodzine indukowanych graféw zabronionych [12]. Kazdy wiersz

prezentowanej w poprzednim rozdziale tabeli jest wynikiem tego typu.

Warto podkresli¢ znaczenie twierdzen 7, 20, 26, 27 mimo, ze otrzymano je jako

bezposrednie wnioski z wczesniej znanych rezultatow.
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(5) Omowienie pozostalych osiagnie¢ naukowo-badawczych.

4. GRAFY ZABRONIONE KLAS GRAFOW {K3}-REDUKOWALNYCH NAD L¢

Przypomnijmy prace [3], w ktérej udowodniono, ze nietrywialna, { K }-redukowalna

nad L* klasa grafow, posiada zawsze nieskoniczenie wiele graféw zabronionych. Do-
wod tego faktu, podobnie jak dowdd jego uogdlnienia, twierdzenia 18, jest niekon-
strukcyjny. Wedle mojej wiedzy w tym zakresie, nie jest znany zaden konstrukcyjny
dowdd wymienionych wyzej twierdzen. Stanowi to motywacje do wszelkiego rodzaju
konstrukcji nieskonczonych rodzin graféw zabronionych dla klas graféw, ktore sa
{K3}-redukowalne nad L*. Jednym z wazniejszych rezultatéw tego typu jest kon-
strukcja koniunkcji dwoch graféw zaproponowana przez Hajosa w [40].
Niech O oznacza klase grafow bezkrawedziowych oraz niech dla dowolnego natural-
nego n, symbol P" oznacza K,[P,...,P|. Hajos pokazal, ze jezeli G1, Gy € F(O™)
to kazda koniunkcja grafow G, Gy jest réowniez w zbiorze F(O™). W pracy [29]
(wspotautorzy: M. Hatuszczak i P. Mihék) dowiedziono, ze uogdlniona koniunkcja
grafow z F(K,[Py,...,Py]) jest grafem zabronionym dla K, [P, ..., P,] przy zalo-
zeniu, ze klasy grafow Py,...,P, € L% sa 2-spéjne, r-cykliczne oraz istnieje graf
G € F(P1U---UP,). Ostatnie zalozenie, w szczegdlnosci, wymusza nietrywialnosé
klasy grafow K,[Pi,...,P,]. Szczegdlny przypadek uogdlnionej koniunkeji zastoso-
wano w tej samej pracy [29] do znalezienia nieskonczonych rodzin graféw zabronio-
nych dla 0?1 K,,[D,,, . .., D,,]. Przypomnijmy, ze O}, oznacza klase graféw, z ktérych
kazdy ma sktadowe spojnosci rzedu nie wiekszego niz k + 1. Dodajmy takze, ze Dy,
oznacza klase graféw k-zdegenerowanych. Wyraznie nalezy podkresli¢, ze zadna z
klas Oy, Dy nie jest 2-spojna.

W pracy [6] (wspétautorzy: M. Borowiecka-Olszewska i P. Mihdk) zastosowano
konstrukcje Hajosa do grafow z F(O7), dowodzac ze otrzymany graf nalezy do ro-
dziny F(O7) o ile spelnione sa pewne dodatkowe zatozenia. Gloéwne twierdzenie tej
pracy charakteryzuje wszystkie grafy zabronione dla klasy graféw OF, bedace ztacze-
niem pewnego grafu H iniespdjnego grafu G. Charakterystyka ta otrzymana zostata
w jezyku graféw zabronionych dla klas OF i On=F—1,

Istnieje hipoteza, ze nieskonczono$¢ rodzin graféw zabronionych dla { K5 }-reduko-
walnych nad L%, nietrywialnych klas graféw przenosi sie na rodziny indukowanych
graféw zabronionych klas grafow { K }-redukowalnych nad L%. Wiadomo réwniez, ze

istnieja klasy graféw {Ks}-redukowalne nad L lub nad L<, ktérych rodziny grafow
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zabronionych sg skonczone. Prostym przyktadem ilustrujacym ten fakt jest klasa
split graféw O o I (K oznacza klase graféw pelnych), dla ktérej rodzina indukowa-
nych graféw zabronionych jest postaci {C5, Cy, 2K5} [36]. W [72] 1. Zverovich znalazt
warunki wystarczajace dla skonczonosci rodziny indukowanych graféw zabronionych,
klasy graféw, ktora jest { Ky }-redukowalna nad L<. Do opisu swoich wnioskéw uzyt
liczby niezaleznosci a(G) grafu G i liczby klikowej w(G) grafu G. Klasa grafow P jest
a-ograniczona (odpowiednio, w-ograniczona), jezeli istnieje stata ¢ taka, ze a(G) < ¢
(odpowiednio, w(G) < ¢) dla kazdego grafu G € P.

Zverovich pokazal, ze jezeli Py, P, € L< oraz P; jest a-ograniczna i Ps jest w-
ograniczona, to skonczono$é¢ rodzin indukowanych graféw zabronionych dla obu klas
P, Py implikuje skoniczons¢ rodziny indukowanych graféw zabronionych dla K3 [Py, Ps].

W tej samej pracy [72] postawiono przypuszczenie prezentowane ponizej.

Hipoteza 1. Niech Py, P, € L<. Klasa grafow Ky Py, Ps| posiada skoticzong rodzine
indukowanych grafow zabronionych wtedy @ tylko wtedy, gdy

(1) P1 jest a-ograniczona, Py jest w-ograniczona i obie majq skonczone rodziny
indukowanych grafow zabronionych, lub

(2) Py jest skoriczona i C(Pz) jest skoriczona.

W pracy [23] (przygotowanej do druku) pokazano, ze hipoteza 1 jest prawdziwa w
rodzinie klas grafow P, ktore sg Ko-faktoryzowalne nad LZ. Co ciekawe, takie klasy
zawsze sg elementami rodziny L< \ L%. Ponadto opisano konstrukcyjnie, zgodnie z
twierdzeniem 7, wszystkie grafy zabronione dla P, ktore sa silnie dekomponowalne

w sensie uogoélnionego produktu leksykograficznego.

5. ACYKLICZNE K1 ,[O,...,O]-PODZIALY W GRAFACH DWUDZIELNYCH

Niech K, oznacza gwiazde rzedu n+1. Jest jasne, ze dla kazdego grafu dwudziel-
nego G istnieje liczba naturalna n taka, ze G posiada K1 ,[0, ..., O]-podzial. Stwier-
dzenie to pozostaje prawdziwe nawet wowczas gdy zazadamy aby przy zatozeniu, ze
V(K1) ={v1,..., 0041} 2 v; bedacym centrum gwiazdy, znaleziony K ,]O, ..., O]
podzial (V1,...V,,1) spelnial warunek: dla dowolnego i € {2,...,n+ 1} graf G[V; U
Vi] jest acykliczny. Najmniejsza liczbe n dla ktorej, w dwudzielnym grafie G, opi-
sany wyzej podziat ze wskazanym ograniczeniem istnieje, nazywamy gwiezdng liczba

acykliczng grafu G i oznaczamy x(sp,)(G).
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W pracy [9] (wspoétautor: M. Borowiecki) podane zostaly ograniczenia dla liczby
X(s,p1)(G) dowolnego dwudzielnego grafu G. Badano te liczbe dla produktu kar-
tezjanskiego dwoch graféw dwudzielnych, co pozwolito ustali¢ doktadne wartosci
lub ograniczenia tego parametru dla hiperkostek, cylindréow, uogélnionych siatek.
Uzyskane, w tym zakresie, wyniki zastosowano do wskazania nowych ograniczen dla
liczby decyklizujacej wielu klas grafow. Przedmiotem badan pracy [9] byla tez ztozo-
nosé¢ obliczeniowa problemu istnienia acyklicznego K ,[O, ..., O]-podziatu grafu G
dla zadanego dwudzielnego grafu G i parametru n. Pokazano, ze jest to problem N P-
zupelny dajac motywacje do badan tego typu. Ostatni wynik doskonale wpisuje sie
w rezultaty o wielomianowosci problemu istnienia H|[O, ..., O]-podziatu dla danego
grafu G wtedy i tylko wtedy gdy H jest dwudzielny [43], oraz N P-zupetosci pro-
blemu istnienia K,[O, ..., O]-podzialu z ograniczeniem o acyklicznosci grafu indu-

kowanego przez kazde dwie czesci tego podziatu, otrzymanego w [49].

6. WIERZCHOLKOWE PODZIALY W HIPERGRAFACH

Majac na uwadze, ze pojecia wierzchotkowy podzial grafu (odpowiednio hiper-
grafu) i kolorowanie grafu (odpowiednio hipergrafu) sa tozsame, oraz ze kolorowanie
jest stowem czesciej uzywanym w odnosnej literaturze, przytoczymy ponizej wyniki
na temat wierzchotkowych podzialéw w hipergrafach w jezyku kolorowan. Bedzie to

jednoczesnie terminiologia uzywana w cytowanych pracach.

6.1. Podzialy kosztowe w hipergrafach. W roku 1989, zainicjowana zastosowa-
niami, pojawita sie pierwsza praca [51] na temat kolorowan graféw kosztami. Rozwa-
zano w niej wlasciwe kolorowania, czyli funkcje przyporzadkowujace wierzchotkom
grafu koszty, czerpane z ustalonego skonczonego podzbioru zbioru N, tak aby obraz
kazdej krawedzi byt co najmniej dwuelementowy. Wsréd takich kolorowan szukano
tych, dla ktérych suma uzytych kosztow jest mozliwie najmniejsza, nazywajac je mi-
nimalnymi. Przedmiotem badan pracy [27] (wspdtautor: A. Fiedorowicz) sa kosztowe
kolorowania hipergraféw, zdefiniowane dokladnie tak jak dla graféw (stowo graf w
definicji nalezy zastapi¢ stowem hipergraf), ktorych zastosowania wskazano w pracy.
Gloéwnym, sposérod otrzymanych rezultatéw jest twierdzenie typu Brooksa. Podaje
ono dla dowolnego spojnego hipergrafu H, ktéry nie jest grafem pelnym i ktorego

maksymalny stopien wierzchotka A(H) jest nie mniejszy niz 3, gérne ograniczenie
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réwne A(H) na mozliwie najmniejsza liczbe kosztéw uzytych w minimalnym koloro-
waniu. Podobnie jak w twierdzeniu Brooksa, udowodniono, ze wszystkie hipergrafy,
ktore nie podpadaja pod schemat zatozen twierdzenia, maja te liczbe ograniczong z
gory przez A(H) + 1. Drugi, wazny rezultat, dowiedziony w [27] wskazuje zaleznosé
miedzy najmniejszym mozliwym sumarycznym kosztem kolorowania kosztami (suma
hipergrafu z danym zbiorem kosztéw) i liczba krawedzi hipergrafu, w wypadku gdy
elementy zbioru kosztow generuja cigg arytmetyczny. Dodatkowo, wspierajac sie wy-
nikami otrzymanymi dla grafow [59, 67], znaleziono, miedzy innymi, ograniczenia dla
sumy hiperdrzewa i hipergrafu pelnego k-jednorodnego ze zbiorem kosztéw N.
Kosztowe kolorowania hipergrafu Spernera, czyli hipergrafu, ktérego zadna kra-
wedz nie zawiera sie w innej krawedzi, stanowig tematyke, drugiej z tej serii, pracy
[28] (wspotautor: A. Fiedorowicz). Dla dowolnego k naturalnego, przy zatozeniu,
ze zbiorem kosztéw jest zbior N, definiujemy jako ), klase hipergraféw Spernera,
ktorych suma kazdej sktadowej spojnosci jest nie wigksza niz (k’;?) Nie jest trudno
zauwazyc¢, ze tak zdefiniowane klasy hipergraféw sa dziedziczne, czyli zamkniete ze
wzgledu na podhipergrafy, ktorych krawedzie sa podzbiorami zbioru krawedzi hiper-
grafu wyjsciowego. Stad klasa ), , przy ustalonym naturalnym k, posiada rodzine
hipergraféw maksymalnych. Przedmiotem badan pracy [28] sa grafy maksymalne i
spojne z rodziny M*(>_,) hipergraféw maksymalnych, dla ktorych istnieje co naj-
mniej jeden podzbidr zbioru wierzchotkdéw, ktory nie jest krawedzig hipergrafu i
ktérego dodanie kreuje nowy hipergraf Spernera. Podano rezultat charakteryzujacy

takie grafy i posta¢ funkcji tworzacej, ktora je zlicza.

6.2. Podzialy listowe w hipergrafach. Koncepcja kolorowania graféw z list zo-
stata wprowadzona niezaleznie przez Vizinga [70] i Erdosa, Rubina, Taylora [31]. Idea
ta byta rozszerzona na hipergrafy w [50]. W pracy [20], badajac te tematyke, udowod-
niono dwa rezultaty. Pierwszy z nich podaje warunki dostateczne dla kolorowania
hipergrafu z list, uogdlniajac podobne warunki otrzymane w [61] dla kolorowania
grafow z list. Drugi dowodzi faktu, ze dla dowolnych liczb naturalnych k& > 3,1 > 2
i s > 1 istnieje k-jednorodny hipergraf o liczbie chromatycznej nie mniejszej niz
[, dla ktorego réznica miedzy liczba wyboru i liczba chromatyczng wynosi co naj-
mniej s. Wezedniej znany byt podobny rezultat dla k-jednorodnych 2-kolorowalnych

hipergrafoéw, przy czym do dowodu tego faktu uzyto innej techniki.
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6.3. Wielomiany chromatyczne hipergraféw. Twierdzenie (H. Whitney [71])
analizujace wielomian chromatyczny regularnej mapy dato podstawy do wielu dal-
szych badan wielomianu chromatycznego grafu i jego wspétezynnikow [60, 54, 32].
Wspélezynniki wielomianu chromatycznego hipergrafu byty studiowane miedzy in-
nymi przez Dohmen [19], Tomescu [68], Borowiecki i Lazuka [10]. W pracy [30]
(wspétautor: E. Lazuka) pokazane zostaly uogdlnienia wielu sposréd rezultatow
zamieszczonych w wyzej wspomnianej literaturze.

Niech H = (X, £) bedzie hipergrafem ze zbiorem wierzchotkow X = {vy,...,v,}
i zbiorem krawedzi £ = {ey,...,e,}. Dla danej liczby naturalnej A, symbolem
f(zlmrm)(H, A) oznaczamy liczbe réznych A-kolorowan zbioru X, takich ze obraz
krawedzi e; jest co najmniej x;-elementowym zbiorem dla wszystkich i € [m|. W
pracy [30] dowiedziono, ze f(z,, . 2. (H, ) jest wielomianem zmiennej A stopnia n
i moze by¢ wyrazony jako suma wielomianoéw chromatycznych graféw. Znaleziona
zostata formuta redukcyjna dla liczenia wielomianu fi,, . 5..)(H, A), ktéra uogélnia
formuly tego typu znalezione przez H. Whitney [71] i R.P. Jones [47] dla standardo-
wego A-kolorowania grafow i hipergraféw. Formuta ta zostata wyrazona przez liczby
ztych podziatow w hipergrafie i liczby Stirlinga pierwszego rodzaju. Ponadto poka-
zano zaleznosci pomiedzy wspétczynnikami tego wielomianu i rozmiarami krawedzi
hipergrafu.

W pracy [26] badany jest wielomian f3(H, \) hipergrafu H, ktéry jest szczegdl-
nym przypadkiem wielomianu fr, .. (H,A) dla 21 = -+ = z,, = 3. Gléwnymi
wynikami tej pracy sa twierdzenia wskazujace klase hipergrafow scharakteryzowa-
nych jednoznacznie przez wielomian tego typu i rodzine hipergraféw rownowazng
w sensie tego wielomianu. Zagadnienia chromatycznej jednoznacznosci i rownowaz-
nosci graféw byty wczesniej przedmiotem badan autorki niniejszego opracowania,
stanowiac czes¢ jej rozprawy doktorskiej. Odpowiednie wyniki zostaty opublikowane
w [7, 8.

LITERATURA

[1] V. Batagelj, Inductive classes of bipartite cubic graphs, Discrete Math. 134 (1994) 3-8.

[2] L.W. Beineke, Characterization of derived graphs, J. Comb. Theory 9 (1970) 129-135.

[3] A.J. Berger, Minimal forbidden subgraphs of reducible graph properties. Discuss. Math. Graph
Theory 21 (2001) 111-117.

[4] A.J. Berger, I. Broere, S.J.T. Moagi, P. Mihdk, Meet- and join-irreducibility of additive here-
ditary properties of graphs. Discrete Math. 251 (2002) 11-18.



[5]

AUTOREFERAT 33

R.B. Borie, R.G. Parker, C.A. Tovey, Solving Problems on Recursively Constructed Graphs,
ACM Computing Surveys 41(1) (2008) 1-51.

M. Borowiecka-Olszewska, E. Drgas-Burchardt, P. Mihdék, Minimal vertex Ramsey graphs
and minimal forbidden subgraphs, Discrete Math. 286 (2004) 31-36.

M. Borowiecki, E. Drgas-Burchardt, Classes of chromatically unique graphs, Discrete Math.
111 (1993) 71-75.

M. Borowiecki, E. Drgas-Burchardt, Classes of chromatically unique or equivalent graphs,
Discrete Math. 121 (1993) 11-18.

M. Borowiecki, E. Drgas-Burchardt, Acyclic homomorphisms to stars of graph Cartesian pro-
ducts and chordal bipartite graphs, Discrete Math., w druku.

M. Borowiecki, E. Lazuka, On chromaticity of hypergraphs, Discrete Math. 307 (2007) 1418
1429.

M. Borowiecki, P. Mihék, Hereditary properties of graphs, in: V.R.Kulli, ed., Advances in
Graph Theory (Vishawa International Publication, Gulbarga (1991) 41-68.

A. Brandstddt V.B. Le, G.P. Spinrad, Graph Classes — A Survey, Philadelfia (2004).

I. Broere, E. Drgas-Burchardt, Unique factorization of compositive hereditary graph properties
Acta Math. Sinica, English Series 28 2(2012) 267—-280.

M. Chudnovsky, N. Robertson, P.D. Seymour, R. Thomas, The strong perfect graph theorem,
Annals of Math. 164 (2006) 51-229.

E.J. Cockayne, Colour classes for r-graphs. Canad. Math. Bull. 15 (1972) 349-354.

D.G. Corneil, H. Lerchs, L. Stewart-Burlingham, Complement reducible graphs, Discrete Appl.
Math. 3 (1981) 163-174.

B. Courcelle, J. Engelfriet, G. Rozenberg, Handle-rewriting hypergraph grammars, J. Comput.
Syst. Sciences 46 (1993) 218-270.

B. Courcelle, S. Olariu, Upper bounds to the clique with of graphs, Discrete Appl. Math. 101
(2000) 77-114.

K. Dohmen, A broken-circuits-theorem for hypergraphs, Arch. Math. 64 (1995) 159-162.

E. Drgas-Burchardt, A note on a list colouring of hypergraphs, Opuscula Mathematica 24/2
(2004) 171-175.

E. Drgas-Burchardt, A note on joins of additive hereditary graph properties, Discuss. Math.
Graph Theory 26 (2006) 413-418.

E. Drgas-Burchardt, Cardinality of a minimal forbidden graph family for reducible additive
hereditary graph properties, Discuss. Math. Graph Theory 29 (2009) 263—-274.

E. Drgas-Burchardt, Forbidden graphs for classes of split-like graphs, w recenzji.

E. Drgas-Burchardt, On uniqueness of a general factorization of graph properties, J. Graph
Theory 62 (2009) 48-64.

E. Drgas-Burchardt, On prime inductive classes of graphs, European Journal of Combinatorics
32(8) (2011) 1317-1328.

E. Drgas-Burchardt, On 3-chromatically unique and 3-chromatically equivalent hypergraphs,
Ars Combin. 93 (2009) 409-415.



34

[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[44]

AUTOREFERAT

E. Drgas-Burchardt, A. Fiedorowicz, Cost colourings of hypergraphs, Discrete Math. 307
(2007) 1298-1305.

E. Drgas-Burchardt, A. Fiedorowicz, Maximal hypergraphs with respect to the bounded cost
hereditary property, Discuss. Matth. Graph Theory 25 (2005) 67-77.

E. Drgas-Burchardt, M. Haluszczak, P. Mihék, Minimal forbidden graphs of reducible additive
hereditary graph properties, Ars Combin. 95 (2010) 487-497.

E. Drgas-Burchardt, E. Lazuka, Chromatic polynomials of hypergraphs, Appl. Math. Letters
20 (2007) 1250-1254.

P. Erdos, A.L. Rubin, H. Taylor, Choosability in graphs, in: Proceedings West Coast Confe-
rence on Combinatorics, Graph Theory and Computing, Arcata CA, Sept.5-7 (1979), Congr.
Numer. 26.

E.J. Farrell, On chromatic coefficients, Discrete Math. 29 (1980) 257-264.

A. Farrugia, Uniqueness and complexity in generalised coloring, PhD thesis, Waterloo, Ontario,
Canada, 2003

A. Farrugia, P. Mihok, R.B. Richter, G. Semanisin, Factorizations and characterizations of
induced-hereditary and compositive properties. J. Graph Theory 49 (2000) 11-27.

A. Farrugia, R.B. Richter, Unique factorisation of additive induced-hereditary properties. Di-
scuss. Math. Graph Theory 24 (2004) 319-343.

S. Foldes, P.L.. Hammer, Split graphs, in: Proc. 8th Southeastern Conference on Combinatorics,
Graph Theory and Computing, Congrss. Numer. XIX (1977) 311-315.

T. Gallai, Transitiv orientierbare Graphen, Acta Mathematica Academiae Scientiarum Hun-
garicae 18 (1967) 25-66.

V. Giakoumakis, On the closure of graphs under substitution, Discrete Math. 177 (1997)
83-97.

D.L. Greenwell, R.L. Hemminger, J. Klerlein, Forbidden subgraphs, in: Proceedings of the
4th S-E Conf. Combinatorics, Graph Theory and Computing (Utilitas Math., Winnipeg, Man.
(1973) 389-394.

G. Hajos, Uber eine Konstruction nicht n-farbbarer Graphen, Wiss. Z. Martin-Luther- Univ.
Halle- Wittenberg Math. Natur.Reihe 10 (1961) 116-117.

G. Higman, Ordering by divisibility in abstract algebras, Proc. London Math. Soc 2 (1952)
326-336.

P. Hell, J. Nesettil, Graphs and Homomorphisms, Oxford Lecture Series in Mathematics and
Its Applications, Oxford University Press, 2004.

P. Hell, J. Nesetiil, On the complexity of H-colouring, J. Combin. Theory (B) 48 (1990)
92-110.

W. Imrich, S. Klavzar, Product Graphs, New York (2000).

J. Jakubik, On the Lattice of Additive Hereditary Properties of Finite Graphs. Discuss. Math.
General Algebra and Applications 22 (2002) 73-86.

T.R. Jensen, B. Toft, Graph Coloring Problems, Wiley-Interscience Publications, New Jork
1995.



[47]

[65]

[66]

[67]

[68]

[69]

AUTOREFERAT 35

R.P. Jones, Some results of chromatic hypergraph theory proved by reduction to graphs,
Collogue CNRS. Problémes Combinatoires et Théorie des Graphes 260 (1976) 249-250.

M. Katchalski, W. McCuaig, S. Seager, Ordered colourings Discrete Math. 142 (1995) 141-154.
A.V. Kostochka, Upper bounds of chromatic function, Ph.D. Thesis, Novosibirsk, 1978 (in
Russian).

A.V. Kostochka, M. Stiebitz, B. Wirth, The colour theorems of Brooks and Gallai extended,
Discrete Math. 162 (1996) 299-303.

E. Kubicka, A.J. Schwenk, An introduction to chromatic sums, in: Proceedings of the Seven-
teenth, Annual ACM Computer Sciences Conference, ACM Press (1989) 39-45.

J. Kratochvil, P. Mihok, Hom-properties are uniquely factorizable into irreducible factors,
Discrete Math. 213 (2000) 189-194.

H. Lerchs, On cliques znd kernels, Tech. Report. Dept. of Comput. Sci. University of Toronto
(1971).

G.H.J. Meredith, Coefficients of chromatic polynomials, J. Combin. Theory (B) 13 (1972)
14-17.

P. Mihék, On the existence of uniquely partitionable graphs, Electronic Notes in Discrete
Math. 11 (2002) 485-490.

P. Mihok, Reducible properties and uniquely partitionable graphs, DIMACS Series in Discrete
Mathematics and Theoretical Computer Science 49 (1999) 44-53.

P. Mih6k, Unique factorization theorem, Discuss. Math. Graph Theory 20 (2000) 143-153.
P. Mihok, G. Semanisin, R. Vasky, Additive and hereditary properties of graphs are uniquely
factorizable into irreducible factors, J. Graph Theory 33 (2000) 44-53.

J. Mitchem, P. Morriss, On the cost chromatic number of graphs, Discrete Math. 171 (1997)
201-211.

R.C. Read, An introduction to chromatic polynomials, J. Combin. Theory 4 (1968) 52-71.
B. Reed, The list colouring constants, J. Graph Theory 31 (1997) 149-153.

D.E. Rutherford, Introduction to Lattice Theory, New York (1965).

G. Sabidussi, Graph multiplication, Math. Z. 72 (1960) 446-457.

E.R. Scheinerman, Characterizing intersection classes of graphs, Discrete Math. 55 (1985)
185-193.

G. Semanisin, On generating sets of hereditary properties, Discuss. Math. Graph Theory 22
(2002) 183-192.

J.M.S. Simoes-Pereira, On graphs uniquely partitionable into n-degenerate subgraphs, in: In-
finite and Finite Sets, Colloquia Math. Soc. J Bdlyai 10 (1975) 1351-1364.

C. Thomassen, P. Erdés, Y. Alavi, P.J. Malde, A.J. Schwenk, Tight bounds on the chromatic
sum of a connected graph, J. Graph Theory 13 (1989) 353-357.

I. Tomescu, Chromatic coefficients of linear uniform hypergraphs, J. Combin. Theory (B) 72
(1998) 229-235.

V.G. Vizing, The Cartesian product of graphs, Vicisl. Sistemy 9 (1963) 30-43. English trans-
lation in Comp. Al. Syst. 2 (1966) 352-365 (in Russian).



36 AUTOREFERAT

[70] V.G. Vizing, Colouring the vertices of graph in prescribed colours, Diskret. Analiz. 29, Metody
Diskret. Analiz. v Teorii Kodov i Shem 101 (1976) 3-10 (in Russian).

[71] H. Whitney, A logical expansion in mathematics, Bull. Amer. Math. Soc. 38 (1932) 572-579.

[72] LE. Zverovich, r-bounded k-complete bipartite bihypergraphs and generalized split graphs.
Discrete Math. 247 (2002) 261-270.

(73] 1. Zverovich, I. Zverovich, Bipartite bihypergraphs: A survey and new results, Discrete Math.
306 (2006) 801-811.

" ]
«;_—: A _— N‘u’\;\, O, “ V‘\‘\ \(‘\"( C. K;’ui"\/(‘ k/‘&"
Q¥ = Sl \

/
~/



