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2. DYPLOMY I STOPNIE NAUKOWE

- tytul magistra matematyki (specjalnosé¢ teoretyczna) uzyskalem w 1979r. po
ukonczeniu studiéw na kierunku matematyka na Wydziale Matematyki, Fizyki i Chemii
w Uniwersytecie Lodzkim. Studia te ukonczytem z wyrdznieniem.

- tytul magistra fizyki (specjalnosé teoretyczna) uzyskatem w 1979r. po ukonczeniu
studiéw na kierunku fizyka na Wydziale Matematyki, Fizyki i Chemii w Uniwersytecie
Lodzkim.

- stopien naukowy doktora nauk matematycznych w zakresie matematyki uzyska-
lem w 1985r. w Instytucie Matematycznym Polskiej Akademii Nauk; tytul rozprawy
doktorskiej: 7O niezmiennikach biholomorficznych zwiazanych z homologiami relatyw-
nymi pradéw”.
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1985 - 1997; adiunkt
Instytut Matematyczny PAN
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Wyzsza Szkota Kupiecka w Lodzi

2009 - 2011; adiunkt
Panstwowa Wyzsza Szkota Zawodowa we Wiloctawku

od 2011; adiunkt
Politechnika Czestochowska
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4. OSIAGNIECIA WYNIKAJACE Z ART. 16 UST. 2 USTAWY Z DNIA
14 MARCA 2003r. O STOPNIACH NAUKOWYCH I TYTULE NAUKO-
WYM ORAZ O STOPNIACH I TYTULE NAUKOWYMW ZAKRESIE
SZTUKI ZAWARTE W ROZPRAWIE HABILITACYJNEJ (Dz. U. nr 65.
poz. 595 ze zm.) STANOWIA:

pod wspélnym tytutem:

THE FUETER-HURWITZ OPERATOR
AND
SOME PROBLEMS OF QUARERNIONIC ANALYSIS

dwie monografie:

1. The Fueter-Hurwitz operator and related topics
(czesé zasadnicza),

Akademickie Centrum Graficzno-Marketingowe Lodart S.A. (Politechnika Lddzka),
Lodz 2000,

2. Some problems of quaternionic analysis
(czesé dodatkowa),

Wydawnictwo Naukowe Politechniki Czestochowskiej, Czestochowa 2012.

Obie ksiazki zawieraja takze wyniki z nastepujacych prac:

1. Anisotropic complex structure on the pseudo-Euclidean Hurwitz pairs, Annales Po-
lonici Mathematici, Vol. 55, 1991, pp. 225-240,

2. Fueter-Hurwitz regular mappings and an integral representation, Clifford Algebras
and Their Applications in Mathematical Physics, Proc., Montpellier 1989, Ed. by A.
Micali et al., Kluwer Academic Publishers, Dordrecht-Boston-London 1992, pp. 221-237
(wspdlna z E. Ramirez’em de Arellano),

3. Quaternionic regular and biregular functions in the sense of Fueter, Ber. Univ.
Jyvéskylda Math. Inst. 55, 1993, pp. 65-87 (wspdlna z R.M. Porter’em),

4. Polynomial solutions of the Fueter-Hurwitz equation, American Mathematical So-
ciety, Series: ”Contemporary Mathematics”, Vol. 137, 1992, pp. 297-305 (wspdlna z E.
Ramirez’em de Arellano),

5. On Lichnerowicz smooth homotopy invariants for G-structures, Note di Matematica,
Vol. XIII, No. 1, 1993, pp. 197-212 (wspélna z S. Marchiafava),

6. Regular and biregular functions in the sense of Fueter - some problems, Annales
Polonici Mathematici, Vol. 59, No. 1, 1994, pp. 53-64 (wspdlna z R.M. Porter’em),
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7. Biregular quaternionic functions, Clifford Algebras and Their Applications in Mathe-
matical Physics, Proc. of the Internat. Conf., Deinze, May 3 - 7, 1993, Ed. by F. Brackx
et al., Kluwer Academic Publishers 1993, Dordrecht-Boston-London, Vol. 55, pp. 129-
135 (wspdlna z R.M. Porter’em),

8. On Fueter-Hurwitz regular mappings, Dissertationes Mathematicae, Vol. CCCLIII,
Warszawa 1996,

9. Pairs of Clifford algebras of the Hurwitz-type, Proc. of the Internat. Symposium
on Generalizations of Complex Analysis and Their Applications in Physics, Warszawa,
Maj 30 - Czerwiec 1, 1994, Ed. by J. Lawrynowicz, Banach Center Publications, Vol.
37, PWN-Polish Scientific Publishers, Warszawa 1996, pp. 327-330,

10. Fueter regular mappings and harmonicity, Annales Polonici Mathematici, Vol. 64,

No. 2, pp. 97-114, 1996,

11. Quaternionic condition for the existence of 4-dimensional locally conformally flat
almost Kéhler manifolds, Demonstratio Mathematica, Vol. XXXIX, No. 1, pp. 195-202,
2006,

12. On 4-dimensional locally conformally flat almost Kahler manifolds, Archivum
Mathematicum, Tomus 42, No. 3, pp. 215-223, 2006.

13. Quaternionic regular functions in the sense of Fueter and fundamental 2-forms on
4-dimensional almost-Kéahler manifold, Journal of Applied Mathematics and Compu-
tational Mechanics, Vol. 12, No. 1, Czestochowa University of Technology, 2013.
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5. OMOWIENIE ROZPRAWY

Oméwienie wynikéw uzyskanych w w/w monografiach, ktére stanowia osia-
gniecie wynikajace z art. 16 ust. 2 ustawy z dnia 14 marca 2003r. o stopniach
naukowych i tytule naukowym

Wyréznionym przeze mnie osiagnieciem, ktory stanowi podstawe do wszczecia poste-
powania habilitacyjnego, sa dwie w/w monografie oparte o cykl artykutéw dotyczacych
zagadnien z analizy kwaternionowej i hiperzespolone;j.

Celem prac bylo poszerzenie wiedzy n.t. uogdlnien pojecia holomorficznosci na przy-
padek kwaternionowy i inne, poszerzenie wiedzy o kwaternionowych funkcjach regular-
nych w sensie Fuetera, znalezienie kwaternionowych uogélnien: teorii Eells’a i Lémaire’a
odwzorowan harmonicznych, niezmiennika homotopijnego Lichnerowicza, rozwiniecia
teorii par Hurwitza i zastosowanie otrzymanych wynikéw (pewnych) w analizie zespo-
lonej.

WSTEP

Analiza zespolona jest piekna i bogata teoria matematyczna. Jej zastosowania sa tak
rozlegle, ze trudno wyobrazi¢ sobie wspdlczesna matematyke i fizyke bez jej aparatu i
glebokich rezultatéow. Podstawowym pojeciem analizy zespolonej jest pojecie ,,funkcji
holomorficznej”. Mamy, co jest ogromna zaleta tej teorii, wiele réwnowaznych warunkow
okreslajacych holomorficznos$é (istnienie pochodnej zespolonej, réwnania Cauchy-Rie-
manna, przedstawienie w postaci szeregu potegowego, tw. Morery, ...).

Jezeli jednak posuniemy sie o krok dalej w abstrakcji i zamiast ciata liczb zespolonych
C wezmiemy cialo kwaternionow H, to uogolnienie podstawowych poje¢ i twierdzen z
analizy zespolonej stanie sie¢ prawdziwym problemem. I moze wiasnie na tym polega
piekno i powab matematyki.

Przyblizymy podstawowa trudnos¢, jaka stanowi uogdlnienie pojecia holomorficznosci
w analizie kwaternionowe;.

Oznaczmy przez

q=1T,+1ix1 + jro + kxs, x,,21,22,r3€R

typowy element ciala kwaternionéw H, gdzie ¢, 7, k sa jednostkami kwaternionowymi
spelniajacymi nastepujace warunki:

i? =352 =k®=ijk=—1.
Sprzezenie w ciele H okreslone jest wzorem:

q:=x,—ixr1 — jro — kxs.

Norma ||¢|| := (¢-9)2 = (g-q)2, gdzie ”-” oznacza mnozenie kwaternionowe, moze by
uzyta do wyrazenia elementu odwrotnego: dla geH, ¢#0, mamy
1 q
=
gl



Przypomnijmy podstawowe fakty. Na poczatek rozpatrzmy nastepujaca ,,naturalna”
definicje:
Def. 1. Funkcje f : H—H nazywamy (lewo) rézniczkowalna w punkcie ¢, jezeli istnieje
nastepujaca granica

Na pierwszy rzut oka jest to najbardziej naturalna definicja jaka mozemy wzia¢ pod
uwage szukajac uogdélnienia pojecia funkcji holomorficznej, lecz prowadzi ona do bardzo
ograniczonej klasy funkcji, mamy bowiem:

Tw. 1. Jezeli g—f;(q) istnieje dla qe¢ UCH, gdzie U jest zbiorem otwartym w H, to

flg) =a+qb, a,beH.

Rozpatrzmy kolejna naturalng mozliwosc.
Kwaterniony nie komutuja, stad rozsadnym uogolnieniem wyrazu a,z
zespolonej jest

" z analizy

(0qai14q...anqan+1, a@;€H, 1=0,1,2,...,n+ 1.

Definicja holomorficznosci stosujaca sumy takich wyrazéw prowadzi jednak do zbyt
ogélnej klasy funkcji, mianowicie sa to rzeczywisto-analityczne odwzorowania z R* do
R* [41].

W 1935r. R. Fueter [8] zaproponowat definicje ,,regularnosci” (holomorficznosci) dla
funkcji kwaternionowych poprzez analogie do réwnann Cauchy-Riemanna. Oto ona:

Def. 2. Funkcje f := fo+if' +jf? + kf3 : U—=H nazywamy (lewo) regularng
w obszarze UCH, jezeli f jest rézniczkowalna w zwyklym sensie, jako odwzorowanie
zbioru otwartego w R* w R* oraz nastepujacy warunek:

1
Dt.f = Z(ao +i01 + jO2 + kO3)-f =0

jest spelniony w U.

Klasa funkcji regularnych w sensie Fuetera wydaje sie wyrazaé¢ na wiele sposobow
ducha analizy zespolonej w kontekscie kwaternionowym. Mamy bowiem analogony
takich twierdzen jak: Cauchy’ego, wzoru catkowego Cauchy’ego, Morery, o przedsta-
wieniu w szereg Laurenta, ... itd., uogdlnione w mniej lub bardziej naturalny sposob
[42]. Ze wzgledu jednak na nieprzemiennosé kwaternionéw wiele wtasnosci funkeji ho-
lomorficznych nie moze by¢ uogdlnionych na funkcje regularne w sensie Fuetera. Na
przyklad, zlozenie dwéch funkcji regularnych nie jest, w ogélnosci, funkcja regularna.
Fakt ten uniemozliwia zdefiniowanie rozmaitosci kwaternionowych (w sensie Fuetera)
za pomoca funkcji przejscia.

Teoria funkcji regularnych w sensie Fuetera jest stale intensywnie rozwijana. Rozdzial
I mojej pracy ,,The Fueter-Hurwitz operator and related topics’ jest pewnym wkiadem
do tej teorii. Dalej oméwie ten wklad bardziej szczegdtowo.

Mimo, iz zdefiniowanie nietrywialnych rozmaitosci kwaternionowych w sposéb kla-
syczny (tzn. poprzez funkcje przejscia) okazalo sie niemozliwe, to poszukiwania wlasci-



wej definicji trwaly. Rozwiazanie problemu nadeszto po udowodnieniu przez Bergera [1]
w 1955r. nastepujacego:

Tw. 2. Grupa holonomii nieredukowalnych rozmaitosci Riemannowskich, ktére nie sa
przestrzeniami symetrycznymi, jest zawarta w jednej z nastepujacych grup:

SO(m), U(5). Sp(5)-Sp(L) == Sp(5)xzSp(1), Sp(3),

Gy (n=17), Spin(7) (n=28), Spin(19) (n = 16).

Dodajmy, ze rozmaitosci, ktérych grupa holonomii zawarta jest w SO(n), to zo-
rientowane rozmaitosci Riemannowskie. Mozna o nich udowodni¢ jedynie ogdlne twier-
dzenia dotyczace topologii. Rozmaitosci Riemannowskie z grupa holonomii zawarta w
U(%) to zespolone rozmaitosci Kéhlerowskie. Stanowia one ogromna i bardzo wazna
czes¢ analizy zespolonej.

Nastepne dwie grupy z listy Bergera zwiazane sa wlasnie z abstrakcyjna definicja
rozmaitosci kwaternionowej. Mamy dwie mozliwosci kwaternionowych analogonéw roz-
maitosci Kéhlerowskich.

Niech M bedzie spéjna rozmaitoscia Riemannowska wymiaru 4n. Wéwcezas zada sie
aby grupa holonomii rozmaitosci M byla podgrupa albo Sp(n), albo Sp(n)xz,Sp(1).
Warunek Hol(M)CSp(n) jest réwnowazny z istnieniem na M réwnolegltych (V- = 0),
okreslonych globalnie struktur prawie zespolonych I, J, K takich, ze IJ = —JI = K. Na
pierwszy rzut oka wydaje sie, ze warunek Hol(M)CSp(n) jest naturalnym uogélnieniem
pojecia rozmaitosci Kéahlerowskiej. Jednakze okazuje sie, ze jezeli Hol(M)CSp(n), to
M posiada krzywizne Ricciego réwna zero. Zatem bardziej ogdélna sytuacja opisywana
jest przez grupe Sp(n)xz,Sp(1). I tak przyjmuje sie:

Def. 3. 4n-wymiarowa rozmaito$¢ Riemannowska nazywamy rozmaitoscia kwaternio-
nowgq (Scislej - kwaternionowo-Kdhlerowskq), jezeli jej grupa holonomii jest podgrupa
grupy Sp(n)xz,Sp(1) [2].

Najwazniejszym i zarazem najbardziej znanym przykitadem rozmaitosci kwaterniono-

wo-Kéhlerowskiej jest kwaternionowa przestrzen rzutowa HP" ze standardowa metryka

[2]. Badania rozmaitosci kwaternionowych stanowia drugi rodzaj analizy kwaternio-
nowe;j.

Prosty fakt, ze kwaterniony sa nieprzemienne nie zawsze jest nalezycie doceniany.
Rozpatrzmy bowiem nastepujacy problem:

Rozwiaza¢ w ciele K réwnanie:
ar + xb = c,

gdzie a,b,ce K.

Problem ten jest banalny, gdy K jest cialem liczb rzeczywistych R lub zespolonych
C. Natomiast staje sie bardzo trudny w ciele kwaternionéw. Rozwiazanie podat R.M.



Porter z Meksyku. Wyglada ono nastepujaco:

numerator
r=-———,
denominator

numerator = |alyla| + |b|y|b| + ayb + ayb, y :=ac+ cb,
[numerator = 2(a, + b )ach + ||a||* (@c + ¢b) + ||b]|* (ac + cb)],
donominator = [(a, + bo)* + (||aw|| + |[bu])?] (@0 + bs)?

+ ([lau]| = 11bu)?] #0,
a=a,+ ay, = a, + (a17 + azj + ask),

(a,b) = aoby + (ay,by) = aoby + a1by + a2bs + asbs, HaH2 = (a,a).

Powyzsze rozwiazanie znalezione zostalo przy uzyciu komputera za pomoca programu
specjalnie wymyslonego dla tego problemu.

Przyklad powyzszy doskonale ilustruje trudnosci, jakie napotykamy w analizie kwa-
ternionowe;.

Omowig teraz najwazniejsze wyniki zawarte w przedstawianej rozprawie. Zrobig to
dosy¢ szczegolowo analizujac poszczegdlne rozdzialy moich prac.

THE FUETER-HURWITZ OPERATOR AND
RELATED TOPICS

Rozdzial 1

W tym rozdziale badam problem istnienia odwzorowan biregularnych w sensie Fu-
etera. Podalem pelna klasyfikacje liniowych odwzorowan biregularnych (Tw. 1.6.1) oraz
skonstruowalem rodzine przyktadéw nieliniowych odwzorowan biregularnych [25].

Cialo H jest rozszerzeniem ciala liczb zespolonych C, a regularno$¢ w sensie Fuetera
dla funkcji kwaternionowych jest uogdlnieniem holomorficznosci funkcji zespolonych,
zatem naturalnym jest szukanie wzajemnych relacji pomiedzy tymi dwiema klasami
funkcji. Fueter [9] pokazal jak skonstruowaé¢ funkcje regularng stosujac funkcje holo-
morficzna symetrycznie ze wzgledu na wszystkie trzy jednostki kwaternionowe. Ja
badam zagadnienie odwrotne, tzn. holomorficznos¢ obcie¢ odwzorowan kwaterniono-
wych do plaszczyzn zespolonych.

W klasie rézniczkowalnych odwzorowain HDA (zbiér otwarty) —H wprowadzilem ro-
dzine odwzorowan ,,holomorphic on slices”, ktérych obciecia do ptaszczyzn zespolonych
sa funkcjami holomorficznymi i podatem petna klasyfikacje takich odwzorowan (Tw.
1.4.1) [24].

Nadto roztrzygnalem problem klasyfikacji rozmaitosci rézniczkowych modelowanych
lokalnie na przestrzeni H i dopuszczajacych istnienie globalnych funkcji regularnych
w sensie Fuetera. Sa to rozmaitosdci afiniczne (Tw. 1.8.1). Uogdlnienie tego faktu
pokazuje, ze aby funkcje regularne w sensie Fuetera F' : M — N, byly dobrze zdefiniowane
miedzy dwiema rozmaitosciami, to M musi by¢ lewo-afiniczna a N - prawo-afiniczna



rozmaitoscia. Stad rozpatrujac zagadnienie biregularnosci doszedtem do wniosku, ze
bardziej naturalnym pojeciem jest wprowadzone przeze mnie pojecie LR-biregularnosci
(sa to odwzorowania lewo-regularne, dla ktérych odwzorowania odwrotne sg prawo-
regularne). Podalem pelng klasyfikacje tego typu odwzorowan (Tw. 1.6.2) [25].

Najistotniejsza cecha kwaternionéw jest ich nieprzemiennosé. Z tego powodu nie
istnieje w klasycznej postaci reguta Leibnitza dla odwzorowarn kwaternionowych [24].
Jako ciekawostke (cho¢ niebanalng) podalem pewne wzory (Tw. 1.7.1), ktére mozna
uwazaé za ,,regule Leibnitza” dla operatoréw D™ - regularnosci i D - antyregularnodci
w sensie Fuetera.

W przypadku zespolonym w sposéb naturalny identyfikujemy funkcje zespolone z
0-formami. Rozwazmy operator de Rhama

d: EL—EE,

gdzie Eé oznacza przestrzen k-form o wartosciach zespolonych. Wéwczas operator d
daje sie roztozy¢ na dwie czesci w sposéb nastepujacy:

d=0+90,

gdzie
9:E2—-E°, 0:EX—ES

E& = E5aES".

Znajduje analog tego rozkladu w przypadku kwaternionowym. Analog ten nie jest
prostym uogdlnieniem rozktadu z przypadku zespolonego. Otrzymany rozklad jest nie-
zalezny od wyboru jednostek kwaternionowych.

Nadto podalem zupekie nowy (oryginalny) dowdd faktu, ze zbiezne szeregi » a,q"
i)Y q"a,, gdzie q,a,€H nie sa funkcjami regularnymi w sensie Fuetera (réznymi od
statych) (Tw. 1.5.1).

Rozdzial 11

Problemy rozwazane w poczatkowej czesci tego rozdzialu zwiazane sa z poszuki-
waniem przeze mnie funkcji regularnych w sensie Fuetera na rozmaitosciach kwater-
nionowych zdefiniowanych przez warunek Hol(M)CSp(n)xz,Sp(l). Ze wzgledu na
abstrakcyjna definicje rozmaitosci kwaternionowej pojawienie sie funkcji regularnej w
sensie Fuetera, ktora wyrazalaby jakie$ wlasciwosci samej rozmaitosci badz odwzorowan
miedzy takimi rozmaitosciami byloby samo w sobie zaskakujace.

Niech (M,g) i (IV,h) beda dwiema gladkimi rozmaitosciami Riemannowskimi, o
ktérych zakladamy, ze sa: spdjne, zwarte, orientowalne i bez brzegu oraz niech m :=
dimr M in:=dimr N.

Dalej, niech ® : (M, g)— (N, h) bedzie gladkim odwzorowaniem. Jego rézniczka d®
moze by¢ traktowana jako cigcie wiazki A1(@ 71T N) = T*M@® 1T N. Oznaczmy przez
|d®(x)| jej norme w punkcie x€ M indukowana przez metryki g i h, tzn. norme Hilberta-
Schmidt’a odwzorowania liniowego d®(zx).



Jezeli (x') oraz (u®) sa lokalnymi uktadami wspétrzednych wokét punktéw z oraz
®(x), woéwezas mamy:
|dP[? = g7 hop® P,
09

gdzie (®§') = (%, ) jest lokalna reprezentacja odwzorowania d® [6].

Def. 4. Gestoscig energit odwzorowania ® nazywamy funkcje
1 2
e(®) := §|d<I>| .

Energig odwzorowania ® nazywamy liczbe

B(®) = /Me(CI))vg.

Zauwazmy, ze dla dowolnego odwzorowania mamy F(®)>0 oraz, ze (E(®) = 0) &
(® = const.).

W teorii Eells’a i Lémaire’a [6] przyjmuje sie nastepujaca definicje odwzorowania
harmonicznego:

Def. 5. Odwzorowanie ® : (M, g)— (N, h) nazywamy harmonicznym < gdy jest od-
wzorowaniem ekstremalnym dla funkcjonatu energii E(®).

Ciekawa i wazna charakteryzacje odwzorowan harmonicznych podali Eells i Baird w
[6]. Uzyli do tego pojecia ,,tensora napiecia i energii” (stress-energy tensor).

Def. 6. Niech ® : (M, g)—(N,h) bedzie gladkim odwzorowaniem, a e := e(®) jego
gestoscia energii. Wowczas tensorem napiecia i energit odwzorowania ¢ nazywamy
symetryczny 2-tensor Sg okreslony na M i zdefiniowany nastepujaco:

S¢ :=eg— D®*h.

Dla takiego 2-tensora definiujemy jego dywergencje: jezeli (z%) oznacza lokalny uktad
wspoétrzednych, to .
(div So); == ¢"* Vo, Ski-

Eells i Baird [6] udowodnili nastepujace:

Tw. 3. Jezeli & jest odwzorowaniem harmonicznym, to Sg jest tensorem zacho-
wawczym, tzn. div Se¢ = 0. Jezeli @ jest rézniczkowalna submersja prawie wszedzie i
jezeli div Sp = 0, to @ jest harmoniczne.

Nadto Eells i Lémaire zauwazyli, ze w przypadku gdy (M, g) jest powierzchnia
Riemanna i mozemy wprowadzi¢ zmienne zespolone, powyzszy warunek na harmoni-
cznos¢ jest réwnowazny istnieniu pewnej funkcji holomorficznej. Moéwiac bardziej pre-
cyzyjnie: jezeli (M, g) jest powierzchnig Riemanna i g = godzdz, wéwczas

(div Sy = 0)e5( - (®., 2.} = 0),
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gdzie @, := (P, —i®,), a (,) jest kompleksyfikacja metryki h.

Stosujac dalej wlasnosci funkceji holomorficznych Eells i Lémaire udowodnili wiele in-
nych twierdzen o odwzorowaniach harmonicznych okreslonych na powierzchi Riemanna
[6].

Po przestudiowaniu teorii Eells’a i Lémaire’a nasunat mi si¢ pomyst przeanalizowania
warunku Eells’a i Lémaire’a na harmonicznos¢ w przypadku 4-wymiarowych rozmaitosci
kwaternionowych.

I tak, rozwazmy 4-wymiarowe rzeczywiste rozmaito$ci Riemannowskie M, ktére sa
lokalnie konforemnie plaskie (np. sfera S*=HP* lub torus T*=H/Z*), tzn. w otoczeniu
kazdego punktu peM istnieje taki uklad lokalnych wspéhrzednych (z°, !, 22, 23), ze
metryke g mozna przedstawi¢ w postaci:

9= g&l(dz®)® + (da')? + (da®)? + (da)?],

gdzie gi jest rzeczywista, dodatnia, C°°-funkcja okreslona w otoczeniu punktu p.
Zdefiniujmy lokalna wspolrzedna kwaternionowa:

q = x° +izt + ja? + ka®,
wowczas kwaternionowa posta¢ metryki g jest nastepujaca:
9= 9rldqedq + dg*®dq' + dg?®dq® + dg*@dg?).

UzyliSmy ponizszych ,,sprzezen kwaternionowych”:

1 3

— ja? — ka®,
¢! = z° + izt — ja? — ka3,

¢® = z° — izt + ja? — ka3,

qg=2x°—1ix

¢ =z° — izt — jz? + kad.

Dalej, niech ® : (M*, g)—(N*" h) bedzie odwzorowaniem gladkim. W rozpatry-
wanym przypadku mozna obliczy¢ tensor napiecia-energii dla ® we wspéirzednych kwa-
ternionowych. Ma on nastepujaca postac:

Se = (®g, By)[dqdq + dg'dq" + dg?dq® + dgPdq’]
- [da@)@ Qg >dq1 + d_ql@)@ q)q1>1dq + d_q2<‘1>q, Dy >2dq3
+ dg?(Dg, 841) dg’]
— [dg(®g, Bg2)dg? + dg?(Dg, D) dq + dgt (Dg, D) dg®
+ dg? (g, By2)’dg']
— [dq(Qg, g3 )dg® + dgP)Dq, ) dg + dg* (O, s ) dg?
+ dg? (g, Bys)°dq'],

gdzie (-,-) oznacza rozszerzenie metryki h na skwaternionizowana wiazke styczna
THN := TNogH.
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Zgodnie z powyzszym wzorem mozemy zdefiniowaé cztery tensory S,,Si,S2,S3,
kazdy odpowiadajacy jednej linijce tak, ze S = S, + S1 + S2 + Ss.

Znalezienie kwaternionowej postaci tensora napiecia-energii daje ciekawa charaktery-
zacje odwzorowan konforemnych, mianowicie:

Tw. 4.

(® jest konforemne)<(S; = S2 = S5 =10)
<(Sp jest tensorem Q-Hermitowskim)< (P jest Q-holomorficzne).

Otrzymalismy wiec uogdlnienie twierdzenia Eells’a-Lémaire’a na przypadek 4-wymia-
rowy, gdzie pojecia z analizy zespolonej, takie jak Hermitowskosé i holomorficznosé
zostaly zastapione przez ich kwaternionowe uogolnienia.

Majac kwaternionowa postac¢ tensora napigcia-energii znajdujemy szereg kwaternio-
nowych warunkéow na harmoniczno$¢ odwzorowan. Na przykiad:

Tw. 5. Niech ® : (M*, g)—(N", h) bedzie gtadkim odwzorowaniem miedzy dwiema
gladkimi rozmaitoéciami Riemannowskimi. Zalézmy, ze M*? jest lokalnie konforemnie
plaska i dimgrM* = 4, dimgN*" = 4n. Jezeli ® jest harmoniczne, wéwczas ® spelnia
nastepujacy uktad réwnan:

Re{va@q <(I)§7 (I)Q> - v{% <q)§7 (I)q1> - Vaiq <(I)67 q)q2>
- Vé%<q)§, (I)q3> - 0,

Re{i[v(% @@ (I)q1> - v% <q)av (I)CI> + vf% <cb§a (pq3>
Vo (07.0,)]} =0,

Re{j[v%@q, P.2) + ng(@q, Ps) — Vﬁ(@q, )
£V 5 (B, Bp1)]} =0,

Re{H{V g (03, 0,0) + ¥ 5 (5. 02) +V o (05, ,)
- V#«Dav (bCI>]} =

Co wiecej, jezeli @ jest rozniczkowalna submersja prawie wszedzie i powyzszy ukiad
jest spetniony, to ® jest harmoniczne (Propozycja 2.6.5).

W wyniku dalszych rozwazan otrzymalem nastepujace uogélnienie rezultatu Eells’a
i Lémaire’a w przypadku kwaternionowym:

Tw. 6. Niech ® : (M*, g)—(N*", h) bedzie gladkim odwzorowaniem pomiedzy dwie-
ma gladkimi rozmaito$ciami Riemannowskimi. Dalej, niech (M?, g) bedzie lokalnie kon-
foremnie plaska oraz dimg M* = 4 i dimgr N*" = 4n. Zalézmy, ze

Re[D-(Gry — imGo)] = 0,

gdzie
Gm = <q)m7 q)o>+i<q)m7q)1> +j<q)m7 (I)2> + k(@m, q)3>’

m=0,1,2,3 i,=1, iy =1, io = j, i3 = k.
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Jezeli @ jest harmoniczne wowczas funkcja

_— L
Fy = Fo +iF1 + jF2 + kFy = S (|00 — |01 — @5 — [@5]%)
+ Z.<(bo7(p1> +.j<(1)07 (1)2> + k<(1)07 (I)3>

jest antyregularna w sensie Fuetera. Co wiecej, jezeli @ jest rozniczkowalna submersja
prawie wszedzie i funkcja Fi3 jest antyregularna w sensie Fuetera, to ® jest harmoniczne
(Tw. 2.6.2).

Mimo pewnej ,,trywialnosci” tezy odwrotnej, dopisatem ja celowo, by zachowa¢ forme
uogdlnionego twierdzenia Eells’a-Lémaire’a (Twierdzenie 2.6.1).

W 1969r. A. Lichnerowicz [31] znalazl gtadki niezmiennik homotopijny K (®) dla
odwzorowan ® : M— N, gdzie M jest specjalna rozmaitoscia prawie Hermitowska, a N -
rozmaitos$cia prawie Kahlerowska. Lichnerowicz zdefiniowal swdj niezmiennik uzywajac
form Kahlerowskich rozpatrywanych rozmaitosci nastepujaco:

K(®) := /M<wM,<1>*wN>dVM.

Lichnerowicz pokazat takze, ze niezmiennik K (®) moze byé¢ wyrazony przy pomocy
dwéch | czedciowych” energii E'(®) i E”(®) zwiazanych w sposéb naturalny z danym
odwzorowaniem:

K(@) = B(2)-E" (D),
B (®) = / @V, (@)= / @V,

¢'(®) = |00 = g, z07®], (D) := |00 = g7 h, zPIDL.

Udalo mi sie uogdélni¢ niezmiennik homotopijny Lichnerowicza na przypadek rozmai-
tosci kwaternionowych [23] wykorzystujac stary pomyst , kwaternionowej” formy Kéhle-
rowskiej pochodzacy od Martinelliego [37].

Zauwazylem, ze idea konstrukcji niezmiennika K (®) moze by¢ zastosowana w wielu
bardzo réznych przypadkach. I tak, przy odpowiednio ogdlnych zalozeniach niezmien-
nik homotopijny K¢, mozna zdefiniowaé dla gtadkich odwzorowann ® : (M, g)—(N,h)
pomiedzy rozmaitosciami Riemannowskimi, ktére dopuszczaja zdefiniowane ,,kanonicz-
nie” p-formy {£EAPM i neAPN grajace role Kahlerowskich 2-form z analizy zespolone;j.

Zauwazyltem rowniez, ze w przypadku rozmaitosci Riemannowskich z grupa holonomii
z listy Bergera [1], takie formy zawsze istnieja i moga by¢ uzyte do definicji niezmiennika
homotopijnego bez zadnych dodatkowych zalozen.

W szczegblnoscei pokazalem, ze nawet w przypadku grupy U(n) (przypadek zespo-
lony) niezmiennik Lichnerowicza jest tylko pierwszym z serii mozliwych do zdefiniowania
niezmiennikéw homotopijnych [23]. Takze godnym zauwazenia jest fakt, ze w przy-
padku form ¢ i n maksymalnego stopnia (réwnego wspélnemu wymiarowi rozpatrywa-
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nych rozmaitosci) niezmiennik K¢, daje sie wyrazi¢ poprzez stopien odwzorowania ¢ z
dokladnoscia do stalej zaleznej od Vol(N) [23].

Jako zastosowanie niezmiennikow homotopijnych wprowadzonych w mojej pracy udo-
wodnitem szereg twierdzen o homotopijnosci pewnych klas gladkich odwzorowan @ :
M—N, gdzie M i N sa rozmaitosciami z G-strukturami z listy Bergera, m.in. nastepuja-
ce:

Tw. 8. Kazda immersyjna kwaternionowa podrozmaitos¢ rozmaitosci kwaternionowo-
Kihlerowskiej (N47, h), ktéra jest izometryczna z HP! definiuje nietrywialny element
w grupie homotopii m4(N4") [23].

Powyzsze twierdzenie jest uogdlnieniem klasycznego twierdzenia Wu [43]. Rezultat
Wu dotyczyt przypadku, gdy (N*", h) jest kwaternionowa przestrzenia rzutowa HP™ |
a ®: HP! -HP™ jest kanoniczna immersja kwaternionowej prostej rzutowe;j.

Rozdziat I11

Okazuje sie, ze zaréwno analiza zespolona, jak réwniez analiza kwaternionowa w
sensie Fuetera, sa szczegdéinymi przypadkami ogélnej analizy w tzw. teorii ,,par Hur-
witza” [32] - [36]. Teoria ta ma swoje zrédlo w tzw. ,,problemie Hurwitza”, ktéry mozna
przedstawi¢ nastepujaco.

Rozwazmy dwie rzeczywiste przestrzenie wektorowe S i V wyposazone w rzeczywiste
iloczyny skalarne < -,- >g i < -,- >y. Zalézmy, ze dimgS = p, dimgV =n, p<n.
Spytajmy, dla jakich p i n istnieje biliniowe odwzorowanie f : SxV—V (zwane ,,mnoze-
niem” elementéw przestrzeni S przez elementy przestrzeni V') takie, ze speliony jest
nastepujacy warunek:

LF (s, 0)llv = llslls-[[ol]v,

zwany ,,warunkiem Hurwitza”.
Ciekawym jest, ze w przypadku, gdy p = n jedynym rozwigzaniem jest:

n=1,24,8.

A to oznacza, ze dlan =1 mamy V=R, dlan =2-V=C,adlan=4-V=Hiw
konicu, dla n = 8 - V=0 (oktoniony).

W przypadku, gdy S#V (tzn. p#n) rozwiazanie podal Hurwitz [11]. Natomiast,
jezeli wezmiemy trzy rézne przestrzenie wektorowe S,V oraz W o wymiarach odpo-
wiednio p,n i r oraz zalozymy istnienie biliniowego odwzorowania f : SXV—W z
wlasnoscia

1f (s, 0)llw = [Isl]s-|[vllv,
to problem Hurwitza pozostaje nadal otwarty.
Przypomnijmy definicje ,,pary Hurwitza”.

Def. 7. Niech S'i V beda rzeczywistymi przestrzeniami wektorowymi wyposazonymi w
niezdegenerowane pseudo-Euklidesowe rzeczywiste iloczyny skalarne < -,- >gi < -, - >y
majace standardowe wlasnosci.

Przez ,,mnozenie” elementow przestrzeni S przez elementy przestrzeni V' rozumiemy
biliniowe odwzorowanie o : SxV —V o nastepujacych wlasnosciach:
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i) |laof||?3 = ||al|%-]|f||? - warunek Hurwitza, dla a€S, f€V,
ii) istnieje element jednostkowy €, w S ze wzgledu na to mnozenie,

tzn. e,of = f dla kazdego f€V.

Co wiecej, zadamy ,,nieredukowalnosci” mnozenia o : SxV—V, co oznacza, ze nie
pozostawia ono niezmienniczymi podprzestrzeni wtasciwych przestrzeni V.

Jezeli to ma miejsce, to taka tréjke (S,V, o) nazywamy pseudo-Euklidesowqg parg
Hurwitza [32 - 36].

Zauwazmy, ze iloczyn aof jest jednoznacznie wyznaczony przez tablice mnozenia
dla wektoréw bazowych: mianowicie, jezeli (e,) stanowi baze w S, a (e;) - baze w V,
wowczas tablica ta wyglada nastepujaco:

€a0€j = C’éfjek, a=1,...,p=dim S, jk=1,....,dim V.
Warunek Hurwitza jest réwnowazny nastepujacemu warunkowi macierzowemu:
C'OZC’;r + C’BC;F = 2Napln,

gdzie
Co:=[CE],  CF:=rCIx,
ko= [kie] = [(ej,ex)v], 0= [Nap] = [(€a;€p)s]-

Niech (S,V,0) bedzie para Hurwitza. Rozwazmy rézniczkowalne w sposéb ciagly
odwzorowanie f okreslone na otwartym zbiorze 2CS o wartosciach w V: f : Q—=V.
Mozna je przedstawi¢ nastepujaco:

f(@) = f(a%€a) = fE(@)er, T€S.

Definiujemy uogdlniony operator Fuetera DT jako:

Dt :=¢€,0% 0“: 0

=——, a=1,..,p=dimgrS.
0x,

Odwzorowanie f wprowadzone wyzej nazywamy reqularnym w sensie Fuetera-Hurwi-
tza, jezeli spelnia rownanie Fuetera-Hurwitza:

DYof =0,
gdzie 70” oznacza mnozenie Hurwitza.
Dodajmy jeszcze, ze kazdy uogdlniony operator Hurwitza DT posiada swoje ,,sprzeze-
nie” D := e} 0%, gdzie elementy ¢! zdefiniowane sa nastepujaco:

top. — (VTE
eq0ej = C, €.

Operatory D i DT posiadaja nastepujaca wlasnosé: jezeli f jest regularne, to Dof jest
takze regularne, tzn. DoDTof = DtoDof. Co wiecej:

DoD" = DoD = 1,50%9".
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Przedstawie teraz najwazniejsze moje wyniki w teorii par Hurwitza.

Problem 1. Znalez¢ jakiekolwiek rozwigzanie réwnania Fuetera-Hurwitza (rézne od
stalej).

Problem nie jest latwy. Juz w przypadku kwaternionowym, najprostszym (poza
zespolonym), zadna ,,prosta” funkcja typu: ¢, e?,log|q| itp. nie jest rozwigzaniem
réwnania Fuetera.

W ogdlnym przypadku sytuacja jest jeszcze bardziej skomplikowana. Niech (S, Vo)
oznacza pare Hurwitza. Zauwazmy przede wszystkim, ze réwnanie Fuetera-Hurwitza
moze by¢ zapisane w nastepujacej postaci:

) (Zz_lleaaa +e,0P)of =0,

gdzie f = fFey jest odwzorowaniem z S w V, a €, moze byé wybrany jako element
jednostkowy w S, tzn. eyoer, =ex, k=1,....,dim V (e,=¢p).

Korzystajac z postaci (*) rownania Fuetera-Hurwitza i stosujac kilka trikéw tech-
nicznych znajdujemy krok po kroku rozwiazania wielomianowe.

Definiujemy odwzorowanie Fj : S—V jako:

—

Fi(x,t) := Fy(x,t1, ..., t,)

— " p=1.5 P " Pl o

= Zkzl(zﬁzltkeﬁ)ox ex Zk:1(27:1tk‘r )ek,
gdzie t; = (tf), t’gER, B =1,..,p—1, k = 1,....,n sa dowolnymi parametrami.
Poniewaz egoey, = Cg.ep, wige odwzorowanie F jest dobrze zdefiniowane dla kazdego
ukladu parametréw (ty,...,t,)e Rpflx...XRp*i.

F jest wielomianem jednorodnym str(ljpnia 1 w zmiennych =7, v = 1,...,p i spelnia
réwnanie Fuetera-Hurwitza.

Aby znalezé wielomiany jednorodne dowolnego stopnia m > 1 w zmiennych z7,
postepujemy nastepujaco.

Przede wszystkim zauwazamy, ze

— — n — N
Fl(mutlv "'7tn) = Zk_l(xptk_ < tg,x >)O€k,

gdzie
ty == Za:l v, k=1,..n, X = Zﬂzlxﬂe&

a < -,- > oznacza standardowy iloczyn skalarny w RP~1.
Wprowadzajac formalne oznaczenia:

(tr)°™ = th...tp
——
1) oey = th...tr o(tpoer) := (tr)°™ Vo(tr0ey),
(tk)™oex, u(k k) = (tk) (txoex)

m-1

om .__ _ =z g _
(€p)°™ :=€p, €poer =ex, trep =1y, k=1, ..n,



16

definiujemy

—

Fo(x,t) = Fp(z,t1,.... 1) == Zk_l[xpt_;;— < tr, @ > € Moey,.

F,, sa dobrze zdefiniowanymi odwzorowaniami z S do V dla kazdego uktadu para-
metréow (tq, ...,tn)e\Rp_lx...xRp_ljidla kazdego m = 1, 2, .... Co wiecej, F,, jest wielo-

v~

mianem jednorodnym stop;llia m w zmiennej x€S oraz F,, spelia réwnanie Fuetera-
Hurwitza [28].

Majac rozwiazania wielomianowe dowolnego stopnia w nastepnym kroku znajdujemy
rozwiazanie wykladnicze:

(E) eXp[Zkil(a:pt_;;— < tp, @ >)oey] = Z

= 5=0s!

Ogélne rozwiazanie rownania Fuetera-Hurwitza jest dane poprzez superpozycje roz-
wiazan specjalnych (E) scalkowanych po parametrach ti,...,t,, tp = (t, ..., ti_l), k=
1,...,n, zatem wyglada nastepujaco:

+o00 400 n . .
O(x) = / / A(tz, ...,t;)exp[zkil(:z;ptk— < tg, T >)oe|dt

z odpowiednim jadrem A(ty, ..., 1,).

Dalsze szczegdlty dotyczace rozwiazan réwnania Fuetera-Hurwitza, a w tym jego
reprezentacji Fourierowskiej, pomijam, by nie przedituzaé¢ tego tematu i przejde do
nastepnych kwestii.

Analiza zespolona, jak réwniez analiza kwaternionowa w sensie Fuetera, sa szczegol-
nymi przypadkami analizy w teorii par Hurwitza. Aby uzasadni¢ takie stwierdzenie,
podalem odpowiedniki podstawowych pojec¢ i twierdzen analizy zespolonej w analizie
Fuetera-Hurwitza.

Przypadek kwaternionowy, pod wzgledem ,,technicznym” i rachunkowym, jest bardzo
trudny. Skala trudnosci, w przypadku ogélnym, teorii par Hurwitza, zwieksza sie jeszcze
bardziej. Przedstawie to na przykladzie poszukiwania odpowiednikéw nastepujacych
twierdzen: Cauchy’ego i wzoru catkowego Cauchy’ego.

Zaczne od uogdélnienia pojecia ,,indeksu”.

Niech (S, V, o) bedzie para Hurwitza. Zdefiniujemy pewna (p - 1)-forme w S, ktéra
bedzie gra¢ role jadra. Przyjmujemy:

K, = 21;1(—1)i_1eida:1/\...Ac?lTiA...dxp,

gdzie (¢;) jest baza w S, symbol = oznacza, ze odpowiedni wyraz jest pominiety. K,
jest dobrze zdefiniowana (p - 1)-forma w S.
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Def. 8. Niech I" bedzie (p - 1)-cyklem w S\{z,}, z, - wyr6zniony punkt w S. Defi-
niujemy indeks punktu z, wzgledem I' i dowolnego ustalonego wektora [€V nastepujaco:

1 —x,) " =
Ind. 7 (x0) := —/ Mo([(xol),

op-1) 1 ||z = wol[P

gdzie 2 := el 2, a 0,1 oznacza (p - 1)-objetosé (p - 1)-sfery jednostkowej S,_1 [27].
Przyktad tak zdefiniowanego indeksu pokazuje nastepujacy:

Lemat 1. Niech I' = S} _; bedzie (p - 1)-sfera o promieniu r (i orientacji indukowane;
z RP) traktowana jako cykl w S\{0} [27], wowczas

Ind, ; (0) = .

Dowodzimy (co nie jest oczywiste), ze:
1. Indeks Ind}. j (z,) zalezy jedynie od klasy homologii cyklu I' w S\{z,}.

2. Indp. ; (2,) € Z-1, Z - oznacza zbiér liczb catkowitych.
3. Indrj (z,), jako funkcja punktu x,, jest stala na kazdej spdjnej

sktadowej zbioru S\{I'}.

Zauwazmy, ze Indp. ; (7,) = k-l, k€Z. Poniewaz k nie zalezy od [ # 0, zatem mozemy
przyjaé¢ nastepujaca definicje:

Indr (z,) =k

tak, ze
Ind,. ; (z,) = Indr (,)-l-

Tw. 9 (uogdélniony wzér catkowy Cauchy’ego). Niech f : Q—V, gdzie Q jest
zbiorem otwartym w S, bedzie odwzorowaniem regularnym w sensie Fuetera-Hurwitza,
al' - (p - 1)-cyklem homologicznie trywialnym w 2. Wéwczas dla kazdego z, € Q\{I'}
mamy:

tndr (0)-4(e0) = —— | (&= 20" 1 of(a)).

op-1J) 1 [T = 2ol[?

Tw. 10 (uogdlnione tw. Cauchy’ego). Jezeli f jest odwzorowaniem regularnym
w sensie Fuetera-Hurwitza w obszarze QCS, f : Q—=V, a T jest (p - 1)-wymiarowym
cyklem homologicznym zeru w €2, wéwczas

/FKmof(x) = 0.

Uwaga 1. Zasada maksimum, twierdzenie o wartosci gléwnej (mean value property),
jak i wiele innych klasycznych twierdzen maja swoje analogony w analizie odwzorowan
regularnych w sensie Fuetera-Hurwitza.
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Jak pokazuja powyzsze przykilady konstrukcja ogélnej analizy Fuetera-Hurwitza wy-
maga jedynie definicji pary Hurwitza. Wszystko poza tym ,,;robi sie” korzystajac z
wewnetrznej struktury danej pary Hurwitza.

Warto zaznaczyé, ze pojecie pary Hurwitza okazalo sie by¢ waznym narzedziem.
Jest ono Scisle zwiazane z teoria algebr Clifforda, stanowi podstawe ogdlnej analizy
(ktérej przypadkami szczegélnymi sa: analiza zespolona i analiza kwaternionowa w
sensie Fuetera) oraz posiada wiele zwiazkéw z fizyka teoretyczna [29, 34, 35].

W kolejnej czesci moich rozwazan uogdlnitem pojecie struktury superzespolonej wpro-
wadzonej w [35] na pseudo-Euklidesowe pary Hurwitza [15]. Opisuje podstawowe al-
gebraiczne i geometryczne wiasnosci tych struktur i znajduje warunek konieczny i wys-
tarczajacy dla ich istnienia [15].

W skrécie teorie te mozna przedstawic¢ nastepujaco.

Punktem wyjscia jest:

Def. 9. Przestrzenia wektorowa typu Hurwitza E dla pseudo-Euklidesowej przestrzeni
wektorowej (V) k) jest p-wymiarowa podprzestrzenn przestrzeni End (V,k) endomor-
fizmoéw przestrzeni (V) k) skladajaca sie ze wszystkich endomorfizméw FE, ktére nie
pozostawiaja niezmienniczymi podprzestrzeni wiasciwych przestrzeni V' oraz spelniaja
warunek:

(Ef,Ef)v = ||E|*(f, f)v dla feV, E€E,

gdzie norma ||E|| := (T'r ETE)z, jest przedstawiona w dowolnej macierzowej reprezen-
tacji endomorfizmu E dla ustalonej ortonormalnej bazy (e;) w V. Zalézmy jeszcze, ze
E zawiera endomorfizm identycznosciowy F,.

Rozwazmy dalej uktad {v,}, p - 1 urojonych, nxn macierzy okreslonych poprzez
WZOTY:
Ya VB + V8V = 27}0&5]717 o, 6 = 17 wes Dy «, B%ta

71—1'_ = Yo Re Yo = 07 o = 17 Ry Oé;ét,

+ . T,.-1
fya'_"{’)/a’{ )

gdzie I, jest nxn macierza jednostkowa, a 7,3 okreslone jest nastepujaco:
%\ﬁ = Uaﬁ/ﬁtt-
Wybierzmy endomorfizmy bazowe {E,, E,}, o =1,...,p, p#t w E tak, ze
Esej =ej, E,ej= ifyfaek, a=1,..,p, a#t, j,k=1,...,n,

gdzie ¢ oznacza jednostke urojona.
Rozwazmy teraz ustalony kierunek n w E zwiazany z endomorfizmami F,, a =
1,...,p, as#t. Definiujemy ten kierunek nastepujaco:

_— p o p — a, B _
= Za:l, aFt Ean ’ Za, B=1; «, BF#t Mot T = 1,
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gdzie (n®) jest uktadem p - 1 liczb rzeczywistych. Zauwazmy, ze
i* = —E,.
Co wiecej, endomorfizm 7 reprezentowany jest w bazie (e;) za pomoca macierzy
J =1y,

o wlasnosci:

J?=—1,.

Oznaczmy przez O(k,l) grupe ortogonalnych transformacji przestrzeni (V, k), gdzie

k =diag ( 1,...,1-1,...,—1). Mamy Je€O(k,1).
N —
k I

Problem 2. Dla jakich par (k,!) dodatnich liczb catkowitych istnieje macierz JeO(k, 1)
taka, ze J2 = —I,, n=k+1?

OdpowiedZ dana jest poprzez nastepujace:

(L, 0
/4;—(0 _Il), k, 17£0.

Jezeli J€O(k,1) i J spemia warunek J? = —1I,,, n =k + [, woéwczas:

1) J ma postaé:
A C
7= (e %),

gdzie Ac M(k), A#0, AT = —A; BeM(l), B#0, BT = —B;
CeM(Ixk) oraz macierze A, B, C speliaja warunki:
a) ATA - CTC = Ik,
b) ATC — CTB =0,
¢) BB — CTC = 1I,.
)

2) Liczby k i [ musza by¢ parzyste.

Tw. 11. Niech

Najprostszym przykitadem J jest nastepujaca macierz:

0 1 0 0 0 0
-1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 .

Jo_| 0 0 -1 0.
o0 . . .. 0 1
0 0 . . .. —10

Dowodze, ze zbiér wszystkich macierzy J speliajacych warunki : JeO(k,1), J? =
—1I,, n=Fk+1, jest postaci:

J=RJ°R™', gdzie REO(k,I).
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Wykorzystujac opisany wyzej pomyst struktury superzespolonej podaje efektywna
konstrukcje zespolonego iloczynu skalarnego w przestrzeni V' danej pseudo-Euklidesowe;j
pary Hurwitza (S, V, o) [15]. Ten wynik jest odpowiednikiem w teorii par Hurwitza tzw.
,,lifting theorem” pochodzacego od Frohlich’a i Mc Evett’a [7].

W czesci koncowej tego rozdzialu pokazuje istnienie odwzorowania biliniowego * :
C(Qs)xC(Qv)—C(Qv), gdzie (S,V,0) jest dana para Hurwitza, a C(Qp) oznacza
algebre Clifforda nad przestrzenia wektorowa B wyposazona w forme kwadratowa Q) p,
ktére to (odwzorowanie) powoduje, ze nastepujacy diagram:

o—Hurwitz multiplication

SxV Vv
C(Qs)xC(Qv) =5 C@Qv)

jest przemienny (tutaj ip : B—C(Q) p) oznacza kanoniczne wlozenie).
Glowny rezultat tej czesci to:

Tw. 12. Niech SiV beda rzeczywistymi przestrzeniami wektorowymi wyposazonymi w
niezdegenerowane formy kwadratowe, odpowiednio Qg i Qy. Oznaczmy przez C€(Qs)
(odpowiednio - C€(Qy)) zespolona algebre Clifforda dla przestrzeni (S, Qg) (odpowie-
dnio (V,Qv)). Zalézmy, ze istnieje biliniowe odwzorowanie

x: CC(Qs)xC%(Qv)—CC(Qv),

ktore spelnia nastepujacy warunek:

(N) Ny (xs*yv) = Ns(zs)Nv(yv), xs€l's, yvely,

gdzie I' oznacza grupe Clifforda, a NV jest norma spinorowa.

Woéwcezas * jest generowane przez mnozenie Hurwitza, tzn. X|SxV = O, gdzie o :
SxV—=V jest biliniowym odwzorowaniem takim, ze ||sov|ly = ||s||s:||v||yv dla wszy-
stkich s€S i wszystkich veV [15].

Rezultat powyzszy jest uzupemiony przykladem biliniowego odwzorowania
0: CC(Qs)xCC(Qy)—CC(Qv), ktére nie speia warunku (N).

SOME PROBLEMS OF QUATERNIONIC ANALYSIS

Uwaga

Praca ta jest wlasciwie wstepem, wprowadzeniem do tematyki ksiazki ,,The Fueter-
Hurwitz operator and related topics”. Zawiera podstawowe pojecia i podstawowe fakty
z tzw. analizy kwaternionowej. Rozdzialy I - 111, zawieraja rzeczy znane lub prawdopo-
dobnie znane, zostaly napisane specjalnie z mysla, by przedstawi¢ fundamety tej nie-
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znanej powszechnie teorii matematycznej. Nie oznacza to jednak, iz pewne, przed-
stawione dowody, nie sa oryginalne. Omawiajac wyniki z tej pracy skupie sie wylacznie
na tych, ktére z pewnoscia sa wytacznie mojego autorstwa.

Rozdziat 111

W tym rozdziale przedstawilem alternatywna definicje holomorficznosci dla funkcji
kwaternionowych, tzw. Q-holomorficznosé (alternatywna w stosunku do pojecia funkcji
regularnej w sensie Fuetera) i pokazalem dwie wlasnosci odwzorowan Q-holomorficz-
nych, ktore nie maja odpowiednikéw w analizie zespolonej.

W Rozdziale 1T definiuje pojecie struktury prawie kwaternionowej, jako uogdlnienie
struktury prawie zespolonej, w sposob nastepujacy:

Def. 1. Niech V bedzie rzeczywista przestrzenia wektorowa. Strukturg prawie kwa-
ternionowg H na V nazywamy uktad 2 struktur prawie zespolonych {I,J} takich, ze

IJ+JI=0, I?=J%=—-Id (IJ=-JI),

gdzie Id oznacza endomorfizm identycznosciowy na V.

Stosujac pojecie struktury prawie kwaternionowej definiuje pojecie odwzorowania
Q-holomortficznego.

Def. 2. Niech V = (V,Hy) i W = (W, Hw) beda rzeczywistymi przestrzeniami
wektorowymi wyposazonymi w struktury prawie kwaternionowe, odpowiednio Hy =
(I1,15) i Hw = (fl, fg). Zatozmy, ze @ : V—W jest gtadkim odwzorowaniem. Wowczas
odwzorowanie ® nazywamy @-holomorficznym, jezeli spelnia nastepujacy warunek:

I,0d® = d®ol,, a=1,2.

Pokazuje nastepujace:

Tw. 1. Niech U bedzie otwartym otoczeniem 0 w R*. Zalézmy, ze ® : R*"—R*
jest odwzorowaniem Q-holomorficznym ze wzgledu na standardowe struktury prawie
zespolone, odpowiednio {11, I} i {1}, I5}. Jezeli ® jest odwzorowaniem osobliwym w 0,
to jest odwzorowaniem stalym.

Przyklad 1. Powyzsze twierdzenie nie jest prawdziwe w analizie zespolonej. Wezmy,
dla przyktadu, odwzorowanie ® : C—C okreélone wzorem: ®(z) := z2. Odwzorowanie
to spelnia zalozenia Tw. 1 i jest osobliwe w 0, ale nie jest odwzorowaniem statym.

Rozdzial IV

W tym rozdziale udowadniam jeden z najbardziej znaczacych rezultatéw moich prac.
Mianowicie stosujac podstawowe pojecia analizy kwaternionowej pokazuje, ze nie istnie-
ja 4-wymiarowe rozmaitosci prawie Kdhlerowskie, ktére sa lokalnie konforemnie ptaskie
i posiadaja metryke szczegdlnej postaci. Dokladnie udowadniam, ze prawdziwe jest
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ponizsze Tw.2, ale zanim je sformutuje koniecznym jest wprowadzenie nastepujacej
definicji:

Def. 3. Rozmaitos¢ Riemannowska (M*?, g) nazywamy lokalnie konforemnie plaskq,
jezeli dla kazdego punktu p,€M* istnieje ukiad lokalnych wspétrzednych (U;w, z,y, 2)
taki, ze w tym ukladzie metryke g mozna przedstawi¢ w postaci:

(g) 9= go(p)[dw? +da® + dy® + dz°],  pel,,,
gdzie g, jest rzeczywista, dodatnia funkcja klasy C'°°, okreslona w U, .

Tw. 2. 4-wymiarowa rozmaitos¢ prawie Kahlerowska nie moze posiada¢ lokalnie kon-
foremnie ptaskiej metryki Riemannowskiej postaci:

go(w, x,y, 2) := go(r), r? = w? + 2% +y? + 22,

gdzie g,(r) jest funkcja analityczna w zmiennej r rézna od stalej.

Punktem wyjscia dla udowodnienia powyzszego twierdzenia jest ciekawy fakt pokazu-
jacy zwiazek 4-wymiarowych lokalnie konforemnie plaskich rozmaitosci prawie Kéahlero-
wskich z kwaternionowymi funkcjami regularnymi w sensie Fuetera. Oto on:

Lemat 1 (Basic Lemma). Jezeli (M4, J, g, Q) jest 4-wymiarowa lokalnie konforemnie
plaska rozmaitoscia prawie Kéhlerowska, wéwczas funkcja g,, zdefiniowana w (g), jest
modutem kwaternionowej funkcji, ktora jest regularna w sensie Fuetera i wyznaczona
jednoznacznie przez strukture prawie zespolona J i 2-forme fundamentalna 2.

Jako uzupelnienie powyzszych rozwazan podalem kilka przyktadéw metryk lokalnie
konforemnie ptaskich, o ktérych mowa w Tw. 2 i Lemacie 1. Jeden z nich jest godny

podkreslenia, a mianowicie:

Przyklad 2. Model Poincaré’go, tzn. kula jednostkowa B* w R* wyposazona w
metryke:

9= m(dUJQ +dz® +dy? +d2?), r?i=w? a4yt + 2P
nie jest rozmaitoscia prawie Kahlerowska.

Z dowodu Tw. 2 wynika kolejny znaczacy wynik, a mianowicie:

Tw. 3. Réwnanie Fuetera DV-F = 0 (Def. 2 Wstgpu) nie posiada rozwiazania,
ktérego modut bytby postaci:

IF]| = g(r), r*:=w®+2*+y*+ 2%

gdzie g(r) jest funkcja analityczna rézna od stalej.
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Rozdzial V

Ta czes¢ poswiecona jest kwaternionowym podrozmaitosciom Lagranzanowskim. Po-
daje w nim m.in. warunek konieczny i wystarczajacy aby graf byt kwaternionowa pod-
rozmaito$cia Lagranzanowska.

Tw. 4. Zalézmy, ze QCR"” jest zbiorem otwartym i niech f : Q—R"™ bedzie odwzo-
rowaniem klasy C'. Oznaczmy przez M graf odwzorowania f w H® = R" + iR" +
JR™ + kER". Woéwczas graf M jest kwaternionowa podrozmaitoécia Lagranzanowska
wtedy i tylko wtedy, gdy macierz Jacobiego [ng;] jest symetryczna.

W szczegdlnosci, jezeli 2 jest zbiorem jednospdjnym, wéwcezas M jest Lagranzanow-
ska wtedy i tylko wtedy, gdy f = VF, tzn. gdy f jest gradientem pewnego potencjatu
FeC?(Q).

Udowodnitem takze

Tw. 5. (Proposition V.2.1) Jezeli ECC?" jest plaszczyzna Lagranzanowska w sensie
zespolonym, to réwniez ECH?" jest Lagranzanowska w sensie kwaternionowym.

W tym rozdziale pokazuje réwniez jawne postaci pewnych charakterystycznych réw-
nan rézniczkowych naturalnie zwiazanych z pewnymi typami kwaternionowych pod-
rozmaitosci Lagranzanowskich.



24

Dodatkowo przedstawiam odkryty przeze mnie niedawno zwiazek pomiedzy kwaternio-
nowymi funkcjami regularnymi w sensie Fuetera a 2-formami fundamentalnymi na 4-
wymiarowej rozmaitosci prawie Kahlerowskiej.

QUATERNIONIC REGULAR FUNCTIONS IN THE SENSE
OF FUETER AND FUNDAMENTAL 2-FORMS ON A
4-DIMENSIONAL ALMOST KAHLER MANIFOLD

Jest rzecza bardzo ciekawa, ze wykorzystujac witasnosci funkcji kwaternionowych
mozna otrzymac znaczace wyniki w analizie zespolonej. Istnieje wiele zdumiewajacych
zwiazkow pomiedzy kwaternionowymi funkcjami regularnymi w sensie Fuetera a wielo-
ma objektami (pojeciami) z analizy zespolonej (n.p. Rozdzial IV w mojej ksiazce
,,Jome problems of quaternionic analysis”). W mojej pracy pokazuje kolejny z takich
faktow, mianowicie, ze istnieje zwiazek miedzy kwaternionowymi funkcjami regular-
nymi w sensie Fuetera a fundamentalnymi 2-formami na 4 wymiarowej rozmaitosci
prawie Kahlerowskie;j.

Tw.
a) Kazdej kwaternionowej funkcji F' postaci:

F = Ai + Bj + Ck,

ktora jest lewo regularna w sensie Fuetera mozna przyporzadkowac skosnie symetryczna
4x4-macierz postaci:

0 C -B A
-C 0 A B
* —
) =l'p a4 0 c)
~A -B -C 0

ktora jest zamknieta 2-forma: dQp = 0.
b) Odwrotnie, kazdej skosnie symetrycznej 4 x4-macierzy €) postaci (*), ktéra jest zam-
knieta 2-forma, mozna przyporzadkowaé¢ w sposéb jednoznaczny funkcje kwaternionowa

Fo = Ai + Bj + Ck,

ktéra jest lewo regularna w sensie Fuetera.

c) Spelona jest réwnosé:
det Qp = (A? + B® + C?)? = || Fq|[*.
c¢) Dla dowolnych sko$nie symetrycznych 4x4-macierzy postaci (*):

0 01 —Bl Al 0 02 —BQ A2
QO — -4 0 A1 B 0, — —(CYy 0 Ay Bo
! B, —-A, 0 C | °7? By, —Ay 0 (O

-A, —-B;1 —-C; O —Ay —By —Cy O



25
ich iloczyny Q1-Qo oraz 251 sa postaci (*) wtedy i tylko wtedy gdy spelniony jest
nastepujacy warunek:

A1As + B1By +C1Cy = 0.

e) Dla dowolnych kwaternionowych funkcji postaci:

F1 = All + Blj + Clk,
F2 = Agi + BQ] + Czk‘

ich iloczyny Fi-F5 oraz F5-F) sa postaci:
Ai+ Bj+Ck
wtedy i tylko wtedy gdy spelniony jest nastepujacy warunek:

A1A2 + BlB2 + 0102 - O

f) Jezeli
0 C —-B A
-C 0 A B
=15 —a4 o c|7"
-A —-B —-C 0
wowczas
0 C -B A
O-1l_ _ -C 0 A B
B A2+B2+C2 B -A 0 C
—A —b -C 0
1
= Q= Q
A2+ B+ (2 m
g) Jezeli
F = Ai+ Bj+ Ck (F#0),
wowczas .
el F —(Ai+Bj+Ck) 1

IFIl~ VAZ+BT+rC2  |IF]
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7. KROTKI OPIS PUBLIKACJI NAUKOWYCH SPOZA
ROZPRAWY

W pracy 1. zajmujemy sie¢ lagranzanowskim opisem pdl skalarnych. Definiujemy
nowy typ ,,koneksji”, za pomoca ktoérej w nowy i prostszy sposob mozemy przed-
stawi¢ teorie Sato uktadu Kadomtsev’a-Petviashvili’ego. Wprowadzona przez nas grupa
cechowania (gauge group) G jest grupa skladajaca sie z pewnych pseudo-rézniczkowych
operatoréw stopni niedodatnich. Najwazniejszym rezultatem pracy jest stwierdzenie, ze
przestrzen R* elementéw grupy G dajacych rozwiazania uktadu Kadomtsev’a-Petviash-
vili’ego definiuje ptaska R*-koneksje, ktéra nazywamy K.P.-koneksja. Ta koneksja moze
by¢ traktowana jako szczegdlne pole cechowania (special gauge field).

Praca 2. jest poswiecona zastosowaniu geometrii Finslera do sformutowania teorii
pola zawierajacej solitony jako rozwiazania réwnan pola.

Z klasycznego punktu widzenia zjawisko solitonoéw nie daje si¢ wyttumaczy¢. Rowna-
nia solitonowe opisuja zjawiska fizyczne i powinny by¢ traktowane jako rownania ruchu
dla okreslonych lagranzanéw. Taki lagranzan nie istnieje np. dla najstynniejszego z
réwnan solitonowych, a mianowicie dla réwnania Korteweg’a-de Vries’a.

Okazuje sig, ze mozna sformulowaé mechanike bazujaca na geometrii Finslera taka,
ze solitony sa w niej rozwiazaniami réwnan Lagrange’a-Euler’a.

W omawianej pracy podaje przykilady lagranzanéw Finslerowskich, ktére prowadza
do réwnan ruchu majacych te same rozwiazania co stynne klasyczne réwnania soli-
tonowe (réwnania Korteweg’a-de Vries’a i sinus-Gordona). Co wiecej pokazuje zwiazki
przedstawionej teorii z reprezentacja Lax’a rownan solitonowych i uktadem Kadom-
tsev’a-Petviashvilli’ego.

W pracy 3., stosujac narzedzia teorii par Hurwitza, podajemy dokladne rozwiazania
pewnych nieliniowych Sigma modeli. W szczegdlnosci badamy solitonowe réwnanie, tzw.
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podwdjne réwnanie sinusa-Gordona (double sine-Gordon eq.) w geometrii Finslera, co
ma zastosowanie w opisie krysztalow ferroelektrycznych. Nadto zajmujemy sie réwna-
niem usu,; = 2ugtg %u, opisujacym wilasnosci powierzchni krysztaléw, wykorzystujac
uogolnienie wynikéw Pouget’a i Maugin’a.

W pracach 4 - 5 definiuje pojecie struktury typu Clifforda i rozmaitosci typu Clif-
forda. Wprowadzam odpowiednik fundamentalnej 2-formy z analizy zespolonej i sto-
sujac go uogolniam twierdzenie Hodge’a o rozktadzie dla rozmaitosci Kahlerowskich
(Hodge Decomposition Theorem) na rozmaitosci typu Clifforda. Nadto, stosujac twier-
dzenie Cherna, pokazuje, ze ciag liczb Bettiego dla rozmaitosci typu Clifforda jest
rosnacy.
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