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A U T O R E F E R A T

1. Wies law Królikowski

2. DYPLOMY I STOPNIE NAUKOWE

- tytu l magistra matematyki (specjalność teoretyczna) uzyska lem w 1979r. po
ukończeniu studiów na kierunku matematyka na Wydziale Matematyki, Fizyki i Chemii
w Uniwersytecie  Lódzkim. Studia te ukończy lem z wyróżnieniem.

- tytu l magistra fizyki (specjalność teoretyczna) uzyska lem w 1979r. po ukończeniu
studiów na kierunku fizyka na Wydziale Matematyki, Fizyki i Chemii w Uniwersytecie
 Lódzkim.

- stopień naukowy doktora nauk matematycznych w zakresie matematyki uzyska-
 lem w 1985r. w Instytucie Matematycznym Polskiej Akademii Nauk; tytu l rozprawy
doktorskiej: ”O niezmiennikach biholomorficznych zwia̧zanych z homologiami relatyw-
nymi pra̧dów”.

3. HISTORIA ZATRUDNIENIA

1980 - 1985
studia doktoranckie w Instytucie Matematycznym PAN

1985 - 1997; adiunkt
Instytut Matematyczny PAN

1998 - 2009; adiunkt
Wyższa Szko la Kupiecka w  Lodzi

2009 - 2011; adiunkt
Państwowa Wyższa Szko la Zawodowa we W loc lawku

od 2011; adiunkt
Politechnika Czȩstochowska
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4. OSIA̧GNIȨCIA WYNIKAJA̧CE Z ART. 16 UST. 2 USTAWY Z DNIA
14 MARCA 2003r. O STOPNIACH NAUKOWYCH I TYTULE NAUKO-
WYM ORAZ O STOPNIACH I TYTULE NAUKOWYMW ZAKRESIE
SZTUKI ZAWARTE W ROZPRAWIE HABILITACYJNEJ (Dz. U. nr 65.
poz. 595 ze zm.) STANOWIA̧:

pod wspólnym tytu lem:

THE FUETER-HURWITZ OPERATOR

AND

SOME PROBLEMS OF QUARERNIONIC ANALYSIS

dwie monografie:

1. The Fueter-Hurwitz operator and related topics

(czȩść zasadnicza),

Akademickie Centrum Graficzno-Marketingowe Lodart S.A. (Politechnika  Lódzka),

 Lódź 2000,

2. Some problems of quaternionic analysis

(czȩść dodatkowa),

Wydawnictwo Naukowe Politechniki Czȩstochowskiej, Czȩstochowa 2012.

Obie ksia̧żki zawieraja̧ także wyniki z nastȩpuja̧cych prac:

1. Anisotropic complex structure on the pseudo-Euclidean Hurwitz pairs, Annales Po-
lonici Mathematici, Vol. 55, 1991, pp. 225-240,

2. Fueter-Hurwitz regular mappings and an integral representation, Clifford Algebras
and Their Applications in Mathematical Physics, Proc., Montpellier 1989, Ed. by A.
Micali et al., Kluwer Academic Publishers, Dordrecht-Boston-London 1992, pp. 221-237
(wspólna z E. Ramirez’em de Arellano),

3. Quaternionic regular and biregular functions in the sense of Fueter, Ber. Univ.
Jyväskylä Math. Inst. 55, 1993, pp. 65-87 (wspólna z R.M. Porter’em),

4. Polynomial solutions of the Fueter-Hurwitz equation, American Mathematical So-
ciety, Series: ”Contemporary Mathematics”, Vol. 137, 1992, pp. 297-305 (wspólna z E.
Ramirez’em de Arellano),

5. On Lichnerowicz smooth homotopy invariants for G-structures, Note di Matematica,
Vol. XIII, No. 1, 1993, pp. 197-212 (wspólna z S. Marchiafava̧),

6. Regular and biregular functions in the sense of Fueter - some problems, Annales
Polonici Mathematici, Vol. 59, No. 1, 1994, pp. 53-64 (wspólna z R.M. Porter’em),
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7. Biregular quaternionic functions, Clifford Algebras and Their Applications in Mathe-
matical Physics, Proc. of the Internat. Conf., Deinze, May 3 - 7, 1993, Ed. by F. Brackx
et al., Kluwer Academic Publishers 1993, Dordrecht-Boston-London, Vol. 55, pp. 129-
135 (wspólna z R.M. Porter’em),

8. On Fueter-Hurwitz regular mappings, Dissertationes Mathematicae, Vol. CCCLIII,
Warszawa 1996,

9. Pairs of Clifford algebras of the Hurwitz-type, Proc. of the Internat. Symposium
on Generalizations of Complex Analysis and Their Applications in Physics, Warszawa,
Maj 30 - Czerwiec 1, 1994, Ed. by J.  Lawrynowicz, Banach Center Publications, Vol.
37, PWN-Polish Scientific Publishers, Warszawa 1996, pp. 327-330,

10. Fueter regular mappings and harmonicity, Annales Polonici Mathematici, Vol. 64,
No. 2, pp. 97-114, 1996,

11. Quaternionic condition for the existence of 4-dimensional locally conformally flat
almost Kähler manifolds, Demonstratio Mathematica, Vol. XXXIX, No. 1, pp. 195-202,
2006,

12. On 4-dimensional locally conformally flat almost Kähler manifolds, Archivum
Mathematicum, Tomus 42, No. 3, pp. 215-223, 2006.

13. Quaternionic regular functions in the sense of Fueter and fundamental 2-forms on
4-dimensional almost-Kähler manifold, Journal of Applied Mathematics and Compu-
tational Mechanics, Vol. 12, No. 1, Czestochowa University of Technology, 2013.
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5. OMÓWIENIE ROZPRAWY

Omówienie wyników uzyskanych w w/w monografiach, które stanowia̧ osia̧-
gniȩcie wynikaja̧ce z art. 16 ust. 2 ustawy z dnia 14 marca 2003r. o stopniach
naukowych i tytule naukowym

Wyróżnionym przeze mnie osia̧gniȩciem, który stanowi podstawȩ do wszczȩcia postȩ-
powania habilitacyjnego, sa̧ dwie w/w monografie oparte o cykl artyku lów dotycza̧cych
zagadnień z analizy kwaternionowej i hiperzespolonej.

Celem prac by lo poszerzenie wiedzy n.t. uogólnień pojȩcia holomorficzności na przy-
padek kwaternionowy i inne, poszerzenie wiedzy o kwaternionowych funkcjach regular-
nych w sensie Fuetera, znalezienie kwaternionowych uogólnień: teorii Eells’a i Lémaire’a
odwzorowań harmonicznych, niezmiennika homotopijnego Lichnerowicza, rozwiniȩcia
teorii par Hurwitza i zastosowanie otrzymanych wyników (pewnych) w analizie zespo-
lonej.

WSTȨP

Analiza zespolona jest piȩkna̧ i bogata̧ teoria̧ matematyczna̧. Jej zastosowania sa̧ tak
rozleg le, że trudno wyobrazić sobie wspó lczesna̧ matematykȩ i fizykȩ bez jej aparatu i
g lȩbokich rezultatów. Podstawowym pojȩciem analizy zespolonej jest pojȩcie ,,funkcji
holomorficznej”. Mamy, co jest ogromna̧ zaleta̧ tej teorii, wiele równoważnych warunków
określaja̧cych holomorficzność (istnienie pochodnej zespolonej, równania Cauchy-Rie-
manna, przedstawienie w postaci szeregu potȩgowego, tw. Morery, ...).

Jeżeli jednak posuniemy siȩ o krok dalej w abstrakcji i zamiast cia la liczb zespolonych
C weźmiemy cia lo kwaternionów H, to uogólnienie podstawowych pojȩć i twierdzeń z
analizy zespolonej stanie siȩ prawdziwym problemem. I może w laśnie na tym polega
piȩkno i powab matematyki.

Przybliżymy podstawowa̧ trudność, jaka̧ stanowi uogólnienie pojȩcia holomorficzności
w analizie kwaternionowej.

Oznaczmy przez

q = xo + ix1 + jx2 + kx3, xo, x1, x2, x3∈R

typowy element cia la kwaternionów H, gdzie i, j, k sa̧ jednostkami kwaternionowymi
spe lniaja̧cymi nastȩpuja̧ce warunki:

i2 = j2 = k2 = ijk = −1.

Sprzȩżenie w ciele H określone jest wzorem:

q := xo − ix1 − jx2 − kx3.

Norma ||q|| := (q·q)
1
2 = (q·q)

1
2 , gdzie ”·” oznacza mnożenie kwaternionowe, może być

użyta do wyrażenia elementu odwrotnego: dla q∈H, q ̸=0, mamy

q−1 =
q

||q||2
.
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Przypomnijmy podstawowe fakty. Na pocza̧tek rozpatrzmy nastȩpuja̧ca̧ ,,naturalna̧”
definicjȩ:

Def. 1. Funkcjȩ f : H→H nazywamy (lewo) różniczkowalna̧ w punkcie q, jeżeli istnieje
nastȩpuja̧ca granica

df

dq
(q) := limh→0 h−1[f(q + h) − f(q)].

Na pierwszy rzut oka jest to najbardziej naturalna definicja jaka̧ możemy wzia̧ć pod
uwagȩ szukaja̧c uogólnienia pojȩcia funkcji holomorficznej, lecz prowadzi ona do bardzo
ograniczonej klasy funkcji, mamy bowiem:

Tw. 1. Jeżeli df
dq (q) istnieje dla q∈U⊆H, gdzie U jest zbiorem otwartym w H, to

f(q) = a + qb, a, b∈H.

Rozpatrzmy kolejna̧ naturalna̧ możliwość.
Kwaterniony nie komutuja̧, sta̧d rozsa̧dnym uogólnieniem wyrazu anz

n z analizy
zespolonej jest

aoqa1q...anqan+1, ai∈H, i = 0, 1, 2, ..., n + 1.

Definicja holomorficzności stosuja̧ca sumy takich wyrazów prowadzi jednak do zbyt
ogólnej klasy funkcji, mianowicie sa̧ to rzeczywisto-analityczne odwzorowania z R4 do
R4 [41].

W 1935r. R. Fueter [8] zaproponowa l definicjȩ ,,regularności” (holomorficzności) dla
funkcji kwaternionowych poprzez analogiȩ do równań Cauchy-Riemanna. Oto ona:

Def. 2. Funkcjȩ f := fo + if1 + jf2 + kf3 : U→H nazywamy (lewo) regularna̧
w obszarze U⊆H, jeżeli f jest różniczkowalna w zwyk lym sensie, jako odwzorowanie
zbioru otwartego w R4 w R4 oraz nastȩpuja̧cy warunek:

D+·f =
1

4
(∂o + i∂1 + j∂2 + k∂3)·f = 0

jest spe lniony w U .
Klasa funkcji regularnych w sensie Fuetera wydaje siȩ wyrażać na wiele sposobów

ducha analizy zespolonej w kontekście kwaternionowym. Mamy bowiem analogony
takich twierdzeń jak: Cauchy’ego, wzoru ca lkowego Cauchy’ego, Morery, o przedsta-
wieniu w szereg Laurenta, ... itd., uogólnione w mniej lub bardziej naturalny sposób
[42]. Ze wzglȩdu jednak na nieprzemienność kwaternionów wiele w lasności funkcji ho-
lomorficznych nie może być uogólnionych na funkcje regularne w sensie Fuetera. Na
przyk lad, z lożenie dwóch funkcji regularnych nie jest, w ogólności, funkcja̧ regularna̧.
Fakt ten uniemożliwia zdefiniowanie rozmaitości kwaternionowych (w sensie Fuetera)
za pomoca̧ funkcji przej́scia.

Teoria funkcji regularnych w sensie Fuetera jest stale intensywnie rozwijana. Rozdzia l
I mojej pracy ,,The Fueter-Hurwitz operator and related topics” jest pewnym wk ladem
do tej teorii. Dalej omówiȩ ten wk lad bardziej szczegó lowo.

Mimo, iż zdefiniowanie nietrywialnych rozmaitości kwaternionowych w sposób kla-
syczny (tzn. poprzez funkcje przej́scia) okaza lo siȩ niemożliwe, to poszukiwania w laści-
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wej definicji trwa ly. Rozwia̧zanie problemu nadesz lo po udowodnieniu przez Bergera [1]
w 1955r. nastȩpuja̧cego:

Tw. 2. Grupa holonomii nieredukowalnych rozmaitości Riemannowskich, które nie sa̧
przestrzeniami symetrycznymi, jest zawarta w jednej z nastȩpuja̧cych grup:

SO(n), U(
n

2
), Sp(

n

2
)·Sp(1) := Sp(

n

4
)×Z2Sp(1), Sp(

n

4
),

G2 (n = 7), Spin(7) (n = 8), Spin(19) (n = 16).

Dodajmy, że rozmaitości, których grupa holonomii zawarta jest w SO(n), to zo-
rientowane rozmaitości Riemannowskie. Można o nich udowodnić jedynie ogólne twier-
dzenia dotycza̧ce topologii. Rozmaitości Riemannowskie z grupa̧ holonomii zawarta̧ w
U(n

2 ) to zespolone rozmaitości Kählerowskie. Stanowia̧ one ogromna̧ i bardzo ważna̧
czȩść analizy zespolonej.

Nastȩpne dwie grupy z listy Bergera zwia̧zane sa̧ w laśnie z abstrakcyjna̧ definicja̧
rozmaitości kwaternionowej. Mamy dwie możliwości kwaternionowych analogonów roz-
maitości Kählerowskich.

Niech M bȩdzie spójna̧ rozmaitościa̧ Riemannowska̧ wymiaru 4n. Wówczas ża̧da siȩ
aby grupa holonomii rozmaitości M by la podgrupa̧ albo Sp(n), albo Sp(n)×Z2Sp(1).
Warunek Hol(M)⊆Sp(n) jest równoważny z istnieniem na M równoleg lych (∇· = 0),
określonych globalnie struktur prawie zespolonych I, J,K takich, że IJ = −JI = K. Na
pierwszy rzut oka wydaje siȩ, że warunek Hol(M)⊆Sp(n) jest naturalnym uogólnieniem
pojȩcia rozmaitości Kählerowskiej. Jednakże okazuje siȩ, że jeżeli Hol(M)⊆Sp(n), to
M posiada krzywiznȩ Ricciego równa̧ zero. Zatem bardziej ogólna sytuacja opisywana
jest przez grupȩ Sp(n)×Z2Sp(1). I tak przyjmuje siȩ:

Def. 3. 4n-wymiarowa̧ rozmaitość Riemannowska̧ nazywamy rozmaitościa̧ kwaternio-
nowa̧ (ścíslej - kwaternionowo-Kählerowska̧), jeżeli jej grupa holonomii jest podgrupa̧
grupy Sp(n)×Z2Sp(1) [2].

Najważniejszym i zarazem najbardziej znanym przyk ladem rozmaitości kwaterniono-
wo-Kählerowskiej jest kwaternionowa przestrzeń rzutowa HPn ze standardowa̧ metryka̧
[2]. Badania rozmaitości kwaternionowych stanowia̧ drugi rodzaj analizy kwaternio-
nowej.

Prosty fakt, że kwaterniony sa̧ nieprzemienne nie zawsze jest należycie doceniany.
Rozpatrzmy bowiem nastȩpuja̧cy problem:

Rozwia̧zać w ciele K równanie:

ax + xb = c,

gdzie a, b, c∈K.

Problem ten jest banalny, gdy K jest cia lem liczb rzeczywistych R lub zespolonych
C. Natomiast staje siȩ bardzo trudny w ciele kwaternionów. Rozwia̧zanie poda l R.M.



7

Porter z Meksyku. Wygla̧da ono nastȩpuja̧co:

x =
numerator

denominator
,

numerator = |a|y|a| + |b|y|b| + ayb + ayb, y := ac + cb,

[numerator = 2(ao + bo)acb + ||a||2(ac + cb) + ||b||2(ac + cb)],

donominator = [(ao + bo)2 + (||au|| + ||bu||)2][(ao + bo)2

+ (||au|| − ||bu)2] ̸=0,

a = ao + au = ao + (a1i + a2j + a3k),

⟨a, b⟩ = aobo + ⟨au, bu⟩ = aobo + a1b1 + a2b2 + a3b3, ||a||2 = ⟨a, a⟩.

Powyższe rozwia̧zanie znalezione zosta lo przy użyciu komputera za pomoca̧ programu
specjalnie wymyślonego dla tego problemu.

Przyk lad powyższy doskonale ilustruje trudności, jakie napotykamy w analizie kwa-
ternionowej.

Omówiȩ teraz najważniejsze wyniki zawarte w przedstawianej rozprawie. Zrobiȩ to
dosyć szczegó lowo analizuja̧c poszczególne rozdzia ly moich prac.

THE FUETER-HURWITZ OPERATOR AND

RELATED TOPICS

Rozdzia l I

W tym rozdziale badam problem istnienia odwzorowań biregularnych w sensie Fu-
etera. Poda lem pe lna̧ klasyfikacjȩ liniowych odwzorowań biregularnych (Tw. 1.6.1) oraz
skonstruowa lem rodzinȩ przyk ladów nieliniowych odwzorowań biregularnych [25].

Cia lo H jest rozszerzeniem cia la liczb zespolonych C, a regularność w sensie Fuetera
dla funkcji kwaternionowych jest uogólnieniem holomorficzności funkcji zespolonych,
zatem naturalnym jest szukanie wzajemnych relacji pomiȩdzy tymi dwiema klasami
funkcji. Fueter [9] pokaza l jak skonstruować funkcjȩ regularna̧ stosuja̧c funkcjȩ holo-
morficzna̧ symetrycznie ze wzglȩdu na wszystkie trzy jednostki kwaternionowe. Ja
badam zagadnienie odwrotne, tzn. holomorficzność obciȩć odwzorowań kwaterniono-
wych do p laszczyzn zespolonych.

W klasie różniczkowalnych odwzorowań H⊇A (zbiór otwarty)→H wprowadzi lem ro-
dzinȩ odwzorowań ,,holomorphic on slices”, których obciȩcia do p laszczyzn zespolonych
sa̧ funkcjami holomorficznymi i poda lem pe lna̧ klasyfikacjȩ takich odwzorowań (Tw.
1.4.1) [24].

Nadto roztrzygna̧ lem problem klasyfikacji rozmaitości różniczkowych modelowanych
lokalnie na przestrzeni H i dopuszczaja̧cych istnienie globalnych funkcji regularnych
w sensie Fuetera. Sa̧ to rozmaitości afiniczne (Tw. 1.8.1). Uogólnienie tego faktu
pokazuje, że aby funkcje regularne w sensie Fuetera F : M→N , by ly dobrze zdefiniowane
miȩdzy dwiema rozmaitościami, to M musi być lewo-afiniczna̧ a N - prawo-afiniczna̧
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rozmaitościa̧. Sta̧d rozpatruja̧c zagadnienie biregularności doszed lem do wniosku, że
bardziej naturalnym pojȩciem jest wprowadzone przeze mnie pojȩcie LR-biregularności
(sa̧ to odwzorowania lewo-regularne, dla których odwzorowania odwrotne sa̧ prawo-
regularne). Poda lem pe lna̧ klasyfikacjȩ tego typu odwzorowań (Tw. 1.6.2) [25].

Najistotniejsza̧ cecha̧ kwaternionów jest ich nieprzemienność. Z tego powodu nie
istnieje w klasycznej postaci regu la Leibnitza dla odwzorowań kwaternionowych [24].
Jako ciekawostkȩ (choć niebanalna̧) poda lem pewne wzory (Tw. 1.7.1), które można
uważać za ,,regu lȩ Leibnitza” dla operatorów D+ - regularności i D - antyregularności
w sensie Fuetera.

W przypadku zespolonym w sposób naturalny identyfikujemy funkcje zespolone z
0-formami. Rozważmy operator de Rhama

d : E0
C→E1

C,

gdzie Ek
C oznacza przestrzeń k-form o wartościach zespolonych. Wówczas operator d

daje siȩ roz lożyć na dwie czȩści w sposób nastȩpuja̧cy:

d = ∂ + ∂,

gdzie

∂ : E0
C→E1,0

C , ∂ : E0
C→E0,1

C

i

E1
C = E1,0

C ⊕E0,1
C .

Znajdujȩ analog tego rozk ladu w przypadku kwaternionowym. Analog ten nie jest
prostym uogólnieniem rozk ladu z przypadku zespolonego. Otrzymany rozk lad jest nie-
zależny od wyboru jednostek kwaternionowych.

Nadto poda lem zupe lnie nowy (oryginalny) dowód faktu, że zbieżne szeregi
∑

anq
n

i
∑

qnan, gdzie q, an∈H nie sa̧ funkcjami regularnymi w sensie Fuetera (różnymi od
sta lych) (Tw. 1.5.1).

Rozdzia l II

Problemy rozważane w pocza̧tkowej czȩści tego rozdzia lu zwia̧zane sa̧ z poszuki-
waniem przeze mnie funkcji regularnych w sensie Fuetera na rozmaitościach kwater-
nionowych zdefiniowanych przez warunek Hol(M)⊆Sp(n)×Z2Sp(1). Ze wzglȩdu na
abstrakcyjna̧ definicjȩ rozmaitości kwaternionowej pojawienie siȩ funkcji regularnej w
sensie Fuetera, która wyraża laby jakieś w laściwości samej rozmaitości ba̧dź odwzorowań
miȩdzy takimi rozmaitościami by loby samo w sobie zaskakuja̧ce.

Niech (M, g) i (N,h) bȩda̧ dwiema g ladkimi rozmaitościami Riemannowskimi, o
których zak ladamy, że sa̧: spójne, zwarte, orientowalne i bez brzegu oraz niech m :=
dimR M i n := dimR N .

Dalej, niech Φ : (M, g)→(N,h) bȩdzie g ladkim odwzorowaniem. Jego różniczka dΦ
może być traktowana jako ciȩcie wia̧zki Λ1(Φ−1TN) = T ∗M⊗Φ−1TN . Oznaczmy przez
|dΦ(x)| jej normȩ w punkcie x∈M indukowana̧ przez metryki g i h, tzn. normȩ Hilberta-
Schmidt’a odwzorowania liniowego dΦ(x).
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Jeżeli (xi) oraz (uα) sa̧ lokalnymi uk ladami wspó lrzȩdnych wokó l punktów x oraz
Φ(x), wówczas mamy:

|dΦ|2 = gijhαβΦα
i Φβ

j ,

gdzie (Φα
i ) = (∂Φα

∂xi ) jest lokalna̧ reprezentacja̧ odwzorowania dΦ [6].

Def. 4. Gȩstościa̧ energii odwzorowania Φ nazywamy funkcjȩ

e(Φ) :=
1

2
|dΦ|2.

Energia̧ odwzorowania Φ nazywamy liczbȩ

E(Φ) :=

∫
M

e(Φ)vg.

Zauważmy, że dla dowolnego odwzorowania mamy E(Φ)≥0 oraz, że (E(Φ) = 0) ⇔
(Φ = const.).

W teorii Eells’a i Lémaire’a [6] przyjmuje siȩ nastȩpuja̧ca̧ definicjȩ odwzorowania
harmonicznego:

Def. 5. Odwzorowanie Φ : (M, g)→(N,h) nazywamy harmonicznym ⇔ gdy jest od-
wzorowaniem ekstremalnym dla funkcjona lu energii E(Φ).

Ciekawa̧ i ważna̧ charakteryzacjȩ odwzorowań harmonicznych podali Eells i Baird w
[6]. Użyli do tego pojȩcia ,,tensora napiȩcia i energii” (stress-energy tensor).

Def. 6. Niech Φ : (M, g)→(N,h) bȩdzie g ladkim odwzorowaniem, a e := e(Φ) jego
gȩstościa̧ energii. Wówczas tensorem napiȩcia i energii odwzorowania Φ nazywamy
symetryczny 2-tensor SΦ określony na M i zdefiniowany nastȩpuja̧co:

SΦ := e·g − Φ∗h.

Dla takiego 2-tensora definiujemy jego dywergencjȩ: jeżeli (xi) oznacza lokalny uk lad
wspó lrzȩdnych, to

(div SΦ)i := gjk∇∂jSki.

Eells i Baird [6] udowodnili nastȩpuja̧ce:

Tw. 3. Jeżeli Φ jest odwzorowaniem harmonicznym, to SΦ jest tensorem zacho-
wawczym, tzn. div SΦ = 0. Jeżeli Φ jest różniczkowalna̧ submersja̧ prawie wszȩdzie i
jeżeli div SΦ = 0, to Φ jest harmoniczne.

Nadto Eells i Lémaire zauważyli, że w przypadku gdy (M, g) jest powierzchnia̧
Riemanna i możemy wprowadzić zmienne zespolone, powyższy warunek na harmoni-
czność jest równoważny istnieniu pewnej funkcji holomorficznej. Mówia̧c bardziej pre-
cyzyjnie: jeżeli (M, g) jest powierzchnia̧ Riemanna i g = g0dzdz, wówczas

(div SΦ = 0)⇔(
∂

∂z
⟨Φz,Φz⟩ = 0),



10

gdzie Φz := 1
2 (Φx − iΦy), a ⟨, ⟩ jest kompleksyfikacja̧ metryki h.

Stosuja̧c dalej w lasności funkcji holomorficznych Eells i Lémaire udowodnili wiele in-
nych twierdzeń o odwzorowaniach harmonicznych określonych na powierzchi Riemanna
[6].

Po przestudiowaniu teorii Eells’a i Lémaire’a nasuna̧ l mi siȩ pomys l przeanalizowania
warunku Eells’a i Lémaire’a na harmoniczność w przypadku 4-wymiarowych rozmaitości
kwaternionowych.

I tak, rozważmy 4-wymiarowe rzeczywiste rozmaitości Riemannowskie M , które sa̧
lokalnie konforemnie p laskie (np. sfera S4≡HP1 lub torus T 4≡H/Z4), tzn. w otoczeniu
każdego punktu p∈M istnieje taki uk lad lokalnych wspó lrzȩdnych (xo, x1, x2, x3), że
metrykȩ g można przedstawić w postaci:

g = goR[(dxo)2 + (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2],

gdzie goR jest rzeczywista̧, dodatnia̧, C∞-funkcja̧ określona̧ w otoczeniu punktu p.
Zdefiniujmy lokalna̧ wspó lrzȩdna̧ kwaternionowa̧:

q := xo + ix1 + jx2 + kx3,

wówczas kwaternionowa postać metryki g jest nastȩpuja̧ca:

g = goR[dq⊗dq + dq1⊗dq1 + dq2⊗dq2 + dq3⊗dq3].

Użylísmy poniższych ,,sprzȩżeń kwaternionowych”:

q = xo − ix1 − jx2 − kx3,

q1 = xo + ix1 − jx2 − kx3,

q2 = xo − ix1 + jx2 − kx3,

q3 = xo − ix1 − jx2 + kx3.

Dalej, niech Φ : (M4, g)→(N4n, h) bȩdzie odwzorowaniem g ladkim. W rozpatry-
wanym przypadku można obliczyć tensor napiȩcia-energii dla Φ we wspó lrzȩdnych kwa-
ternionowych. Ma on nastȩpuja̧ca̧ postać:

SΦ = ⟨Φq,Φq⟩[dqdq + dq1dq1 + dq2dq2 + dq3dq3]

− [dq⟨Φq,Φq1⟩dq1 + dq1⟨Φq,Φq1⟩1dq + dq2⟨Φq,Φq1⟩2dq3

+ dq3⟨Φq,Φq1⟩3dq2]

− [dq⟨Φq,Φq2⟩dq2 + dq2⟨Φq,Φq2⟩2dq + dq1⟨Φq,Φq2⟩1dq3

+ dq3⟨Φq,Φq2⟩3dq1]

− [dq⟨Φq,Φq3⟩dq3 + dq3⟩Φq,Φq3⟩3dq + dq1⟨Φq,Φq3⟩1dq2

+ dq2⟨Φq,Φq3⟩2dq1],

gdzie ⟨·, ·⟩ oznacza rozszerzenie metryki h na skwaternionizowana̧ wia̧zkȩ styczna̧
THN := TN⊗RH.
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Zgodnie z powyższym wzorem możemy zdefiniować cztery tensory So, S1, S2, S3,
każdy odpowiadaja̧cy jednej linijce tak, że S = So + S1 + S2 + S3.

Znalezienie kwaternionowej postaci tensora napiȩcia-energii daje ciekawa̧ charaktery-
zacjȩ odwzorowań konforemnych, mianowicie:

Tw. 4.

(Φ jest konforemne)⇔(S1 = S2 = S3 = 0)

⇔(SΦ jest tensorem Q-Hermitowskim)⇔(Φ jest Q-holomorficzne).

Otrzymalísmy wiȩc uogólnienie twierdzenia Eells’a-Lémaire’a na przypadek 4-wymia-
rowy, gdzie pojȩcia z analizy zespolonej, takie jak Hermitowskość i holomorficzność
zosta ly zasta̧pione przez ich kwaternionowe uogólnienia.

Maja̧c kwaternionowa̧ postać tensora napiȩcia-energii znajdujemy szereg kwaternio-
nowych warunków na harmoniczność odwzorowań. Na przyk lad:

Tw. 5. Niech Φ : (M4, g)→(N4n, h) bȩdzie g ladkim odwzorowaniem miȩdzy dwiema
g ladkimi rozmaitościami Riemannowskimi. Za lóżmy, że M4 jest lokalnie konforemnie
p laska i dimRM4 = 4, dimRN4n = 4n. Jeżeli Φ jest harmoniczne, wówczas Φ spe lnia
nastȩpuja̧cy uk lad równań:

Re{∇ ∂
∂q
⟨Φq,Φq⟩ − ∇ ∂

∂q
⟨Φq,Φq1⟩ − ∇ ∂

∂q
⟨Φq,Φq2⟩

− ∇ ∂
∂q
⟨Φq,Φq3⟩ = 0,

Re{i[∇ ∂
∂q
⟨Φq,Φq1⟩ − ∇ ∂

∂q1
⟨Φq,Φq⟩ + ∇ ∂

∂q
⟨Φq,Φq3⟩

+ ∇ ∂
∂q
⟨Φq,Φq2⟩]} = 0,

Re{j[∇ ∂
∂q
⟨Φq,Φq2⟩ + ∇ ∂

∂q
⟨Φq,Φq3⟩ − ∇ ∂

∂q2
⟨Φq,Φq⟩

+ ∇ ∂
∂q
⟨Φq,Φq1⟩]} = 0,

Re{k[∇ ∂
∂q
⟨Φq,Φq3⟩ + ∇ ∂

∂q
⟨Φq,Φq2⟩ + ∇ ∂

∂q
⟨Φq,Φq1⟩

− ∇ ∂
∂q3

⟨Φq,Φq⟩]} = 0.

Co wiȩcej, jeżeli Φ jest różniczkowalna̧ submersja̧ prawie wszȩdzie i powyższy uk lad
jest spe lniony, to Φ jest harmoniczne (Propozycja 2.6.5).

W wyniku dalszych rozważań otrzyma lem nastȩpuja̧ce uogólnienie rezultatu Eells’a
i Lémaire’a w przypadku kwaternionowym:

Tw. 6. Niech Φ : (M4, g)→(N4n, h) bȩdzie g ladkim odwzorowaniem pomiȩdzy dwie-
ma g ladkimi rozmaitościami Riemannowskimi. Dalej, niech (M4, g) bȩdzie lokalnie kon-
foremnie p laska oraz dimRM4 = 4 i dimRN4n = 4n. Za lóżmy, że

Re[D·(Gm − imGo)] = 0,

gdzie
Gm := ⟨Φm,Φo⟩+i⟨Φm,Φ1⟩ + j⟨Φm,Φ2⟩ + k⟨Φm,Φ3⟩,
m = 0, 1, 2, 3; io = 1, i1 = i, i2 = j, i3 = k.
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Jeżeli Φ jest harmoniczne wówczas funkcja

FΦ := Fo + iF1 + jF2 + kF3 =
1

2
(|Φo|2 − |Φ1|2 − |Φ2|2 − |Φ3|2)

+ i⟨Φo,Φ1⟩ + j⟨Φo,Φ2⟩ + k⟨Φo,Φ3⟩

jest antyregularna w sensie Fuetera. Co wiȩcej, jeżeli Φ jest różniczkowalna̧ submersja̧
prawie wszȩdzie i funkcja FΦ jest antyregularna w sensie Fuetera, to Φ jest harmoniczne
(Tw. 2.6.2).

Mimo pewnej ,,trywialności” tezy odwrotnej, dopisa lem ja̧ celowo, by zachować formȩ
uogólnionego twierdzenia Eells’a-Lémaire’a (Twierdzenie 2.6.1).

* * *

W 1969r. A. Lichnerowicz [31] znalaz l g ladki niezmiennik homotopijny K(Φ) dla
odwzorowań Φ : M→N , gdzie M jest specjalna̧ rozmaitościa̧ prawie Hermitowska̧, a N -
rozmaitościa̧ prawie Kählerowska̧. Lichnerowicz zdefiniowa l swój niezmiennik używaja̧c
form Kählerowskich rozpatrywanych rozmaitości nastȩpuja̧co:

K(Φ) :=

∫
M

⟨ωM ,Φ∗ωN ⟩dVM .

Lichnerowicz pokaza l także, że niezmiennik K(Φ) może być wyrażony przy pomocy
dwóch ,,czȩściowych” energii E′(Φ) i E”(Φ) zwia̧zanych w sposób naturalny z danym
odwzorowaniem:

K(Φ) = E′(Φ)−E”(Φ),

E′(Φ) :=

∫
M

e′(Φ)dVM , E”(Φ) :=

∫
M

e”(Φ)dVM ,

e′(Φ) := |∂Φ|2 = gijhαβΦα
i Φβ

j , e”(Φ) := |∂Φ|2 = gijhαβΦα
j

Φβ

i
.

Uda lo mi siȩ uogólnić niezmiennik homotopijny Lichnerowicza na przypadek rozmai-
tości kwaternionowych [23] wykorzystuja̧c stary pomys l ,,kwaternionowej” formy Kähle-
rowskiej pochodza̧cy od Martinelliego [37].

Zauważy lem, że idea konstrukcji niezmiennika K(Φ) może być zastosowana w wielu
bardzo różnych przypadkach. I tak, przy odpowiednio ogólnych za lożeniach niezmien-
nik homotopijny Kξ,η można zdefiniować dla g ladkich odwzorowań Φ : (M, g)→(N,h)
pomiȩdzy rozmaitościami Riemannowskimi, które dopuszczaja̧ zdefiniowane ,,kanonicz-
nie” p-formy ξ∈ΛpM i η∈ΛpN graja̧ce rolȩ Kählerowskich 2-form z analizy zespolonej.

Zauważy lem również, że w przypadku rozmaitości Riemannowskich z grupa̧ holonomii
z listy Bergera [1], takie formy zawsze istnieja̧ i moga̧ być użyte do definicji niezmiennika
homotopijnego bez żadnych dodatkowych za lożeń.

W szczególności pokaza lem, że nawet w przypadku grupy U(n) (przypadek zespo-
lony) niezmiennik Lichnerowicza jest tylko pierwszym z serii możliwych do zdefiniowania
niezmienników homotopijnych [23]. Także godnym zauważenia jest fakt, że w przy-
padku form ξ i η maksymalnego stopnia (równego wspólnemu wymiarowi rozpatrywa-
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nych rozmaitości) niezmiennik Kξ,η daje siȩ wyrazić poprzez stopień odwzorowania Φ z
dok ladnościa̧ do sta lej zależnej od V ol(N) [23].

Jako zastosowanie niezmienników homotopijnych wprowadzonych w mojej pracy udo-
wodni lem szereg twierdzeń o homotopijności pewnych klas g ladkich odwzorowań Φ :
M→N , gdzie M i N sa̧ rozmaitościami z G-strukturami z listy Bergera, m.in. nastȩpuja̧-
ce:

Tw. 8. Każda immersyjna kwaternionowa podrozmaitość rozmaitości kwaternionowo-
Kählerowskiej (N4n, h), która jest izometryczna z HP1 definiuje nietrywialny element
w grupie homotopii π4(N4n) [23].

Powyższe twierdzenie jest uogólnieniem klasycznego twierdzenia Wu [43]. Rezultat
Wu dotyczy l przypadku, gdy (N4n, h) jest kwaternionowa̧ przestrzenia̧ rzutowa̧ HPm ,
a Φ : HP1→HPm jest kanoniczna̧ immersja̧ kwaternionowej prostej rzutowej.

Rozdzia l III

Okazuje siȩ, że zarówno analiza zespolona, jak również analiza kwaternionowa w
sensie Fuetera, sa̧ szczegó lnymi przypadkami ogólnej analizy w tzw. teorii ,,par Hur-
witza” [32] - [36]. Teoria ta ma swoje źród lo w tzw. ,,problemie Hurwitza”, który można
przedstawić nastȩpuja̧co.

Rozważmy dwie rzeczywiste przestrzenie wektorowe S i V wyposażone w rzeczywiste
iloczyny skalarne < ·, · >S i < ·, · >V . Za lóżmy, że dimRS = p, dimRV = n, p≤n.
Spytajmy, dla jakich p i n istnieje biliniowe odwzorowanie f : S×V→V (zwane ,,mnoże-
niem” elementów przestrzeni S przez elementy przestrzeni V ) takie, że spe lniony jest
nastȩpuja̧cy warunek:

||f(s, v)||V = ||s||S ·||v||V ,

zwany ,,warunkiem Hurwitza”.
Ciekawym jest, że w przypadku, gdy p = n jedynym rozwia̧zaniem jest:

n = 1, 2, 4, 8.

A to oznacza, że dla n = 1 mamy V≡R, dla n = 2 - V≡C, a dla n = 4 - V≡H i w
końcu, dla n = 8 - V≡O (oktoniony).

W przypadku, gdy S ̸=V (tzn. p ̸=n) rozwia̧zanie poda l Hurwitz [11]. Natomiast,
jeżeli weźmiemy trzy różne przestrzenie wektorowe S, V oraz W o wymiarach odpo-
wiednio p, n i r oraz za lożymy istnienie biliniowego odwzorowania f : S×V→W z
w lasnościa̧

||f(s, v)||W = ||s||S ·||v||V ,

to problem Hurwitza pozostaje nadal otwarty.

Przypomnijmy definicjȩ ,,pary Hurwitza”.

Def. 7. Niech S i V bȩda̧ rzeczywistymi przestrzeniami wektorowymi wyposażonymi w
niezdegenerowane pseudo-Euklidesowe rzeczywiste iloczyny skalarne < ·, · >S i < ·, · >V

maja̧ce standardowe w lasności.

Przez ,,mnożenie” elementów przestrzeni S przez elementy przestrzeni V rozumiemy
biliniowe odwzorowanie ◦ : S×V→V o nastȩpuja̧cych w lasnościach:
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i) ||a◦f ||2V = ||a||2S ·||f ||2V - warunek Hurwitza, dla a∈S, f∈V,
ii) istnieje element jednostkowy ϵo w S ze wzglȩdu na to mnożenie,

tzn. ϵo◦f = f dla każdego f∈V .

Co wiȩcej, ża̧damy ,,nieredukowalności” mnożenia ◦ : S×V→V , co oznacza, że nie
pozostawia ono niezmienniczymi podprzestrzeni w laściwych przestrzeni V .

Jeżeli to ma miejsce, to taka̧ trójkȩ (S, V, ◦) nazywamy pseudo-Euklidesowa̧ para̧
Hurwitza [32 - 36].

Zauważmy, że iloczyn a◦f jest jednoznacznie wyznaczony przez tablicȩ mnożenia
dla wektorów bazowych: mianowicie, jeżeli (ϵα) stanowi bazȩ w S, a (ej) - bazȩ w V ,
wówczas tablica ta wygla̧da nastȩpuja̧co:

ϵα◦ej = Ck
αjek, α = 1, ..., p = dim S, j, k = 1, ..., dim V.

Warunek Hurwitza jest równoważny nastȩpuja̧cemu warunkowi macierzowemu:

CαC
+
β + CβC

+
α = 2ηαβIn,

gdzie
Cα := [Ck

αj ], C+
α := κCT

α κ
−1,

κ := [κjk] := [(ej , ek)V ], η := [ηαβ ] := [(ϵα, ϵβ)S ].

Niech (S, V, ◦) bȩdzie para̧ Hurwitza. Rozważmy różniczkowalne w sposób cia̧g ly
odwzorowanie f określone na otwartym zbiorze Ω⊆S o wartościach w V : f : Ω→V .
Można je przedstawić nastȩpuja̧co:

f(x⃗) = f(xαϵα) = fk(x⃗)ek, x⃗∈S.

Definiujemy uogólniony operator Fuetera D+ jako:

D+ := ϵα∂
α, ∂α :=

∂

∂xα
, α = 1, ..., p = dimRS.

Odwzorowanie f wprowadzone wyżej nazywamy regularnym w sensie Fuetera-Hurwi-
tza, jeżeli spe lnia równanie Fuetera-Hurwitza:

D+◦f = 0,

gdzie ”◦” oznacza mnożenie Hurwitza.
Dodajmy jeszcze, że każdy uogólniony operator Hurwitza D+ posiada swoje ,,sprzȩże-

nie” D := ϵ+α∂
α, gdzie elementy ϵ+α zdefiniowane sa̧ nastȩpuja̧co:

ϵ+α◦ej := C+k
αj ek.

Operatory D i D+ posiadaja̧ nastȩpuja̧ca̧ w lasność: jeżeli f jest regularne, to D◦f jest
także regularne, tzn. D◦D+◦f = D+◦D◦f . Co wiȩcej:

D◦D+ = D+◦D = ηαβ∂
α∂β .
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Przedstawiȩ teraz najważniejsze moje wyniki w teorii par Hurwitza.

Problem 1. Znaleźć jakiekolwiek rozwia̧zanie równania Fuetera-Hurwitza (różne od
sta lej).

Problem nie jest  latwy. Już w przypadku kwaternionowym, najprostszym (poza
zespolonym), żadna ,,prosta” funkcja typu: qn, eq, log|q| itp. nie jest rozwia̧zaniem
równania Fuetera.

W ogólnym przypadku sytuacja jest jeszcze bardziej skomplikowana. Niech (S, V, ◦)
oznacza parȩ Hurwitza. Zauważmy przede wszystkim, że równanie Fuetera-Hurwitza
może być zapisane w nastȩpuja̧cej postaci:

(*) (
∑p−1

α=1
ϵα∂

α + ϵp∂
p)◦f = 0,

gdzie f = fkek jest odwzorowaniem z S w V , a ϵp może być wybrany jako element
jednostkowy w S, tzn. ϵp◦ek = ek, k = 1, ...,dim V (ϵp≡ϵ0).

Korzystaja̧c z postaci (*) równania Fuetera-Hurwitza i stosuja̧c kilka trików tech-
nicznych znajdujemy krok po kroku rozwia̧zania wielomianowe.

Definiujemy odwzorowanie F1 : S→V jako:

F1(x, t) := F1(x, t⃗1, ..., t⃗n)

:=
∑n

k=1
(
∑p−1

β=1
tβkϵβ)◦xpek −

∑n

k=1
(
∑p−1

γ=1
tγkx

γ)ek,

gdzie t⃗k := (tβk), tβk∈R, β = 1, ..., p − 1, k = 1, ..., n sa̧ dowolnymi parametrami.
Ponieważ ϵβ◦ek = Cm

βkem, wiȩc odwzorowanie F1 jest dobrze zdefiniowane dla każdego

uk ladu parametrów (t⃗1, ..., t⃗n)∈ Rp−1×...×Rp−1︸ ︷︷ ︸
n

.

F1 jest wielomianem jednorodnym stopnia 1 w zmiennych xγ , γ = 1, ..., p i spe lnia
równanie Fuetera-Hurwitza.

Aby znaleźć wielomiany jednorodne dowolnego stopnia m > 1 w zmiennych xγ ,
postȩpujemy nastȩpuja̧co.

Przede wszystkim zauważamy, że

F1(x, t⃗1, ..., t⃗n) =
∑n

k=1
(xpt⃗k− < t⃗k, x⃗ >)◦ek,

gdzie

t⃗k :=
∑p−1

α=1
tαk ϵα, k = 1, ..., n, x⃗ :=

∑p−1

β=1
xβϵβ ,

a < ·, · > oznacza standardowy iloczyn skalarny w Rp−1.
Wprowadzaja̧c formalne oznaczenia:

(t⃗k)◦m := t⃗k...t⃗k︸ ︷︷ ︸
m

(t⃗k)◦m◦ek := t⃗k...t⃗k︸ ︷︷ ︸
m-1

◦(t⃗k◦ek) := (t⃗k)◦(m−1)◦(t⃗k◦ek),

(ϵp)◦m := ϵp, ϵp◦ek = ek, t⃗kϵp = t⃗k, k = 1, ..., n,
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definiujemy

Fm(x, t) := Fm(x, t⃗1, ..., t⃗n) :=
∑n

k=1
[xpt⃗k− < t⃗k, x⃗ > ϵp]◦m◦ek.

Fm sa̧ dobrze zdefiniowanymi odwzorowaniami z S do V dla każdego uk ladu para-
metrów (t⃗1, ..., t⃗n)∈Rp−1×...×Rp−1︸ ︷︷ ︸

n

i dla każdego m = 1, 2, .... Co wiȩcej, Fm jest wielo-

mianem jednorodnym stopnia m w zmiennej x∈S oraz Fm spe lnia równanie Fuetera-
Hurwitza [28].

Maja̧c rozwia̧zania wielomianowe dowolnego stopnia w nastȩpnym kroku znajdujemy
rozwia̧zanie wyk ladnicze:

(E) exp[
∑n

k=1
(xpt⃗k− < t⃗k, x⃗ >)◦ek] :=

∑∞

s=0

1

s!
Fs(x, t).

Ogólne rozwia̧zanie równania Fuetera-Hurwitza jest dane poprzez superpozycjȩ roz-
wia̧zań specjalnych (E) sca lkowanych po parametrach t⃗1, ..., t⃗n, t⃗k = (t1k, ..., t

p−1
k ), k =

1, ..., n, zatem wygla̧da nastȩpuja̧co:

Φ(x) :=

∫ +∞

−∞
...

∫ +∞

−∞
A(t⃗1, ..., t⃗n)exp[

∑n

k=1
(xpt⃗k− < t⃗k, x⃗ >)◦ek]dt

z odpowiednim ja̧drem A(t⃗1, ..., t⃗n).
Dalsze szczegó ly dotycza̧ce rozwia̧zań równania Fuetera-Hurwitza, a w tym jego

reprezentacji Fourierowskiej, pomijam, by nie przed lużać tego tematu i przejdȩ do
nastȩpnych kwestii.

* * *

Analiza zespolona, jak również analiza kwaternionowa w sensie Fuetera, sa̧ szczegól-
nymi przypadkami analizy w teorii par Hurwitza. Aby uzasadnić takie stwierdzenie,
poda lem odpowiedniki podstawowych pojȩć i twierdzeń analizy zespolonej w analizie
Fuetera-Hurwitza.

Przypadek kwaternionowy, pod wzglȩdem ,,technicznym” i rachunkowym, jest bardzo
trudny. Skala trudności, w przypadku ogólnym, teorii par Hurwitza, zwiȩksza siȩ jeszcze
bardziej. Przedstawiȩ to na przyk ladzie poszukiwania odpowiedników nastȩpuja̧cych
twierdzeń: Cauchy’ego i wzoru ca lkowego Cauchy’ego.

Zacznȩ od uogólnienia pojȩcia ,,indeksu”.
Niech (S, V, ◦) bȩdzie para̧ Hurwitza. Zdefiniujemy pewna̧ (p - 1)-formȩ w S, która

bȩdzie grać rolȩ ja̧dra. Przyjmujemy:

Kx :=
∑p

i=1
(−1)i−1ϵidx

1∧...∧d̂xi∧...dxp,

gdzie (ϵi) jest baza̧ w S, symbol ·̂ oznacza, że odpowiedni wyraz jest pominiȩty. Kx

jest dobrze zdefiniowana̧ (p - 1)-forma̧ w S.
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Def. 8. Niech Γ bȩdzie (p - 1)-cyklem w S\{xo}, xo - wyróżniony punkt w S. Defi-

niujemy indeks punktu xo wzglȩdem Γ i dowolnego ustalonego wektora l⃗∈V nastȩpuja̧co:

IndΓ,⃗l (xo) :=
1

σp−1

∫
Γ

(x− xo)+

||x− xo||p
◦(Kx◦⃗l),

gdzie x+ := ϵ+αx
α, a σp−1 oznacza (p - 1)-objȩtość (p - 1)-sfery jednostkowej Sp−1 [27].

Przyk lad tak zdefiniowanego indeksu pokazuje nastȩpuja̧cy:

Lemat 1. Niech Γ = Sr
p−1 bȩdzie (p - 1)-sfera̧ o promieniu r (i orientacji indukowanej

z Rp) traktowana̧ jako cykl w S\{0} [27], wówczas

IndΓ,⃗l (0) = l⃗.

Dowodzimy (co nie jest oczywiste), że:

1. Indeks IndΓ,⃗l (xo) zależy jedynie od klasy homologii cyklu Γ w S\{xo}.

2. IndΓ,⃗l (xo) ∈ Z·⃗l, Z - oznacza zbiór liczb ca lkowitych.

3. IndΓ,⃗l (xo), jako funkcja punktu xo, jest sta la̧ na każdej spójnej

sk ladowej zbioru S\{Γ}.

Zauważmy, że IndΓ,⃗l (xo) = k·⃗l, k∈Z. Ponieważ k nie zależy od l⃗ ̸= 0, zatem możemy

przyja̧ć nastȩpuja̧ca̧ definicjȩ:

IndΓ (xo) := k

tak, że

IndΓ,⃗l (xo) = IndΓ (xo)·⃗l.

Tw. 9 (uogólniony wzór ca lkowy Cauchy’ego). Niech f : Ω→V , gdzie Ω jest
zbiorem otwartym w S, bȩdzie odwzorowaniem regularnym w sensie Fuetera-Hurwitza,
a Γ - (p - 1)-cyklem homologicznie trywialnym w Ω. Wówczas dla każdego xo ∈ Ω\{Γ}
mamy:

IndΓ (xo)·f(xo) =
1

σp−1

∫
Γ

(x− xo)+

||x− xo||p
◦[Kx◦f(x)].

Tw. 10 (uogólnione tw. Cauchy’ego). Jeżeli f jest odwzorowaniem regularnym
w sensie Fuetera-Hurwitza w obszarze Ω⊆S, f : Ω→V , a Γ jest (p - 1)-wymiarowym
cyklem homologicznym zeru w Ω, wówczas∫

Γ

Kx◦f(x) = 0.

Uwaga 1. Zasada maksimum, twierdzenie o wartości g lównej (mean value property),
jak i wiele innych klasycznych twierdzeń maja̧ swoje analogony w analizie odwzorowań
regularnych w sensie Fuetera-Hurwitza.
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Jak pokazuja̧ powyższe przyk lady konstrukcja ogólnej analizy Fuetera-Hurwitza wy-
maga jedynie definicji pary Hurwitza. Wszystko poza tym ,,robi siȩ” korzystaja̧c z
wewnȩtrznej struktury danej pary Hurwitza.

Warto zaznaczyć, że pojȩcie pary Hurwitza okaza lo siȩ być ważnym narzȩdziem.
Jest ono ścísle zwia̧zane z teoria̧ algebr Clifforda, stanowi podstawȩ ogólnej analizy
(której przypadkami szczególnymi sa̧: analiza zespolona i analiza kwaternionowa w
sensie Fuetera) oraz posiada wiele zwia̧zków z fizyka̧ teoretyczna̧ [29, 34, 35].

* * *

W kolejnej czȩści moich rozważań uogólni lem pojȩcie struktury superzespolonej wpro-
wadzonej w [35] na pseudo-Euklidesowe pary Hurwitza [15]. Opisujȩ podstawowe al-
gebraiczne i geometryczne w lasności tych struktur i znajdujȩ warunek konieczny i wys-
tarczaja̧cy dla ich istnienia [15].

W skrócie teoriȩ tȩ można przedstawić nastȩpuja̧co.
Punktem wyj́scia jest:

Def. 9. Przestrzenia̧ wektorowa̧ typu Hurwitza E dla pseudo-Euklidesowej przestrzeni
wektorowej (V, κ) jest p-wymiarowa podprzestrzeń przestrzeni End (V, κ) endomor-
fizmów przestrzeni (V, κ) sk ladaja̧ca siȩ ze wszystkich endomorfizmów E, które nie
pozostawiaja̧ niezmienniczymi podprzestrzeni w laściwych przestrzeni V oraz spe lniaja̧
warunek:

(Ef,Ef)V = ||E||2(f, f)V dla f∈V, E∈E,

gdzie norma ||E|| := (Tr ETE)
1
2 , jest przedstawiona w dowolnej macierzowej reprezen-

tacji endomorfizmu E dla ustalonej ortonormalnej bazy (ej) w V . Za lóżmy jeszcze, że
E zawiera endomorfizm identycznościowy Eo.

Rozważmy dalej uk lad {γα}, p - 1 urojonych, n×n macierzy określonych poprzez
wzory:

γαγβ + γβγα = 2η̂αβIn, α, β = 1, ..., p, α, β ̸=t,

γ+
α = −γα, Re γα = 0, α = 1, ..., p, α ̸=t,

γ+
α : = κγT

ακ
−1,

gdzie In jest n×n macierza̧ jednostkowa̧, a η̂αβ określone jest nastȩpuja̧co:

η̂αβ := ηαβ/ηtt.

Wybierzmy endomorfizmy bazowe {Eo, Eα}, α = 1, ..., p, p ̸=t w E tak, że

Eoej = ej , Eαej = iγk
jαek, α = 1, ..., p, α ̸=t, j, k = 1, ..., n,

gdzie i oznacza jednostkȩ urojona̧.
Rozważmy teraz ustalony kierunek ñ w E zwia̧zany z endomorfizmami Eα, α =

1, ..., p, α ̸=t. Definiujemy ten kierunek nastȩpuja̧co:

ñ :=
∑p

α=1, α ̸=t
Eαn

α,
∑p

α, β=1; α, β ̸=t
η̂αβn

αnβ = 1,
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gdzie (nα) jest uk ladem p - 1 liczb rzeczywistych. Zauważmy, że

ñ2 = −Eo.

Co wiȩcej, endomorfizm ñ reprezentowany jest w bazie (ej) za pomoca̧ macierzy

J := inαγα

o w lasności:
J2 = −In.

Oznaczmy przez O(k, l) grupȩ ortogonalnych transformacji przestrzeni (V, κ), gdzie
κ = diag ( 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸

k

−1, ...,−1︸ ︷︷ ︸
l

). Mamy J∈O(k, l).

Problem 2. Dla jakich par (k, l) dodatnich liczb ca lkowitych istnieje macierz J∈O(k, l)
taka, że J2 = −In, n = k + l?

Odpowiedź dana jest poprzez nastȩpuja̧ce:

Tw. 11. Niech

κ =

(
Ik 0
0 −Il

)
, k, l ̸=0.

Jeżeli J∈O(k, l) i J spe lnia warunek J2 = −In, n = k + l, wówczas:

1) J ma postać:

J =

(
A C
CT B

)
,

gdzie A∈M(k), A ̸=0, AT = −A; B∈M(l), B ̸=0, BT = −B;
C∈M(l×k) oraz macierze A,B,C spe lniaja̧ warunki:
a) ATA − CTC = Ik,
b) ATC − CTB = 0,
c) BTB − CTC = Il.

2) Liczby k i l musza̧ być parzyste.

Najprostszym przyk ladem J jest nastȩpuja̧ca macierz:

Jo =



0 1 0 0 .... 0 0
−1 0 0 0 .... 0 0
0 0 0 1 .... . .
0 0 −1 0 .... . .
. . . . .... . .
. . . . .... . .
0 0 . . .... 0 1
0 0 . . .... −1 0


.

Dowodzȩ, że zbiór wszystkich macierzy J spe lniaja̧cych warunki : J∈O(k, l), J2 =
−In, n = k + l, jest postaci:

J = RJoR−1, gdzie R∈O(k, l).
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Wykorzystuja̧c opisany wyżej pomys l struktury superzespolonej podajȩ efektywna̧
konstrukcjȩ zespolonego iloczynu skalarnego w przestrzeni V danej pseudo-Euklidesowej
pary Hurwitza (S, V, ◦) [15]. Ten wynik jest odpowiednikiem w teorii par Hurwitza tzw.
,,lifting theorem” pochodza̧cego od Fröhlich’a i Mc Evett’a [7].

W czȩści końcowej tego rozdzia lu pokazujȩ istnienie odwzorowania biliniowego ⋆ :
C(QS)×C(QV )→C(QV ), gdzie (S, V, ◦) jest dana̧ para̧ Hurwitza, a C(QB) oznacza
algebrȩ Clifforda nad przestrzenia̧ wektorowa̧ B wyposażona̧ w formȩ kwadratowa̧ QB ,
które to (odwzorowanie) powoduje, że nastȩpuja̧cy diagram:

S×V
◦−Hurwitz multiplication−−−−−−−−−−−−−−−−→ V

iS×iV

y yiV

C(QS)×C(QV )
⋆ = ?−−−−→ C(QV )

jest przemienny (tutaj iB : B→C(QB) oznacza kanoniczne w lożenie).
G lówny rezultat tej czȩści to:

Tw. 12. Niech S i V bȩda̧ rzeczywistymi przestrzeniami wektorowymi wyposażonymi w
niezdegenerowane formy kwadratowe, odpowiednio QS i QV . Oznaczmy przez CC(QS)
(odpowiednio - CC(QV )) zespolona̧ algebrȩ Clifforda dla przestrzeni (S,QS) (odpowie-
dnio (V,QV )). Za lóżmy, że istnieje biliniowe odwzorowanie

⋆ : CC(QS)×CC(QV )→CC(QV ),

które spe lnia nastȩpuja̧cy warunek:

(N) NV (xS⋆yV ) = NS(xS)NV (yV ), xS∈ΓS , yV ∈ΓV ,

gdzie Γ oznacza grupȩ Clifforda, a N jest norma̧ spinorowa̧.
Wówczas ⋆ jest generowane przez mnożenie Hurwitza, tzn. ⋆|S×V = ◦, gdzie ◦ :

S×V→V jest biliniowym odwzorowaniem takim, że ||s◦v||V = ||s||S ·||v||V dla wszy-
stkich s∈S i wszystkich v∈V [15].

Rezultat powyższy jest uzupe lniony przyk ladem biliniowego odwzorowania
� : CC(QS)×CC(QV )→CC(QV ), które nie spe lnia warunku (N).

SOME PROBLEMS OF QUATERNIONIC ANALYSIS

Uwaga

Praca ta jest w laściwie wstȩpem, wprowadzeniem do tematyki ksia̧żki ,,The Fueter-
Hurwitz operator and related topics”. Zawiera podstawowe pojȩcia i podstawowe fakty
z tzw. analizy kwaternionowej. Rozdzia ly I - III, zawieraja̧ rzeczy znane lub prawdopo-
dobnie znane, zosta ly napisane specjalnie z myśla̧, by przedstawić fundamety tej nie-
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znanej powszechnie teorii matematycznej. Nie oznacza to jednak, iż pewne, przed-
stawione dowody, nie sa̧ oryginalne. Omawiaja̧c wyniki z tej pracy skupiȩ siȩ wy la̧cznie
na tych, które z pewnościa̧ sa̧ wy la̧cznie mojego autorstwa.

Rozdzia l III

W tym rozdziale przedstawi lem alternatywna̧ definicjȩ holomorficzności dla funkcji
kwaternionowych, tzw. Q-holomorficzność (alternatywna̧ w stosunku do pojȩcia funkcji
regularnej w sensie Fuetera) i pokaza lem dwie w lasności odwzorowań Q-holomorficz-
nych, które nie maja̧ odpowiedników w analizie zespolonej.

W Rozdziale I definiujȩ pojȩcie struktury prawie kwaternionowej, jako uogólnienie
struktury prawie zespolonej, w sposób nastȩpuja̧cy:

Def. 1. Niech V bȩdzie rzeczywista̧ przestrzenia̧ wektorowa̧. Struktura̧ prawie kwa-
ternionowa̧ H na V nazywamy uk lad 2 struktur prawie zespolonych {I, J} takich, że

IJ + JI = 0, I2 = J2 = −Id (IJ = −JI),

gdzie Id oznacza endomorfizm identycznościowy na V .

Stosuja̧c pojȩcie struktury prawie kwaternionowej definiujȩ pojȩcie odwzorowania
Q-holomorficznego.

Def. 2. Niech V = (V,HV ) i W = (W,HW ) bȩda̧ rzeczywistymi przestrzeniami
wektorowymi wyposażonymi w struktury prawie kwaternionowe, odpowiednio HV =
(I1, I2) i HW = (Ĩ1, Ĩ2). Za lóżmy, że Φ : V→W jest g ladkim odwzorowaniem. Wówczas
odwzorowanie Φ nazywamy Q-holomorficznym, jeżeli spe lnia nastȩpuja̧cy warunek:

Ĩα◦dΦ = dΦ◦Iα, α = 1, 2.

Pokazujȩ nastȩpuja̧ce:

Tw. 1. Niech U bȩdzie otwartym otoczeniem 0 w R4. Za lóżmy, że Φ : R4n→R4

jest odwzorowaniem Q-holomorficznym ze wzglȩdu na standardowe struktury prawie
zespolone, odpowiednio {I1, I2} i {Ĩ1, Ĩ2}. Jeżeli Φ jest odwzorowaniem osobliwym w 0,
to jest odwzorowaniem sta lym.

Przyk lad 1. Powyższe twierdzenie nie jest prawdziwe w analizie zespolonej. Weźmy,
dla przyk ladu, odwzorowanie Φ : C→C określone wzorem: Φ(z) := z2. Odwzorowanie
to spe lnia za lożenia Tw. 1 i jest osobliwe w 0, ale nie jest odwzorowaniem sta lym.

Rozdzia l IV

W tym rozdziale udowadniam jeden z najbardziej znacza̧cych rezultatów moich prac.
Mianowicie stosuja̧c podstawowe pojȩcia analizy kwaternionowej pokazujȩ, że nie istnie-
ja̧ 4-wymiarowe rozmaitości prawie Kählerowskie, które sa̧ lokalnie konforemnie p laskie
i posiadaja̧ metrykȩ szczególnej postaci. Dok ladnie udowadniam, że prawdziwe jest
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poniższe Tw.2, ale zanim je sformu lujȩ koniecznym jest wprowadzenie nastȩpuja̧cej
definicji:

Def. 3. Rozmaitość Riemannowska̧ (M4, g) nazywamy lokalnie konforemnie p laska̧,
jeżeli dla każdego punktu po∈M4 istnieje uk lad lokalnych wspó lrzȩdnych (U ;w, x, y, z)
taki, że w tym uk ladzie metrykȩ g można przedstawić w postaci:

(g) g = go(p)[dw2 + dx2 + dy2 + dz2], p∈Upo ,

gdzie go jest rzeczywista̧, dodatnia̧ funkcja̧ klasy C∞, określona̧ w Upo .

Tw. 2. 4-wymiarowa rozmaitość prawie Kählerowska nie może posiadać lokalnie kon-
foremnie p laskiej metryki Riemannowskiej postaci:

go(w, x, y, z) := go(r), r2 := w2 + x2 + y2 + z2,

gdzie go(r) jest funkcja̧ analityczna̧ w zmiennej r różna̧ od sta lej.

Punktem wyj́scia dla udowodnienia powyższego twierdzenia jest ciekawy fakt pokazu-
ja̧cy zwia̧zek 4-wymiarowych lokalnie konforemnie p laskich rozmaitości prawie Kählero-
wskich z kwaternionowymi funkcjami regularnymi w sensie Fuetera. Oto on:

Lemat 1 (Basic Lemma). Jeżeli (M4, J, g,Ω) jest 4-wymiarowa̧ lokalnie konforemnie
p laska̧ rozmaitościa̧ prawie Kählerowska̧, wówczas funkcja go, zdefiniowana w (g), jest
modu lem kwaternionowej funkcji, która jest regularna w sensie Fuetera i wyznaczona
jednoznacznie przez strukturȩ prawie zespolona̧ J i 2-formȩ fundamentalna̧ Ω.

Jako uzupe lnienie powyższych rozważań poda lem kilka przyk ladów metryk lokalnie
konforemnie p laskich, o których mowa w Tw. 2 i Lemacie 1. Jeden z nich jest godny
podkreślenia, a mianowicie:

Przyk lad 2. Model Poincaré’go, tzn. kula jednostkowa B4 w R4 wyposażona w
metrykȩ:

g :=
4

(1 − r2)2
(dw2 + dx2 + dy2 + dz2), r2 := w2 + x2 + y2 + z2

nie jest rozmaitościa̧ prawie Kählerowska̧.

Z dowodu Tw. 2 wynika kolejny znacza̧cy wynik, a mianowicie:

Tw. 3. Równanie Fuetera D+·F = 0 (Def. 2 Wstȩpu) nie posiada rozwia̧zania,
którego modu l by lby postaci:

||F || := g(r), r2 := w2 + x2 + y2 + z2,

gdzie g(r) jest funkcja̧ analityczna̧ różna̧ od sta lej.
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Rozdzia l V

Ta czȩść poświȩcona jest kwaternionowym podrozmaitościom Lagranżanowskim. Po-
dajȩ w nim m.in. warunek konieczny i wystarczaja̧cy aby graf by l kwaternionowa̧ pod-
rozmaitościa̧ Lagranżanowska̧.

Tw. 4. Za lóżmy, że Ω⊆Rn jest zbiorem otwartym i niech f : Ω→Rn bȩdzie odwzo-
rowaniem klasy C1. Oznaczmy przez M graf odwzorowania f w Hn = Rn + iRn +
jRn + kRn. Wówczas graf M jest kwaternionowa̧ podrozmaitościa̧ Lagranżanowska̧

wtedy i tylko wtedy, gdy macierz Jacobiego [ ∂f
i

∂xj
] jest symetryczna.

W szczególności, jeżeli Ω jest zbiorem jednospójnym, wówczas M jest Lagranżanow-
ska wtedy i tylko wtedy, gdy f = ∇F , tzn. gdy f jest gradientem pewnego potencja lu
F∈C2(Ω).

Udowodni lem także

Tw. 5. (Proposition V.2.1) Jeżeli ξ⊂C2n jest p laszczyzna̧ Lagranżanowska̧ w sensie
zespolonym, to również ξ⊂H2n jest Lagranżanowska w sensie kwaternionowym.

W tym rozdziale pokazujȩ również jawne postaci pewnych charakterystycznych rów-
nań różniczkowych naturalnie zwia̧zanych z pewnymi typami kwaternionowych pod-
rozmaitości Lagranżanowskich.
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Dodatkowo przedstawiam odkryty przeze mnie niedawno zwia̧zek pomiȩdzy kwaternio-
nowymi funkcjami regularnymi w sensie Fuetera a 2-formami fundamentalnymi na 4-
wymiarowej rozmaitości prawie Kählerowskiej.

QUATERNIONIC REGULAR FUNCTIONS IN THE SENSE

OF FUETER AND FUNDAMENTAL 2-FORMS ON A

4-DIMENSIONAL ALMOST KÄHLER MANIFOLD

Jest rzecza̧ bardzo ciekawa̧, że wykorzystuja̧c w lasności funkcji kwaternionowych
można otrzymać znacza̧ce wyniki w analizie zespolonej. Istnieje wiele zdumiewaja̧cych
zwia̧zków pomiȩdzy kwaternionowymi funkcjami regularnymi w sensie Fuetera a wielo-
ma objektami (pojȩciami) z analizy zespolonej (n.p. Rozdzia l IV w mojej ksia̧żce
,,Some problems of quaternionic analysis”). W mojej pracy pokazujȩ kolejny z takich
faktów, mianowicie, że istnieje zwia̧zek miȩdzy kwaternionowymi funkcjami regular-
nymi w sensie Fuetera a fundamentalnymi 2-formami na 4 wymiarowej rozmaitości
prawie Kählerowskiej.

Tw.

a) Każdej kwaternionowej funkcji F postaci:

F = Ai + Bj + Ck,

która jest lewo regularna w sensie Fuetera można przyporza̧dkować skośnie symetryczna̧
4×4-macierz postaci:

(*) ΩF =


0 C −B A

−C 0 A B
B −A 0 C
−A −B −C 0

 ,

która jest zamkniȩta̧ 2-forma̧: dΩF = 0.

b) Odwrotnie, każdej skośnie symetrycznej 4×4-macierzy Ω postaci (*), która jest zam-
kniȩta̧ 2-forma̧, można przyporza̧dkować w sposób jednoznaczny funkcjȩ kwaternionowa̧

FΩ := Ai + Bj + Ck,

która jest lewo regularna w sensie Fuetera.

c) Spe lnona jest równość:

det ΩF = (A2 + B2 + C2)2 = ||FΩ||2.

c) Dla dowolnych skośnie symetrycznych 4×4-macierzy postaci (*):

Ω1 =


0 C1 −B1 A1

−C1 0 A1 B1

B1 −A1 0 C1

−A1 −B1 −C1 0

 , Ω2 =


0 C2 −B2 A2

−C2 0 A2 B2

B2 −A2 0 C2

−A2 −B2 −C2 0
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ich iloczyny Ω1·Ω2 oraz Ω2·Ω1 sa̧ postaci (*) wtedy i tylko wtedy gdy spe lniony jest
nastȩpuja̧cy warunek:

A1A2 + B1B2 + C1C2 = 0.

e) Dla dowolnych kwaternionowych funkcji postaci:

F1 := A1i + B1j + C1k,

F2 := A2i + B2j + C2k

ich iloczyny F1·F2 oraz F2·F1 sa̧ postaci:

Ai + Bj + Ck

wtedy i tylko wtedy gdy spe lniony jest nastȩpuja̧cy warunek:

A1A2 + B1B2 + C1C2 = 0.

f) Jeżeli

Ω =


0 C −B A

−C 0 A B
B −A 0 C
−A −B −C 0

 ̸=0,

wówczas

Ω−1 = − 1

A2 + B2 + C2
·


0 C −B A

−C 0 A B
B −A 0 C
−A −b −C 0


= − 1

A2 + B2 + C2
·Ω = − 1√

det Ω
Ω

g) Jeżeli
F = Ai + Bj + Ck (F ̸=0),

wówczas

F−1 =
F

||F ||
=

−(Ai + Bj + Ck)√
A2 + B2 + C2

= − 1

||F ||
F.
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nenvariablen, Comment. Math. Helv. 8 (1936), pp. 371-378.

[10] W.V.D. H o d g e, The Theory and Applications of Harmonic Integrals, Cambridge
Univ. Press, New York, 1952.
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Vol. XI, Paris 1952.



29

6. SPIS ZNACZA̧CYCH PUBLIKACJI NAUKOWYCH

SPOZA ROZPRAWY

1. A gauge theory for the Kadomtsev-Petviashvili system, Publication of the Research
Institute for Mathematical Science, Kyoto University, Vol. 22, No. 6, 1986, pp. 1119-
1128 (wspólna z S. Kanemaki i O. Suzuki).

2. On some Lagrangian model concerning the solitary waves, Reports on Mathematical
Physics, Vol. 29, No. 2, 1991, pp. 123-139.

3. The CR-problem and Hurwitz pairs applied to field theory and solid state physics,
Reports on Mathematical Physics, Vol. 29, No. 1, 1991, pp. 23-44 (wspólna z D.
Lambert’em, J.  Lawrynowiczem i J. Rembielińskim).
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7. KRÓTKI OPIS PUBLIKACJI NAUKOWYCH SPOZA

ROZPRAWY

W pracy 1. zajmujemy siȩ lagranżanowskim opisem pól skalarnych. Definiujemy
nowy typ ,,koneksji”, za pomoca̧ której w nowy i prostszy sposób możemy przed-
stawić teoriȩ Sato uk ladu Kadomtsev’a-Petviashvili’ego. Wprowadzona przez nas grupa
cechowania (gauge group) G̃ jest grupa̧ sk ladaja̧ca̧ siȩ z pewnych pseudo-różniczkowych
operatorów stopni niedodatnich. Najważniejszym rezultatem pracy jest stwierdzenie, że
przestrzeń R∗ elementów grupy G̃ daja̧cych rozwia̧zania uk ladu Kadomtsev’a-Petviash-
vili’ego definiuje p laska̧ R∗-koneksjȩ, która̧ nazywamy K.P.-koneksja̧. Ta koneksja może
być traktowana jako szczególne pole cechowania (special gauge field).

Praca 2. jest poświȩcona zastosowaniu geometrii Finslera do sformu lowania teorii
pola zawieraja̧cej solitony jako rozwia̧zania równań pola.

Z klasycznego punktu widzenia zjawisko solitonów nie daje siȩ wyt lumaczyć. Równa-
nia solitonowe opisuja̧ zjawiska fizyczne i powinny być traktowane jako równania ruchu
dla określonych lagranżanów. Taki lagranżan nie istnieje np. dla najs lynniejszego z
równań solitonowych, a mianowicie dla równania Korteweg’a-de Vries’a.

Okazuje siȩ, że można sformu lować mechanikȩ bazuja̧ca̧ na geometrii Finslera taka̧,
że solitony sa̧ w niej rozwia̧zaniami równań Lagrange’a-Euler’a.

W omawianej pracy podajȩ przyk lady lagranżanów Finslerowskich, które prowadza̧
do równań ruchu maja̧cych te same rozwia̧zania co s lynne klasyczne równania soli-
tonowe (równania Korteweg’a-de Vries’a i sinus-Gordona). Co wiȩcej pokazujȩ zwia̧zki
przedstawionej teorii z reprezentacja̧ Lax’a równań solitonowych i uk ladem Kadom-
tsev’a-Petviashvilli’ego.

W pracy 3., stosuja̧c narzȩdzia teorii par Hurwitza, podajemy dok ladne rozwia̧zania
pewnych nieliniowych Sigma modeli. W szczególności badamy solitonowe równanie, tzw.
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podwójne równanie sinusa-Gordona (double sine-Gordon eq.) w geometrii Finslera, co
ma zastosowanie w opisie kryszta lów ferroelektrycznych. Nadto zajmujemy siȩ równa-
niem utux = 2utxtg

1
2u, opisuja̧cym w lasności powierzchni kryszta lów, wykorzystuja̧c

uogólnienie wyników Pouget’a i Maugin’a.

W pracach 4 - 5 definiujȩ pojȩcie struktury typu Clifforda i rozmaitości typu Clif-
forda. Wprowadzam odpowiednik fundamentalnej 2-formy z analizy zespolonej i sto-
suja̧c go uogólniam twierdzenie Hodge’a o rozk ladzie dla rozmaitości Kählerowskich
(Hodge Decomposition Theorem) na rozmaitości typu Clifforda. Nadto, stosuja̧c twier-
dzenie Cherna, pokazujȩ, że cia̧g liczb Bettiego dla rozmaitości typu Clifforda jest
rosna̧cy.
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3. prof. Francesco Succi i Stefano Marchiafava, Università degli Studi
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Matemáticas, México, 1989, 1990, 1992,

5. prof. Enrique Ramirez de Arellano, Centro de Investigación y de
Estudios Avanzados del I.P.N., México, 1989,
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