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4.1. Wstep

Réwnania rézniczkowe stanowia uzyteczny aparat matematyczny w opisie wielu
zjawisk dynamicznych. Modelowanie przy pomocy réwnan rézniczkowych zwy-
czajnych &(t) = f(t,z(t)) jest odpowiednie w sytuacji, gdy wiedza o rozwazanym
systemie jest pelna i natura systemu jest rozpoznana precyzyjnie. W szezegblnosel
wszystkie parametry systemu, stan poczatkowy, zwiazki funkeyjne rzadzace dy-
namika systemu musza by¢ ustalone dokladnie. Ich wartosci powinny by¢ okres-
lone precyzyjnie jako pojedyncze wartodci z przestrzeni stanéw i tym samym nie
powinny byé obarczone jakimikolwiek watpliwosciami. Jednakze typowa cecha
whasciwa matematycznemu modelowaniu rzeczywistych zjawisk dynamicznych jest
niepewnoéé. Dla praykladu rozwazmy modelowanie iloéci promieniotwérczych
czastek w radioaktywnej substancji. W 1903 roku E. Rutherford i F. Soddy
zaproponowali réwnanie rozpadu nuklearnego jako model opisujacy dynamike
takiego systemu. W tym réwnaniu istotna jest wiedza o precyzyjnie okreslonej,
poczatkowej liczbie czastek promieniotwérczych. Uzywana w praktyce aparatura
pomiarowa nie pozwala w sposéb precyzyjny ustali¢ tej liczby. Wyniki uzyskane
dzieki przyrzadom pomiarowym sa ustalone zawsze z jakim$ przedziatem to-
lerancji. Zatem stan poczatkowy nie zostanie okreslony precyzyjnie poprzez
pojedyncza wartoéé, lecz raczej poprzez zbiér - w tym przypadku przedziat
liczbowy. Brak precyzji moze wystgpowaé réwniez na etapie ustalania funkcyjnych
zaleznodci wagciwych dla rozwazanego systemu. Kierunki wektoréw stycznych do
rozwiazania okreélone przez prawa strong réwnania rézniczkowego moga nie by¢
jednoznaczne i moga tworzy¢ pewne zbiory skladajace sig z duzej ilosci mozliwych
kierunkéw, z ktérymi moze ewoluowaé uklad. Takie podejécie skutkuje dopusz-
czeniem odwzorowan wielowartodciowych, zwanych multifunkcjami, w opisie dy-
namiki uktadéw z niepewnoscia. Dwa najbardziej rozpowszechnione matema-
tyczne narzedzia obejmujace modelowanie dynamiki z niepewnoscig to inkluzje
rézniczkowe i réwnania rézniczkowe o wartoéciach w podzbiorach ustalonej
przestrzeni, zwane wielowartoSciowymi réwnaniami rézniczkowymi.
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W latach trzydziestych ubieglego stulecia, S. K. Zaremba i A. Marchaud
napisali pierwsze prace [1, 2, 3] zwiazane z inkluzjami rézniczkowymi. Te prace
dotyczyly tzw. réwnan orientorowych. Teoria inkluzji rézniczkowych postaci
i(t) € F(t,x(t)), gdzie F jest odwzorowaniem wielowartosciowym i z jest
odwzorowaniem jednowartosciowym, zyskala ogromme znaczenie, gdy w 1961
roku T. Wazewski [4] wykazal, ze zbidr rozwiazai réwnania rozniczkowego ze
sterowaniem pokrywa, sie ze zbiorem rozwiazan pewnej inkluzji stowarzyszone]
z tym réwnaniem. To zapoczatkowalo zwiazek teorii inkluzji rézniczkowych
7z teoria sterowania i przyczynilo si¢ do rozwoju teorii multifunkcji. Tym
teoriom po$wiecone sa m.in. monografie J. -P. Aubina i A. Celliny [5], J. -
P. Aubina i H. Frankowskiej [6], C. Castainga i M. Valadiera [7], K. Deim-
linga [8], S. Djebaliego, L. Gérniewicza i A. Ouahaba [9], A. F. Filippova [10],
A. Fryszkowskiego [11], S. Hu i N. S. Papageorgiou (12, 13], M. Kisielewicza [14],
A. A. Tolstonogova [15] oraz artykuty np. [16-36].

Wielowartosciowe réwnania rézniczkowe X'(t) = F(t, X(t)), gdzie X 1 F
sa multifunkcjami, uogdlniaja réwnania rézniczkowe zwyczajne w mnieco Inny
spos6b niz inkluzje rézniczkowe. Takie réwnania zostaly wprowadzone w 1969
roku w pracy F. S. De Blasiego i F. Iervolino [37] z wykorzystaniem pojecia
pochodnej multifunkcji zdefiniowanym przez M. Hukuhare [38] i calki z multi-
funkeji zdefiniowanym przez R. J. Aumanna [39]. W odréznieniu od inkluzji
rézniczkowych, gdzie zwykle otrzymuje si¢ zbiory rozwiazan, tutaj jest mozliwe
uzyskanie wynikéw o jednoznacznoéci rozwiazania. W monografii V. Lakshmikan-
thama, T. Gnana Bhaskara i J. Vasundhary Devi [40] przedstawiono wiele za-
gadnien dotyczacych takich wielowartosciowych réwnan. Tematyka tych réwnan
stanowi wspdlczednie niezalezny nurt analizy wielowartosciowe;.

Inkluzje rézniczkowe przyczynily sie do zainicjowania badan w dziedzinie
rozmytych inkluzji rézniczkowych. Pierwsze prace pojawily si¢ w latach 90-tych
poprzedniego wieku i sa to prace J. -P. Aubina [41], P. L. Antonelliego i V. Krivana
[42], G. Colombo i V. Krivana [43]. Z drugiej strony, wielowartosciowe rownania
rézniczkowe maja udzial w koncepcji réwnan rézniczkowych o wartosciach w zbio-
rach rozmytych (ang. fuzzy differential equations). Te réwnania rézniczkowe
zostaly wprowadzone przez O. Kaleve [44] w 1987 roku. Stany uktadow dy-
namicznych opisanych przy pomocy takich réwnan rézniczkowych sa zbiorami
rozmytymi.

Pojecie zbioru rozmytego pochodzace od L. A. Zadeha [45] uogdlnia pojecie
zbioru i pozwala modelowaé matematycznie nieprecyzyjnos¢, ogélnikowosc, nie-
jednoznacznoéé, rozmytosé. Typowymi przykladami zbioréw rozmytych sa np.
klasa liczb rzeczywistych duzo wiekszych niz 100, nie ma tutaj jasnego kryterium
rozstrzygajacego jednoznacznie ktére liczby sa a ktére nie sa duzo wigksze niz
100, klasa niskiej temperatury, klasa mlodych ludzi. Kazdemu elementowi z z
rozwazanej przestrzeni mozna przyporzadkowaé liczbg u(z) z odcinka [0, 1] ozna-
czajaca stopieri przynaleznosci elementu z do zbioru rozmytego u. W ten sposob
zbiory rozmyte przestrzeni X utozsamia sie z funkcjami u: X — [0,1]. Zatem
kazdy zbiér rozumiany w klasycznym sensie jest zbiorem rozmytym, poniewaz
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mozna identyfikowaé go z jego funkcja charakterystyczna. Przy pomocy zbiorow
rozmytych mozna matematycznie modelowaé takie wyrazenia jak np. “gorgca
woda”, “wysoka temperatura”, “niskie cisnienie”, “miody”, “okoto 5% itp.
L. A. Zadeh [46] pokazuje, ze dzigki zbiorom rozmytym mozliwe jest przejscie
od wykonywania dzialan na liczbach do wykonywania operacji na stowach. Teoria
zbioréw rozmytych znalazla zastosowanie w modelowaniu uktadéw sterowania.
Jednym z bardzicj spektakularnych, wezesnych osiagnigé w dziedzinie sterowania
rozmytego bylo uruchomienie kierowanej automatycznie linii metra w japonskim
miescie Sendai w roku 1987.

Do matematycznego modelowania zjawisk dynamicznie rozwijajacych sig¢ w
czasie 1 cechujacych si¢ ogélnikowoscia, lub inaczej rozmytoscia, w opisic standw
moga dobrze stuzyé réwnania rézniczkowe o wartodciach w zbiorach rozmytych.
W dalszym ciagu beda one nazywane rozmytymi réwnaniami rézniczkowymi.
L. C. Barros, R. C. Bassanezi i P. A. Tonelli [47] zastosowali je w modelach po-
pulacyjnych. W monografii P. Diamonda i P. Kloedena [48] znajduje sig rozdziat
po$wiecony rozmytym réwnaniom rézniczkowym. Monografia V. Lakshmikan-
thama i R. N. Mohapatry [49] zawiera bogatszy opis wiedzy o tych réwnaniach.
Mozna w niej znalez¢é dwie metody formulowania pojecia rozmytego réwnania
rézniczkowego. Pierwsza, pochodzaca od O. Kalevy [44], wykorzystuje definicjg
pochodnej odwzorowania o wartosciach w zbiorach rozmytych. Jest ona podobna
do definicji pochodnej Hukuhary dla multifunkeji. Rozwiazaniem jest wtedy
rézniczkowalne, w sensie tej pochodnej, odwzorowanie o wartosciach w zbiorach
rozmytych przestrzeni R lub R¢. W drugiej metodzie, zaproponowanej w roku
1997 przez E. Hiillermeiera [50], nie uzywa si¢ tej pochodnej. Za to traktuje sig
réwnanie jako rodzine inkluzji rézniczkowych wygenerowanych przez prawa strong
réwnania. Rozwiazaniem jest wtedy pewien zbidr rozmyty w przestrzeni funkeji
ciagtych lub absolutnie cigglych. Rezultaty uzyskane pray zastosowaniu kazdej z
wymienionych metod maja pewne cechy, ktére moga by¢ uznane za niepozadane.
Na przyklad, rozmytosé wartosci rozwiazania réwnan z [44] rosnie wraz ze zmienna
czasowa. To powoduje duze trudnosci w rozwazaniu réwnan z rozwigzaniami okre-
sowymi. Natomiast rozwiazania uzyskane metoda inkluzji nie sg odwzorowaniami
o wartoéciach z przestrzeni stanéw. Istnieje szereg prac zawierajacych wyniki z
zakresu takich réwnan. Mozna tu wspomnieé np. [51-67|, gdzie prezentowane
sa wyniki dla rozmytych réwnan rézniczkowych formutowanych opisanymi wyze]
dwoma metodami.

Wszystkie wspomniane wyzej uogdlnienia réwnari rézniczkowych zwyczaj-
nych wpisuja sie w problematyke badari ukladéw dynamicznych, w ktorych
jedynym Zrédelem niepewnosci w modelowaniu jest ogélnikowos¢ lub méwiac
najogélniej - rozmytoéé. Drugim, zupelnie innym Zrédlem niepewnosci w dy-
namice zjawisk jest wplyw czynnikéw losowych lub szuméw stochastycznych.
Losowe i stochastyczne réwnania rézniczkowe, ktérym poswigcone sg mono-
grafie np. A. T. Bharuhy-Reida [68], C. P. Tsokosa i W. J. Padgetta [69],
I. I. Gihmana i A. V. Skorohoda [70], B. Qksendala [71], G. Da Prato 1 J.

Zabczyka [72], stanowia szeroki aparat modelowania stochastycznego. W sy-
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tuacji, gdy stany ukladu ze stochastycznymi szumami nie sg wyrazone poprzez
pojedyncze wartosci, mozna ten uklad traktowac jak uklad z dwoma rodzajami
niepewnosci: losowoscia i ogdlnikowoscig. Pierwszymi narzedziami modelowa-
nia zjawisk poddawanych niepewnosciom wynikajacym z losowosci i rozwazania
odwzorowari wielowartoéciowych w opisie tych zjawisk sa stochastyczne inkluzje
rézmiczkowe. Badali je G. Da Prato, M. Ianelli i L. Tubaro (1978) [73], P. Krée
(1982) [74], L. Tubaro (1983) [75], C. Tudor (1987) [76], E. Cépa (1994) [77],
R. Pettersson (1995, 1997) [78, 79] przyjmujac, ze wspdlczynnik dryfu jest
wielowarto$ciowy a wspdlezynnik dyfuzji jest jednowartosciowy. Inkluzje bez
czesei dyfuzyjnej, w postaci inkluzji losowych byly rozwazane przez N. S. Papa-
georgiou (1986) [80], F. S. De Blasiego i J. Myjaka (1987) [81], L. E. Rybinskiego
(1989) [82], D. A. Kandilakisa i N. S. Papageorgiou (1989) [83], A. Nowaka
(1989) [84], M. Michte (1995) [85], J. Andresa i L. Gorniewicza (2012) [86].
Stochastyczne inkluzje rézniczkowe z wielowartosciowym wspotezynnikiem dryfu
i wielowartosciowym wspétezynnikiem dyfuzji badali jako pierwsi M. Kisielewicz
(1993) [87], G. Da Prato i H. Frankowska (1994) [88], N. U. Ahmed (1994) (89,
J. Motyl (1995) [90], J. -P. Aubin i G. Da Prato (1998) [91], M. Michta (2002)
[92].

Teoria inkluzji stochastycznych uogélnia teori¢ deterministycznych inkluzji
rézniczkowych oraz teorie stochastycznych réwnan rézniczkowych i czerpie z tych
teorii wiele inspiracji. W tej teorii pojawiaja sie zagadnienia m.in. rozwigzan
mocnych, slabych i tagodnych. Zagadnienia sterowania stochastycznego [93-
100] tez moga by¢ formulowane w terminach inkluzji stochastycznych. Ta te-
oria jest wciaz badana [101-116]. W 2013 roku zostata opublikowana mono-
grafia. M. Kisielewicza [117] poswiecona w calodci stochastycznym inkluzjom
réozniczkowym.

W nurt badaii o matematycznych modelach ukladéw dynamicznych pod-
dawanych dwém rodzajom niepewnosci (losowoscl, rozmytosci) wpisuja si¢ za-
gadnienia stochastycznych réwnan rézniczkowych o wartosciach w zbiorach rozmy-
tych. W dalszej czeSci autoreferatu, te réwnania beda nazywane rozmytymi
stochastycznymi réwnaniami rézniczkowymi. Tematyka tych réwnan jest nowa
i znajduje sie w poczatkowej fazie rozwoju, cho¢ pierwsze wzmianki o mozliwosci
rozwazania takich réwnani pojawiaja sie w roku 1999 w pracy B. K. Kima i
J. H. Kima [118]. Jednak ta praca nie zawiera zadnych badan i wynikéw o rozmy-
tych réwnaniach stochastycznych.

4.2. Rozmyte stochastyczne réwnania rézniczkowe

Najbardziej pozadanym i podstawowym etapem teorii rozmytych stochastycznych
réwnan rézniczkowych wydaje sie byé zdefiniowanie 1 zbadanie wlasnoéci nowych
calek stochastycznych wilasciwych dla rozmytych proceséw stochastycznych. W
szczegdlnosci potrzebne byloby okredlenie rozmytej catki typu Ito, ktora dla
proceséw jednowartosciowych pokrywalaby sig z klasyczna stochastyczna catka



Itd kluczowa w klasycznej analizie stochastycznej. Rozmyta calka It6 powinna
uogdlniaé réwniez pojecie wielowartosciowej catki Ito i by¢ z nig mocno zwiazana
7z uwagi na to, ze kazdy zbior jest zawsze zbiorem rozmytym.

Wielowartosciowe calki stochastyczne typu Lebesgue’a i It6 sa nicodlaczna
czedcia teorii stochastycznych inkluzji rézniczkowych. Te catki wprowadzone
zostaly przez M. Kisielewicza [87] na poczatku lat 90-tych poprzedniego wicku
i sa one podzbiorami przestrzeni wektoréw losowych calkowalnych z kwadratem.
Definicje tych calek sa podobne do definicji wielowartosciowej catki Aumanna
[39] dla deterministycznej multifunkcji. Te stochastyczne catki nie sa mierzal-
nymi multifunkcjami okreslonymi na przestrzeni probabilistyczne;. W pracy
B. K. Kima i J. H. Kima [118] przedstawione zostalo inne podejscie do defi-
niowania catki stochastycznej Ito dla proceséw wielowartosciowych i rozmytych
w przestrzeni Hilberta. Autorzy pracy [118] pisza o mozliwosci formutowania
rozmytych stochastycznych réwnan rézniczkowych. Zdefiniowana przez nich
wielowartodciowa catka Itd mialaby byé mierzalna multifunkcja, ktérej zbior se-
lekcji pokrywa sie z wielowartoéciowa catka stochastyczna wprowadzong przez
M. Kisielewicza. Ta calka wykorzystana jest nastepnie do zdefiniowania rozmytej
catki Tto. Jednak autorzy nie zauwazyli, ze calka M. Kisielewicza nie jest
zbiorem dekomponowalnym. To powoduje, ze ich podejscie nie jest poprawne.
Te uwagi sa zawarte w pracy M. Kisielewicza (2012) [119]. Poprawna definicja
wielowartosciowej calki Ité, jako mierzalnej multifunkeji o wartosciach bedacych
podzbiorami prostej rzeczywistej, zostata podana przez E. J. Junga i J. H. Kima w
2003 roku w pracy [120]. Jednak przedstawione wiasnosci catki nie sa prawdziwe,
a dowody twierdzen nie sa poprawne na co zwracaja uwage M. Kisielewicz [119]
oraz J. Zhang, S. Li, I. Mitoma i Y. Okazaki [121]. Ponadto J. Zhang (2008)
[122] pokazuje, ze wielowartosciowa catka stochastyczna nie posiada “wlasnosci
przekroju”, ktéra jest kluczowa dla okreslenia rozmytej calki typu Ito. To
przekredla wynik J. H. Kima (2005) [123] oraz S. Li i A. Ren (2007) [124] o istnie-
niu takiej catki. Zatem praca J. H. Kima (2005) [123] o rozmytych stochastycznych
réwnaniach rézniczkowych zawicrajaca zastosowanic takiej catki moglaby byc
kwestionowana.

Czytajac systematyzacje badan omdéwionych powyzej mozna zapytac czy
jest mozliwe zaproponowanie matematycznego aparatu dostosowanego do mo-
delowania zjawisk poddawanych losowym zaburzeniom i o rozmytych wartosciach,
to znaczy czy mozna zbudowaé teori¢ rozmytych stochastycznych réwnan
rézniczkowych. Odpowied jest pozytywna. Bez rozmytej calki It6 mozna badac
rozmyte réwnania z rozmyta stochastyczna catka Lebesgue’a, ktorej istnienie
mozna udowodnié. Takie podejécia, choé niejednakowe w szczegotach, prezentowa-
ne sa przez Y. Fenga (2000) [125], W. Fei’a (2007) [126] oraz M. T. Malinowskiego
(2009, 2010, 2011, 2012) [Al, A2, B3, B18].

Wprowadzenic do wezesniejszych réwnan zaburzenia w postaci jednowartoscio-
wego szumu prowadzi do jednowartosdciowej czesci dyfuzyjnej w postaci klasyczne]
calki It6. W ten sposéb w pracy [B7] rozwazane sa rozmyte stochastyczne
réwnania rézniczkowe z rozwiazaniami ciaglymi w sensie §redniokwadratowym i w
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pracach [A3, A4, B8, B22| z rozwigzaniami o cigglych trajektoriach. Odchodzac
od ram, w ktérych wymaga si¢ aby calki uzywane w réwnaniu byly zmiennymi
losowymi, mozna zaproponowa¢ definiowanie tych calek w postaci zbiorow rozmy-
tych w przestrzeni wektoréw losowych catkowalnych z kwadratem. Takie podejécie
pozwala na to, aby wspétczynnik dyfuzji byt rozmyty a nie jednowartosciowy.
Woéwezas rozwiazaniami nie sa procesy stochastyczne, ale deterministyczne od-
wzorowania o wartodciach rozmytych. Takie badania prezentowane sa w pracach
[B4, B12] oraz [A5, A6.

Inny sposéb podejscia do rozmytych stochastycznych réwnan rézniczkowych
zawarty jest w pracy M. Michty (2011) [127], gdzie takie réwnania rozumia-
ne sa jako rodziny stochastycznych inkluzji rézniczkowych i rozwigzaniem jest
zbiér rozmyty w przestrzeni miar probabilistycznych. Jeszcze inne podejscie
zaproponowali B. Sprungk i K. G. van den Boogaart (2013) [128], ktorzy
rozwazaja zbiory rozmyte przestrzeni wspélezynnikéw klasycznych stochasty-
cznych réwnan rézniczkowych z jednowartosciowym dryfem i jednowartosciows
dyfuzja. Rozwigzaniem jest wtedy zbidr rozmyty przestrzeni jednowartosciowych
proceséw stochastycznych.

Celem przedstawionej rozprawy jest zbadanie istnienia i wlasnosci rozwigzan
rozmytych stochastycznych réwnan rézniczkowych. Rozwigzaniami maja byc
odwzorowania o wartodciach w zbiorach rozmytych. W szczegélnosci, w pra-
cach [A1] i [A2] rozwazane sa zagadnienia zwigzane z problematyka rozmytych
losowych réwnani rézniczkowych. Rozwiazania takich réwnan sa rozmytymi proce-
sami stochastycznymi z trajektoriami, ktére sa rézniczkowalne w sensie rozmyte;
pochodnej uzywanej w sformutowaniu losowego réwnania rézniczkowego. Stosujac
dwa rézne rodzaje pochodnej otrzymuje sig rozwigzania o innych wlasnosciach
geometrycznych.

W pracach [A3] i [A4] rozwazane s rozmyte stochastyczne réwnania rézniczko-
we, gdzie wspdlezynnik dryfu jest rozmyty, a wspdlezynnik dyfuzji jest jedno-
wartosciowy 1 sterowany procesem Wienera. Tutaj rozwigzaniami sg rozuyte pro-
cesy stochastyczne z ciaglymi, w sensie odpowiedniej metryki, ale nierézniczko-
walnymi trajektoriami.

W kolejnych pracach [A5] i [A6] przedstawione sa zagadnienia rozmytych
réwnan rézniczkowych, rozumianych jako réwnania catkowe, z rozmytymi catkami
7z rozmytych proceséw stochastycznych. Te catki, w odréznieniu od calek z
poprzednich prac, nie sa rozmytymi zmiennymi losowymi, lecz tylko zbiorami
rozmytymi w przestrzeni wektoréw losowych catkowalnych z kwadratem. Takie
podejscie pozwala na rozwazenie wspolezynnika dryfu i dyfuzji réwnania w postaci
rozmytego procesu stochastycznego. Rozwiazaniami tych rownan sa determini-
styczne odwzorowania o wartoéciach w zbiorach rozmytych przestrzeni wektorow
losowych catkowalnych z kwadratem. W tym podejéciu losowos¢ jest przeniesiona
do przestrzeni wartosci rozwiazan.

Teraz zostana podane wstepne oznaczenia, definicje i wiasnosci wprowadzanych
pojeé.  Niech (X,| - ||lx) oznacza oérodkowa przestrzenn Banacha i niech
KP(X) oznacza rodzing wszystkich niepustych, domknigtych, ograniczonych i
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wypuklych podzbioréw X. W K!(X) rozwazana jest metryka Hausdorffa Hy.
Wéwezas (K2(X), Hy) jest polska przestrzenia metryczng. Niech (5,8, 1) bedzie
przestrzenia z miara. Multifunkcje F': S — Kb(X) bedziemy nazywali mierzalng
(lub S-mierzalna), jesli bedzie speliony warunek {s € S : F(s) N O # 0} € S dla
dowolnego zbioru otwartego O C X.

Mierzalna multifunkcje F: S — K2(X) nazywamy LY (y)-catkowo ograniczona
(p > 1), jedliistnieje h € LP(S, S, i1; R) takie, ze y-p.w. zachodzi || E(s)|||x < h(s),
gdzie ||| A|||lx := Hx(A, {0}) dla A € Kg(X).

Oznaczmy R, := [0,+00). Niech (2, A, P) bedzie zupelng przestrzenia pro-
babilistyczna z filtracja {A:}ier, spelniajaca nastgpujace warunki: {As}ier, jest
niemalejaca i prawostronnie ciagla rodzina pod-o-algebr o-algebry A Ag zawiera
wszystkie zdarzenia, ktérych miara P jest réwna zero.

Multifunkeje F: Ry x  — K2(X) bedziemy nazywali wielowartosciowym pro-
cesem stochastycznym, jedli dla kazdego t € Ry odwzorowanie F'(t,-): £ — Kl(X)
jest mierzalna multifunkcja. Podobnie jak dla jednowartosciowych procesow
stochastycznych mozna zdefiniowaé pojecia wielowartodciowych procesow mierzal-
nych, adaptowalnych, nieantycypujacych, prognozowalnych.

Zbiorem rozmytym u przestrzeni X bedziemy nazywali funkcje u: &' —
0,1]. Symbolem F(X) bedziemy oznaczali zbiér wszystkich zbioréw rozmytych
przestrzeni X.

Dla zbioru rozmytego u i a € (0, 1] definiuje sig zbiory [u]* := {z € X : u(z) >
a}. Dodatkowo [u]’ := cly{z € X : u(z) > 0}, gdzie cly oznacza domknigcie
w mocnej topologii przestrzeni (X, | - |x). Zbiory [u]* begdziemy nazywali a-
cieciami w. W szczegdlnosci zbiér [u]! nazywa si¢ rdzeniem u i [u]’ nosnikiem
u lub O-cieciem u. Pojecie a-ciecia zbioru rozmytego stanowi pewien pomost
pomiedzy analiza wielowartosciows i analiza zbioréw rozmytych. Jednak nalezy
zachowaé ostroznoéé, poniewaz te przejécia bywaja nienatychmiastowe, a czasami
ich nie ma. Na przyklad, wiadomo, ze istnienie réznic Hukuhary (to pojecie jest
przypomniane ponizej) a-cieé¢ (dla kazdego a € [0, 1]) dwdch zbioréw rozmytych
w i v nie implikuje istnienia réznicy Hukuhary tych zbioréw rozmytych.

Oznaczmy FP(X) := {u € F(X) : [u]* € K)(X) dla a € [0, 1]}. W tym zbiorze

bedziemy rozwazali nastepujace metryki:

DX(U:U) ‘= sup HX([u]av[v]a)s
ag(0,1]

D¥(u,v) := inf max{ sup |A(t) —t|, sup Hy ([u]l“t, [v]l_)‘“)) },
AEA te[0,1] te[0,1]
gdzie A oznacza zbidr $cidle rosnacych funkcji ciaglych A: [0, 1] — [0,1] o
wlasnoéciach A(0) = 0, A(1) = 1. Przestrzen metryczna (F2(X), Dy) jest zupeina,
ale nie jest osrodkowa. Natomiast (FE(X), D¥) jest polska przestrzenig metry-
czna. W zbiorze F?(X) definiuje si¢ dodawanie u-+v i mnozenie przez skalar ru tak,
7e [u+v]® = [u]*+[v]* (po prawej stronie wystepuje suma Minkowskiego zbioréw),
[ru]® = r[u]®, dla u,v € Fo(X), r € Ria€[0,1]. Jedli dla u,v € FP(X) istnieje
w € FU(X) o wlasnosci u = v+w, to bedziemy méwili, ze w jest réznica Hukuhary
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zbioréw rozmytych u i v oraz oznaczali ja u & v. Oczywiscie u S v # u + (—1)v.
Réznica 1 © v moze nie istnieé, ale jedli istnieje, to jest jedyna. W F2(X) nie
mozna wprowadzi¢ pelnej struktury liniowej, poniewaz w ogdlnosci nie istnieje
element przeciwny do u € F2(X).

Odwzorowanie u: S — F°(X) nazywamy rozmyta zmienna losows, jesli dla
kazdego a € [0,1] odwzorowanie [u]®: S — KZ(X) jest mierzalng multifunkcja,
gdzie [u]*(s) := [u(s)]* dla s € S. A. Colubi, J. S. Dominguez-Menchero,
M. Lépez-Diaz, D. A. Ralescu [129] pokazali, ze u: S — FU(X) jest rozmyta zmi-
enna losowa wtedy i tylko wtedy, gdy u jest A|Bpx-micrzalne, gdzie Bpx oznacza
o-algebre generowana przez topologie indukowana przez metryke D*. W przy-
padku uzycia metryki Dy prawdziwa jest tylko jedna implikacja. Mianowicie, jesli
u jest A|Bp,-mierzalne, to u jest rozmyta zmienna losowa.

Rozmyta zmienna losowa u: S — F’(X) nazywamy L%(u)-catkowo ograniczona
(p = 1), jedli s — |||[u(s)]°]]|x jest elementem z LP(S, S, u; R).

Odwzorowanie f: R, x Q — F2(X) nazywamy rozmytym procesem stochasty-
cznym, jedli dla kazdego t € R, odwzorowanie f(t,-): Q@ — F.(X) jest rozmyta
zmienna losowa. Taki proces f nazywamy mierzalnym (wzglednie: adaptowalnym,
nieantycypujacym, prognozowalnym), jesli dla kazdego « € [0, 1] wielowartosciowy
process [f]*: Ry x  — K2(X) jest mierzalny (wzglednie: adaptowalny, nieanty-
cypujacy, prognozowalny). Rozmyty proces stochastyczny f: Ry x Q@ — Fo(X)
nazywamy Dy-ciaglym, jesli prawie kazda wzgledem miary P trajektoria f(-,w)
jest odwzorowaniem ciaglym wzgledem metryki Dy.

W kontekscie rozmytych stochastycznych réwnan rézniczkowych bedziemy
wzywali X = R? i X, ktéra jest zbiorem wektoréw losowych catkowalnych z
kwadratem.

Dla wygody przyjmiemy nastepujaca notacjg: fakt, ze istnieje Q, € A takie,
ze P(Q,) = 11 dla kazdego w € Q. zachodzi f(w) = g(w), gdzie f,g sa rozmy-
tymi zmiennymi losowymi, zapisywali bedziemy jako f(w) = g(w) lub f = g.
Podobnie jesli istnieje * € A takie, ze P(Q*) = 1 i dla kazdego w € Q" za-
chodzi f(t,w) = g(t,w) dla dowolnego t € [a,b], gdzie §, g sa rozmytymi proce-

sami stochastycznymi, to bedziemy pisali f(t,w) fl S g(t,w) lub f(¢) e g(t).

Dodatkowo bedziemy uzywali symbolu {-). Dla z € X zapis (z) bedzie oznaczal
funkcje charakterystyczna zbioru jednoelementowego {z}.

4.2.1. Rozmyte losowe réwnania rézniczkowe

W tej czeéci zostanic przedstawione zagadnienie Cauchy’ego dla rozmytych
losowych réwnan rézniczkowych rozwazane w pracach [Al, A2]. W sformutowanin
réwnania wystepuje rozmyta pochodna.

Definicja 1 ([130]). Powiemy, ze F': [0,T] — FoRY) jest (L1)-rézniczkowalna
wty € [0,T), jesli istnicje zbidr rozmyty F'(ty) € FL(RY) taki, Ze dla dostatecznic



matego h > 0 istniejg réznice Hukuhary F(to+h) © F(t), F(to) © F(to— h) oraz

spetnione jest

;}55{» DRd (% (F(t(] + h) & F(to)) 3 F’(ﬁo)) - 0,
hli)r}]l_i_ D]Rd (% (F(to) S, F(to - h)) y F’(to)) = (J

W punktach granicznych przedziala [0,T] rozwaza si¢, odpowiednio, jedna z
powyzszych granic. Ta definicja jest analogiczna z definicja pochodnej Hukuhary
dla funkcji wielowartosciowe.

Zagadnieniem Cauchy’ego, lub zagadnieniem poczatkowym, dla rozmytych
losowych réwnan rézniczkowych bedziemy nazywali zagadnienie postaci:

[0.7] P

2'(t, w) ft,w,z(t,w)), ©(0,w) = zo(w), (1)

gdzie g jest rozmyta zmienng losowa, f: [0,T] x 2 x F2(RY) — FP(R?) i symbol
" oznacza (L1)-pochodna funkcji rozmytej okreslona powyzej.

Na zagadnienie (1) mozna spojrzeé jak na rodzing deterministycznych rozmy-
tych réwnan réiniczkowych indeksowana przez w € (2. Stad mozna myslec
o rozwiagzaniu deterministycznym przy kazdym ustalonym w. Jednakze takie
postepowanie w rozwigzywaniu réwnania losowego nie zawsze jest uprawnione,
co zostalo podkreslone w przyktadach w pracy [Al]. Potrzeba bowiem, aby
prawie wszystkie w sensie miary P rozwiazania deterministyczne byly okreslone
na wspolnym przedziale niezaleznym od w oraz aby rozwiagzania deterministyczne
pokrywaly sie z trajektoriami pewnego rozmytego procesu stochastycznego. Stad
badanie zagadnienia (1) jest zasadne i nie wynika tatwo z teorii deterministy-
cznych, rozmytych réwnan rézniczkowych.

Przez rozwiazanie réwnania (1) bedziemy rozumieli rozmyty proces stochasty-
czny z: [0,T] x © —  FY(RY), ktérego trajektorie (prawie wszystkie) sa
rézniczkowalne w sensie istnienia rozmytej pochodnej i ktéry spetnia zagadnie-
nie (1). Takie rozwiazanie jest jednoznaczne, jesli Dga (ar(t,w),y(t,w)) LA
dla dowolnego rozmytego procesu stochastycznego y: [0,T] x €2 — FY(RY), ktory
jest rozwiazaniem réwnania (1).

Ponizszy wynik o istnieniu i jednoznacznosci rozwigzania zagadnienia (1) otrzy-
muje sie, gdy f jest globalnie lipschitzowska i spetia pewien warunek ograniczo-
nosci. Dokladniej, wymaga sig, aby byly spemione warunki:

(al) zq jest rozmyta zmienna losowa,
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(al) dla kazdego (t,u) € [0,T] x F2(R?) odwzorowanie f(t,-,u): @ — F2(RY) jest

rozmyta zmienng losowa,

(a2) z P.1 odwzorowanie f(-,w,-): [0,T] x F2(R?) — FP(RY) jest ciagle, w F2(R?)
rozwaza sie metryke Dga,

(a3) istnieje ciagly proces stochastyczny L: [0, T] x € — (0, 00) taki, ze z P.1 dla
kazdego ¢ € [0,T] i dla dowolnych u,v € F?(R?) zachodzi

DRd(f(t>wau):f(t W U)) L(t w)D]R"(U‘ U)

[0,7] P1
(ad) istnieje stata M > 0 taka, ze Dge(f(t,w,p(w)),(0)) < M.

Twierdzenie 1 ([Al], Theorem 1). Zatdimy, ze xo: 2 — FO(R?) i f:[0,T] x Q2 x
FURY) — F(RY) spetniajg (a0)-(a4). Wowczas zagadnienie (1) ma jednoznaf‘zne
rozwigzanie.

W dowodzie tego twierdzenia wykorzystano fakt ([Al], Lemma 1) o réwnowaznosci
rozwiazania réwnania (1) i rozwiazania rozmytego losowego réwnania catkowego

[0,7] P1

z(t,w) +/0 f(s,w, z(s,w))ds (2)

z rozmyta stochastyczna calka Lebesgue’a. Istnienie tej calki dla mierzalnych
i calkowo ograniczonych rozmytych proceséw stochastycznych jest uzasadnione
drobiazgowo w [B8]. Aby udowodni¢ istnienie rozwiazania réwnania catkowego
(2), konstruuje si¢ ciag {z,}22, ciaglych rozmytych proceséw stochastycznych.
Pokazuje sie, ze dla prawie wszystkich w € 2 ciag {mn( ,w) %, spelnia jedno-
stajnie warunek Cauchy’ego. Dzigki temu i faktowi, ze (F2(R?), Dga) jest zupeina
przestrzenia metryczna uzyskuje si¢ istnienie c1@gle] granicy Z,(-) dla ciagu
{z,(-,w)}22,. To pozwala na skonstruowanie ciaglego odwzorowania z: [0,T] x
Q — F’(RY). Dla prawie wszystkich w i dla kazdego t € [0,7] ciag a-cig¢ (dla
dowolnego a € [0, 1]) {[zn(t,w)]a} jest zbiezny do [z(t, w)]q w metryce Hausdorffa.
Stad mozna wnioskowaé o, kluczowej dla rozwiazani réwnan losowych, mierzalnosci
odwzorowania wielowartoéciowego [z(, -)]s. Zatem (-, ) jest rozmytym procesem
stochastycznym. Zastosowanie twierdzenia Lebesgue’a o ograniczonej zbieznosci
pomaga w uzasadnieniu, ze T jest rozwigzaniem réwnania (2). Jednoznacznosé
uzyskuje si¢ po zastosowaniu stochastycznej wersji nierdwnosci Gronwalla. Idea
dowodu jest podobna do metody dowodzenia istnienia rozwigzania rownania
rézniczkowego o wartosciach w przestrzeni Banacha. Jednak rozmyte réwnania
rézniczkowe, podobnie jak wielowartoéciowe réwnania rézniczkowe, muszg byc
traktowane jako réwnania o wartosciach w przestrzeni metrycznej bez struktury
liniowej, poniewaz dla ustalonego zbioru rozmytego nie istnieje element przeciwny
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do niego. Dodatkowo dla réwnan losowych istotna jest odpowiednia mierzalnosc
rozwiazania rozmytego.

Zagadnieniami podobnymi do (1) zajmowal si¢ Y. Feng [125].  Jego
podejécie mozna nazwaé $redniokwadratowym, gdyz uzywa $redniokwadratowe]
pochodnej i sredniokwadratowej calki z rozmytego procesu stochastycznego w
sformulowaniu réwnania. Ponadto stosuje bardziej ograniczajacy miz nasz
rodzaj mierzalnosci rozmytych zmiennych losowych. Istnienie i jednoznacznosc
rozwigzania $redniokwadratowego sa uzyskane w [125] przy warunkach typu
Lipschitza wzgledem zmiennej przestrzennej i cigglosci wzgledem zmiennej cza-
sowej. Przy nielipschitzowskim warunku, w [126] W. Fei dowodzi jednoznacznosci
rozwiagzania, bez dowodu istnienia rozwigzania, dla autonomicznej wersji (1) 2
wartodciami w zbiorach rozmytych refleksywnej i oérodkowej przestrzeni Banacha
X. Jednak istnieja watpliwosci czy w srodowisku pracy [126] odwzorowanie
w — Dy(u(w),v(w)) jest zmienna losowa dla rozmytych zmiennych losowych
u,v. Ta wlasnosé jest niezbedna w [126], ale zostala pominigta. W przy-
padku X = R? wspomniang wiasnos¢ mozna udowodnic. Rozmyte losowe
réwnania résniczkowe sa uogélnieniem deterministycznych réwnan rozmytych i
wielowartoéciowych losowych réwnan rézniczkowych. Te ostatnie byly badane
przez M. Michte w [131]. Prawe strony réwnan w [125, 126, 131] nie sa losowe.
W réwnaniu (1) dziedzina f jest [0, 7] x 2 x F2(R?).

Przy zalozeniach Tw. 1 pokazuje sig, ze rozwigzanie z rownania (1) spemia
pewien warunek ograniczonosci ([A1], Theorem 2)

—

sup. Dga(z(t,w), (0)) < (Dpa(o(w), (0)) +n(w))72(w),

telo,T

gdzie vi (W) = T supepor) Dra(f(t, w, (0)), (0)), y2(w) = exp{T sup;cp.r L(t, w)}.
Jesli zagadnicnie (1) zostanie nieco zaburzone, tzn. do prawej strony rownania f

zostanie dodane zaklécenie h i xy zostanie zastapione jego zaburzeniem w postaci

20, to otrzymuje sie zagadnienie

0,7 P.1

2 (t,w) ft,w, z(t,w)) + h(t,w, 2(t,w)), 2(0,w) = 20(w) (3)

i mozna zapyta¢ jak bardzo odlegte od siebie sa rozwiazania réwnan (1) i (3).
Niech 2 oznacza rozwiazanie réwnania (1) i z rozwiazanie rownania (3).

Twierdzenie 2 ([Al], Theorem 3). Niech f,h: [0,T] x Q x F2(RY) — F(R?),
Yo, 20 ) — Fo(RY) spetniajg zatozenia Tw. 1. Zalozmy, ze istnieje Zmienna
losowa K : Q — Ry taka, ze z P.1 dla dowolnych (t,u) € [0,T] x FP(RY) zachodzi
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Dga(h(t,w,u), (0)) < K(w). Wéwczas

1 Dol ), 2(6) < 12(w) (Dga(20w), 20(w)) + TK ).

To twierdzenie rozszerza wynik deterministyczny w [44] o ciaglej zaleznosci
rozwiazania od wartosci poczatkowej .

Celem pracy [A2] jest zbadanie zagadnienia (1) przy zalozeniu ogoélniejszym
niz globalny warunek Lipschitza. Aby méc je zastosowaé, trzeba ograniczyc sig do
sytuacji kiedy wartoéé poczatkowa z jest zbiorem rozmytym, a nie jak poprzednio
rozmyta zmienna losowa. Zatem rozwazane jest zagadnienie

[U,T]:P.l Pl (4)

I’(taw) f(t,w,a:(t,w)), CE(O,LJ) = Zo,

gdzie zg € FP(RY) i f: [0,T] x Q x FY(RY) - FL(RY).
Dla p > 0 oznaczmy B,(zo) := {u € F2(R?) : Dga(u,z0) < p}. Rozwazmy
odwzorowanie f: [0,T] x Q x B,(z) — F2(RY), ktdre spetnia:
(f1) dla kazdego (t,u) € [0,T] x B,(zy) odwzorowanie f(t,-,u): € — FU(RY) jest
rozmyta zmienna losowa;

(£2) z P.1 odwzorowanie f(-,w,-): [0,T] x B,(zo) = FE(RY) jest ciagle;
[0,T]xBy(zg) P1
(f3) istnicje stala M > 0 taka, ze Dga(f(t,w,u), (0)) %

Ponadto rozwazmy odwzorowanie g: [0,7T] x Q x [0,2p] — R, spemiajace:
(g1) dla kazdego (t,7) € [0,T] x [0, 2p] odwzorowanie g(t,-,7): €2 — R, jest zmien-
na losowa;

(g2) z P.1 odwzorowanie g(-,w,-): [0,T] x [0,2p] — R, jest ciagle;

(3) g(t,w,0) "L 0
5 0,7]x[0,20] P1
(g4) istnieje stala M > 0 taka, ze g(t,w, T) < M;
(g5) T(t,w) = 0 jest jednoznacznym rozwiazaniem (na przedziale [0,T]) losowego
T P. ;
zagadnienia poczatkowego 7'(t,w) L g(t,w, 7(t,w)), T(0,w) o,
(g6) z P.1 dla kazdego t € [0,T] odwzorowanie g(t,w,"): [0,2p] — Ry jest

niemalejace.
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Twierdzenie 3 ([A2], Theorem 3.3). Niech zo € F2(R?). Niech f:[0,T] x Q x
By(zg) = FLRY) i g: [0,T] x Q x [0,2p] — Ry spetniaja (f1)-(f3) i (91)-(g6),
odpowiednio. Zatdimy, ze z P.1 dla kazdego t € [0,T)] i dla dowolnych u,v € B,(z)

zachodz
D]Rd(f(t,w,u),f(t,w,v)) < g(t,w, Dra(u,v)).

Wéwezas istnieje jednoznaczne, byé moze tylko lokalne, rozwigzanie réwnania (4)
0] P2
okreslone na przedziale [0,7], r < T. Ponadto z(t,w) € B,(xo).
Oczywiscie warunek Lipschitza jest szczegdlnym przypadkiem warunku sfor-
mulowanego w tym twierdzeniu. Istotne w dowodzeniu tego twierdzenia sa
zastosowania nierdéwnosci rézniczkowych z pochodnymi Diniego i nieréwnosci
catkowych badanych przez G. S. Ladde’a i V. Lakshmikanthama [132] oraz
V. Lakshmikanthama i S. Leelg [133]. Dowdd tego twierdzenia polega na wyko-
rzystaniu ciagu {z,} przyblizonych rozwiazan dla (4) i ciagu przyblizonych
0] Pl
rozwigzan {7,} dla réwnania z warunku (g5), okreslonych jako 7o(t,w) | r]:
- 0] P1 ¢ :
max{M, M}t i Tp41(t,w) el f(;g(s,w,rn(s,w))ds dla ' = 0,150 gdzie
r = min{T, p/M, p/M}. Pokazuje sig, ze SUPteo, ] Tt w) 20 oraz szacuje
sie dystans pomiedzy rozmytymi pochodnymi z(t,w) i z;,(t,w). To pomaga w
uzyskaniu, kluczowej w dowodzie, losowej nieréwnosci rézniczkowej z pochodng
Diniego Dt funkcji Dge(z,(-,w), Zm (-, w)). Mianowicie

[0,] P1
D+DR‘J($n(tnw):$m(tsw)) < g(t,w,D]Rd(scn(t,w),:cm(t,w)))+E,

gdzie € > 0. Dzigki Twierdzeniu 2.5.1 w [132] uzyskuje sig, ze

[0,7] P1
DR‘*(:CH(t»w):xm(taw)) < T(tw),

- 0] Pl
odzie 7. jest rozwigzaniem maksymalnym losowego zagadnienia 7.(t,w) et

g(t,w, 7-(t,w)) + . Poniewaz {r(-,w)} zbiega jednostajnie (gdy ¢ — 0) do
. : : ; P1
rozwiazania maksymalnego réwnania w (g5), to sup;c(g ;) Dre(Tn(t, ), Tm(t, w)) —

0, gdy n,m — oo. Teraz podobnie jak w dowodzie Tw. 1 mozna konstruowac
rozwiazanie z réwnania (4). Aby pokaza¢ jednoznacznos¢ x korzysta si¢ ponownie
z odpowiednicj, losowej nieréwnosci rézniczkowej z pochodna D,

W pracy [A2] podane sa warunki zapewniajace stabilnoé¢ rozwigzania réwnania
(4) wzgledem warunkéw poczatkowych i prawej strony réwnania. Rozwaza sig
zagadnienie (4) i zagadnienie z inng wartoscia poczatkowa yy € FYRY)
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OILPY e a(t,w)), 2(0,w) = g (5)

oraz zagadnienie z inna prawa strona

z.(t,w)

' (t, w)

OILEY ot w, 2ot @), (0, w) 2 . (6)

Zaklada sie, ze odwzorowania g: [0,T] x @ x Ry = Ry i f: [0,T] x 2% FL(RY) —
FP(R?) beda spemiag:
(h1) z P.1 odwzorowanie g(-,w,-): [0,T] x Ry — Ry jest ciagle;
(h2) dla kazdego (¢,7) € [0,T] x Ry odwzorowanie g(t,-,7): £ — Ry jest zmienng
losowa;

(h3) istnieje rozwigzanie maksymalne 7 na 0, T'] losowego zagadnienia poczatkowego

7' (t, w)

(h4) z P.1 dlakazdego t € [0,T] odwzorowanie g(t,w,): Ry — Ry jest niemalejace;

o] g(t,w,7(t,w)), 7(0,w) B 10 = 0;

(h5) dla kazdego € > 0 istnieje rozwiazanie maksymalne 7. na [0, T] losowego za-

ML gt w (b w) e, T(00) =6

gadnienia poczatkowego T.(t,w)
(h6) z P.1 odwzorowanie f(-,w,-): [0,T] x FL(RY) — F2(R?) jest ciagle;
(h7) dla kazdego (t,u) € [0,T] x F2(R%) odwzorowanie f(t,-,u): {2 — Fo(R?) jest
rozmyta zmienna losowa;

(h8) z P.1 dla kazdego t € [0,T] i dowolnych u,v € F_(R?) zachodzi
DRd(f(t,w,u),f(t,w,U)) < g(t,w, Dra(u, v)).

Twierdzenie 4 ([A2], Theorem 3.5). Niech g: [0,T] x Q@ x R, — Ry spelnia (h1),
(h2) i (h3). Zatézmy, ze f: [0,T) x Qx FL(RY) — FLR?) spetnia (h6), (h7), (h8).
Niech xo,y0 € F2(RY) i 19 = Dga(wo,y0). Przypusémy, ze istniejg jednoznaczne
rozwigzania z,y: [0,T] x Q@ — FL(R?) zagadnieri (4) i (5), odpowiednio. Wowczas

[0,T] P1
Dua(a(t,w)y(tw) < 7(t,w).

Twierdzenie 5 ([A2], Theorem 3.6). Niech g: [0,T] x @ xRy — Ry spetia (h1),
(h2), (h4), (h5). Zaléimy, ze f: [0,T] x Q x FE(RY) — FL(RY) spetnia (h6), (h7),
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(h8). Zaléimy, ze dla € > 0 odwzorowanie f*: [0,T] X Q x FP(RY) — FU(RY)
spelnia warunki (h6), (7). Zaldzmy rowniez, ze z P.1 dla kaidego t € [0,T] 1
kazdego u € F(RY) zachodzi

Dga(f(t,w,w), ff(t,w,u)) <&

Niech xy € F2(R?) i praypusémy, Ze istniejg jednoznaczne rozwigzania T, T [0, T x
Q — FURY) réwnart (4) i (6), odpowiednio. Wowczas

0,7] P1
DRd(m(t,w),mg(t,w)) < To(tyw),

Ponadto, jesli 7(t,w) = 0 jest jedynym rozwigzaniem na [0, T| losowego zagadnie-

nia poczgtkowego 7'(t,w) W g(t,w,7(t,w)), 7(0,w) 20, to

sup DRd(x(t,w),mE(t,w)) =i 0, gdy € = 0.
te[0,7

W dowodach tych twierdzen uzyskuje si¢ réwniez pewna nieréwnos¢ rézniczkowa
z pochodna Diniego D* (dowéd Tw. 4) i catkowa (dowdéd Tw. 5), ktore razem z
twierdzeniami poréwnawczymi z [132, 133] pozwalaja na uzyskanie tez powyzszych
twierdzen.

W dalszym ciagu, w pracy [A2], rozwazane jest losowe rozmyte zagadnienie
poczatkowe (4), ale z inng pochodna odwzorowan rozmytych. Potrzeba nowe;
koncepeji pochodnej pojawila sig juz w badaniach deterministycznych, rozmy-
tych réwnan rézniczkowych. Wynikala ona z obserwacji, ze uzycie rozmyte]
(L1)-pochodnej z Definicji 1 w formulowaniu rozmytego réwnania rézniczkowego
powoduje pewne, nie zawsze pozadane, konsekwencje we wiasnosciach geo-
metrycznych rozwigzan takich réwnaid. Mianowicie, frednice a-cigc wartoscl
rozwiazania nie maleja ze wzrostem zmiennej czasowej. To z kolei wprowadza
wiele trudnoéci w rozwazaniu, na przyklad, rozwiazan okresowych. W 2005 roku
B. Bede i S. G. Gal [55] zaproponowali nieco inng pochodna o takie] wlasnosci,
7e odwzorowania rozmyte rézniczkowalne wzgledem tej nowej pochodnej maja
wartodci, ktérych érednica a-cieé nie jest rosnaca. Zmiana rodzaju pochodnej
moze pomagaé¢ w uzyskiwaniu rozwiazan okresowych. Definicja jest nastgpujaca.

Definicja 2. Odwzorowanie F: [0, T] = F2(R?) nazywamy (L2)-rdzniczkowalnym

w ty € [0, T, jesli istnieje zbior rozmyty F'(to) € FYRY) taki, ze dla dostatecznie

matego h > 0 istniejg réznice Hukuhary F(to —h)© F(to), F(to) © F(to + h) oraz
1

lim Dy ((_E) (F(to AT F(to)) , F’(to)) e 1

h—0t
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lim D ((—%) (F(to) & Flto + n), F’(t0)> — 0.

h—0+

Wiadomo, ze jedli istnieje (L2)-pochodna F'(to) 1 F'(tg) # (z) dla kazdego = €
R?, to nie istnieje (L1)-pochodna odwzorowania F' w punckie tp. Podobnie, jesli
istnieje (L1)-pochodna F'(tg) 1 F'(tg) # (z) dla kazdego z € R?, to nie istnieje
(L2)-pochodna odwzorowania F' w punckie tp.

Zastosowanie (L2)-pochodnej w losowym rozmytym zagadnieniu Cauchy’ego
(4) powoduje, ze nie ma juz réwnowaznosci rozwigzan rownania (4) z rozwigzaniami

losowego calkowego réwnania rozmytego z(t,w) ol A TG + fg f(s,w,z(s,w))ds.
Zamiast tego inna réwnowaznoé¢ ma miejsce ([A2], Lemma 4.2). Mianowicie,
rozwiazania zagadnienia (4) z (L2)-pochodna pokrywaja si¢ z rozwigzaniami
rozmytego losowego réwnania catkowego

[0,7] P

2(tw) = ! :coe(—l)fu f(s,w,z(s,w))ds. (7)

Teraz zostana przedstawione odpowiedniki Twierdzen 3, 4 i 5 dotyczace
rozwiazan zagadnienia (4) z (L2)-pochodna. Dowodzenie tych wynikéw jest
podobne do dowodéw Twierdzeri 3, 4, 5, ale trzeba zachowa¢ duza ostroznosc,
poniewaz teraz istotne jest istnienie wielu réznic Hukuhary. Spelnienie takiego
warunku nie jest natychmiastowe. Nie jest ono potrzebne w przypadku rownania
(4) z (L1)-pochodng. Najpierw zostanie przedstawiony wynik o istnieniu i jedno-
znacznodei (L2)-rézniczkowalnego rozwiazania zagadnienia (4).

Twierdzenie 6 ([A2], Theorem 4.5). Niech bedg spelnione zatozenia Twierdzenia 3.

Zalozmy, ze istnieje stala v > 0 taka, ze cigg {yn}2 skonstruowany nastepujgaco

(0] P1

yo(t,w) = Zo,

[0,y] P.1 ’
Yns1(t,w) = oS (—1) / f(s,w, yn(s,w))ds, n=20,1,2,...

0
jest dobrze okreslony, tzn. istniejg powyzsze rdznice Hukuhary. Wowczas istnieje
jednoznaczne, byé moze lokalne na przedziale [0,7], » < min{T,~}, rozwigzanie x

) . [0,] P1

réunania (4) z (L2)-pochodng i z(t,w) €  By(wo).
Zalozenie o istnieniu ciagu {y,} w Twierdzeniu 6 jest niewygodne i moze
budzi¢ watpliwosci o spelnialnosci takiego warunku. Jednak, ze wzgledu na
posta¢ réwnania (7), to zalozenie wydaje sig¢ by¢ naturalnym i niezbednym.
Ponizsze stwierdzenie wskazuje na spelnialnoéé takiego zalozenia, gdy rozwaza
sie szczegdlne zbiory rozmyte, a mianowicie rozmyte liczby tréjkatne prostej
rzeczywistej. Rozmyta liczba tréjkatna to zbior rozmyty u € FO(R) taki, ze
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[u]* = [a+ (b — a)a,c — (c — b)a] dla a € [0,1]. Zbiér wszystkich takich liczb
oznaczymy przez 7 .

Stwierdzenie 1 ([A2], Proposition 4.8). Niech xg € T. Zaldzmy, ze f: [0,T] x
Q x TBy(z)) = T, gdzie TBy(zo) = {u € T | Dr(u,z0) < p}, spetnia warunki
typu (f1),(f2) i (f3). Wéwczas cigg {yn} z Twierdzenia 6 jest dobrze okreslony.

Ten wynik uzyskuje si¢ poprzez dobrze znane i wykonalne w sprawdzaniu kry-
terium istnienia réznicy Hukuhary dla dwéch rozmytych liczb tréjkatnych. W
ogélnym przypadku nie jest znane zadne kryterium zapewniajace istnienie réznic
Hukuhary zbioréw rozmytych.

W [A2] sformulowane zostaly odpowiedniki Twierdzen 4 i 5, ktére sa wlasciwe
dla (L2)-rézniczkowalnych rozwiazan zagadnienia (4), dlatego zostaty rozwazone
zagadnienia (5) 1 (6) z (L2)-pochodna.

Twierdzenie 7 ([A2], Theorem 4.9). Niech g: [0,7] x Q@ x Ry — Ry,
F:[0,T] x Q x F2(RY) — FURY), zo,y0 € FL(RY) i 70 > 0 spelniajg zatozenia z
Twierdzenia 4. Zatézmy dodatkowo, Ze g spetnia (h4) oraz ze istniejq rozwigzania
z,y: [0,T] x Q@ — F(RY) réwnani (4) i (5) z (L2)-pochodng. Wéwczas

0,1] P1
DRd(x(t,w),y(t,w)) < 7(tw).

Grupa zalozeri w tym twierdzeniu zostala poszerzona o warunek (h4), ktérego
spelialnosci nie wymaga sie w Tw. 4. Dodanie tego warunku pozwala na ominigcie
przeszkody w dowodzie Tw. 7 zwigzane] z duzymi trudnosciami w zapewnie-
niu istnienia réznic Hukuhary tak, aby mozna bylo otrzymaé losowa nieréwnosc
rézniczkowa podobna do tej z dowodu Tw. 4. Jednakze w pewnym przypadku
mozna pominaé¢ to zalozenie (h4) o monotonicznosci odwzorowania g(t,w,-) z
Tw. 7. Tym samym uzyskuje si¢ odpowiednik Tw. 4 dla (L2)-rézniczkowalnych
rozwiazan. Aby zapewni¢ istnienie odpowiednich réznic Hukuhary w dowodzie
tego twierdzenia, trzeba ograniczy¢ si¢ ponownie do zbioru rozmytych liczb
tréjkatnych 7 zamiast F2(R%). Z technicznych powoddéw, wynikajacych z uzycia
(L2)-pochodnej, otrzymuje si¢ wéwezas w dowodzie Tw. 8 losowa nieréwnosc
rézniczkowa z pochodna Diniego D™

Twierdzenie 8 ([A2], Theorem 4.10). Niech g: [0,T] x Q@ xR, — Ry, f:[0,7] x
OxT =T, 0,90 €T i1 =0 spelniajg zatozenia z Twierdzenia 4. Zalézmy,
se istniejg rozwigzania x,y: [0,T] x @ — T réwnari (4) i (5) z (L2)-pochodng.
Wowczas

[0,7] P1
Dg(z(t,w),y(t,w)) < 7(t,w).

Nastepujace twierdzenie jest odpowiednikiem Twierdzenia 5.
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Twierdzenie 9 ([A2], Theorem 4.11). Niech g: [0, T]x Q@x Ry — Ry, f:[0,T]
Q x FYRY) — FARY), f: [0,T] x @ x FURY) — FARY) i zp € FAR?) spetniajg
salozenia Twierdzenia 5. Zalézmy, Ze istniejg (L2)-réiniczkowalne rozuigzania
z,ze: [0,T] x Q = FE(RY) réwnari (4) i (6) z (L2)-pochodng. Wowczas

0,T] P1
D]Rd(l,'(t,W),IE(t,UJ)) < Tltw).

Ponadto, jesli T(t,w) = 0 jest jedynym na [0, T rozwigzaniem losowego zagadnie-

P,
nia poczgtkowego 7'(t,w) S Bl g(t,w,7(t,w)), 7(0,w) 2o, to

sup Dmd(m(t,w),xg(t,w)) RN 0, gdy € — 0.
te[0,T]

Wyniki przedstawione powyzej, uzyskane w pracach [Al, A2|, staly si¢ mo-
tywacjami do podjecia badari w zakresie rozmytych losowych réwnan rézniczkowych
przez J. Y. Parka i J. U. Jeonga [134], H. Vui L. S. Donga [135], H. Vu, L. S. Donga
i N. V. Hoa [136], H. Vu, N. V. Hoa i N. D. Phu [137].

W celu zilustrowania teorii zastosowano w pracy [A2] pewne rozmyte losowe
réwnania rézniczkowe do modelowania zagadnienn populacyjnych. Rozwaza sig
Q = [0,1] z o-algebra A zbioréw borelowskich w §2, P jest miarg Lebesgue’a na
(9, A). Rozmyte losowe zagadnienie Cauchy’ego

P

VILPL (4 1)zt w),  2(0,w) 2 o, (8)

o' (t,w) :
gdzie symbol / oznacza (L1)-pochodna, zo jest zbiorem rozmytym z FL(R), jest
rozszerzeniem dobrze znanego w modelowaniu biologicznym réwnania Malthusa.

Poniewaz w + 1 jest dodatnie, to ten model odpowiada populacji, w ktérej roz-
rodczoéé przewyzsza $miertelnosgé. Takie réwnanie ma jednoznaczne rozwiazanie
z, ktére jest rozmytym procesem stochastycznym z (L1)-rézniczkowalnymi tra-
jektoriami. Stosujac metode wyznaczania brzegéw a-cig¢ rozwiazania x, tzn.
wyznaczania proceséw (t,w) — Lq(t,w) i (t,w) = Uy(t,w) takich, ze [a:(t,w)l“ =
[La(t,w), Uas(t,w)], wyznaczono jawna postac rozwigzania z: [0,T] x Q@ = F(R)
zagadnienia (8). Jest ono nastgpujace

) 0T PL (1)t -

z(t,w

Przyjmujac definicje $rednicy zbioru rozmytego u € FE(RY) jako diam(u) :=

diam([u]°), uzyskuje sig diam(:z:(t,w)) gL etDtdiam(zg). Zatem z P.1

funkcja t ~ diam(z(t,w)) jest rosngca.  Aby zilustrowa graficznie za-
chowanie rozwiazania przyjcto, ze warto$é poczatkowa xg okreslona jest ling-
wistycznie jako “mata” i subiektywnym modelem tego wyrazenia jest zbior
rozmyty zo(y) = (1—3(y —10)%) 1g19(y). Wtedy dla rozwigzania z otrzy-
muje si¢ z(t,w)(y) = (1 — (5 — Fe~@iy)2) Lig wine 00y (y). Dla trajektorii
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UO(I, 1/4)

lzclo . A I T \--- -

{diam(x(8,1/4))

--------------------

[x(t.1/4)]"

L ol 1/4)

0 4 8

Rys. 1. (L1)-rézniczkowalne rozwiazanie zagadnienia (8).

rozwiazania odpowiadajacej w = 1/4, na Rys. 1 zilustrowane jest zachowanie
rdzenia i noénika rozwiazania z, t.j. zilustrowane sa odwzorowania ¢ — [t 1/ 4)]*
oraz t — [z(t, 1/4)]°.

152107 BN e A - - o -

diam(x(4,1/4))

sridre® e Uit /4)i
[x(t,1/4)]
P 1 diaingx(8,1/4))
gae"® -~ --: ----------- <
P L L/4) /
4 8

Rys. 2. (L2)-rézniczkowalne rozwiazanie zagadnienia (9).
Model populacyjny uwzgledniajacy rozmytosé¢ i w ktérym smiertelnosc¢ prze-
wyzsza rozrodczo$é moze by¢ zadany przez losowe rozmyte zagadnienie poczatkowe

2t w) YT —(w+ 1) - 3(t,w), 2(0,w) = (9)

gdzie symbol ' oznacza (L2)-pochodna, zp € Fo(R?). Uwzgledniajac fakt, ze

dla (L2)-pochodnej zachodzi [2/(t,w)]* = [UL(t,w), Ly(t,w)] uzyskuje sig, ze
rozwigzaniem zagadnienia (9) jest rozmyty proces stochastyczny z: [0, T] x @ —
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.7-—2’ (R) spelniajacy

€

L) 0] P1 _(u41)t | 25

z(

Wéwezas diam (z(t,w)) el e~ @t Dtdiam(z) i z P.1 funkcja t — diam(z(t,w))
jest malejaca. Dla ilustracji graficznej przyjmiemy, ze warto$¢ poczatkowa g
jest okreslona przez wyrazenie lingwistyczne “ogromna” i subiektywnym modelem
tego wyrazenia jest zbidr rozmyty xo(y) = (] —4-1072%(y - 106)2) 1510515109 (Y)-
Woéwezas z(t,w)(y) = (1 -(2-2- 10_6€(w+1)t9)2) 1i5.105¢- (w11t 15,105 (wt1)7) (y). Na
Rys. 2 zamieszczona, jest ilustracja wlasciwa dla trajektorii rozwigzania odpowia-
dajacej w = 1/4. Przedstawione sa wykresy t — [z(t, 1/4)]! oraz t +— [z(t, 1/4)]°.
Zagadnienie (8) z (L1)-pochodng moze stuzy¢ jako model populacji rosnacej
liczebnie, ktérej stany sa opisane przez zbiory rozmyte i na rozwdj ktore] maja
wplyw czynniki losowe. Rosnaca funkcja ¢t — diam(z(t,w)) moze by¢ inter-
pretowana jako rosnaca rozmytos¢ w opisie stanéw liczebnosci populacji o do-
datnim przyroécie naturalnym. Im wigksza liczba osobnikéw, tym trudniej o
precyzje w percepcji iloéci. Jednakze, réwnanie (9) z (L2)-pochodng moze byc¢
odpowiedniejsze dla modelowania populacji, ktéra wymiera. Malejaca funkcja
t — diam(z(t,w)) moze odzwierciedla¢ malejaca niepewnos¢, t.j. rozmytosc, w
opisie stanéw liczebnosci coraz mniejszej liczebnie populacji. Im mniejsza liczba
osobnikéw, tym mniejsza nieprecyzyjno$¢ w percepcji iloéci osobnikow.

4.2.2. Rozmyte stochastyczne réwnania rézniczkowe typu Itd z rozmy-

tym dryfem i jednowartosciowa dyfuzja

W tej czeéci autoreferatu zostana przedstawione wyniki uzyskane w pracach
[A3, A4], dotyczace rozmytych stochastycznych réwnai rozniczkowych typu
[td z rozmytym dryfem i jednowartoéciowa dyfuzja. Takie réwnania stanowia
nowy kierunek badan w modelowaniu stochastycznych uktadow dynamicznych z
rozmytoscia. Zatem najpierw zachodzi potrzeba okredlenia prawidlowych ram,
w ktérych te réwnania moga byé¢ rozwazane. Pierwsze badania sa prowadzone
7z zastosowaniem zbioréw rozmytych skonczenie wymiarowej przestrzeni eukli-
desowej R%. Rozmyte réwnania typu It6 moga by¢ traktowane jak réwnania
stochastyczne o wartoéciach w abstrakeyjnej przestrzeni funkcyjnej, poniewaz
zbiory rozmyte u sa identyfikowane z funkcjami wu: R — [0,1]. Istnieja racje,
ktére nie pozwalaja mysle¢ o nich jak o réwnaniach stochastycznych w przestrze-
niach Hilberta, czy Banacha. Przeszkode stanowi fakt, ze zbior zbiorow rozmy-
tych FP(R%) wyposazony w operacj¢ dodawania + nie jest grupa. W ogdlnosci,
nie istnieje element przeciwny do u € F (RY). Z uwagi na ten fakt rozmyte
stochastyczne réwnania rézniczkowe typu Ito musza by¢ traktowane raczej jako
réwnania stochastyczne w przestrzeniach metrycznych. W tym przypadku w
przestrzeni metryczne;j (F*(R?), Dga). Pewna niekompatybilnosc wspomniane]
struktury metrycznej pojawia si¢ w powigzaniu z mierzalnoscia odwzorowan
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losowych u: (Q,A) = (F°(RY), Dga) i pojeciem rozmytej zmiennej losowej. Jak
zostalo wspomniane wczesniej w czgdci 4.2 autoreferatu, A|Bp,,-mierzalnos¢ u
nie jest réwnowazna z tym, ze u jest rozmyta zmienna losowa. Réwnowaznosé
uzyskuje sig dla A|Bz-mierzalnych u. Metryka Dga jest mocniejsza niz metryka
DR 7 drugiej strony w terminach metryki DR’ nie udalo sie uzyskaé¢ pozadanych
w réwnaniach stochastycznych wlasnosci rozmytych calek stochastycznych. Za to
te wlasnosci doéé elegancko udowadnia sie uzywajac metryki Dga.

W tej czedei autoreferatu wymaga sig, aby rozwiazaniami rozmytych réwnan
stochastycznych byly adaptowalne, rozmyte procesy stochastyczne o wartosciach
w FY(R?Y). Takie réwnania, rozumiane zawsze jako réwnania catkowe, moga
byé pomocne w matematycznym opisie ukladéw dynamicznych ewoluujacych w
rozmytej i losowej strukturze oraz poddawanych dzialaniu tzw. “biatego szumu”.
7 powodéw wymienionych w czeéci 4.2 autoreferatu istnieja duze przeszkody
w formutowaniu tych réwnai z rozmyta czescia dyfuzyjna. Przyczyna sa,
niepokonane dotychczas, problemy w poprawnym zdefiniowaniu pojecia rozmytej
stochastycznej catki Ito jako rozmytej zmiennej losowe].

Wydaje sie, ze na obecnym etapie mozna jednakze przelamac impas i rozwazac
rozmyte stochastyczne réwnania typu It6 z dryfem w postaci rozmytej stochasty-
cznej catki Lebesgue’a oraz 7 czescia dyfuzyjna w postaci jednowartosciowej
stochastycznej calki [td zanurzonej w zbiér zbioréw rozmytych. Takie podejscie do
rozmytych stochastycznych réwnan rézniczkowych zostalo zaproponowane przez
autora autoreferatu i po raz pierwszy zastosowane w pracy [B7], gdzie rozwazane
byly rozwiazania takich réwnan w postaci rozmytych proceséw stochastycznych
ciaglych w sensie $redniokwadratowym i rozréznianych z dokladnoscia do mody-
fikacji. W pracach [A3, A4, B8] rozwigzaniami sa rozmyte procesy stochastyczne
o ciaglych trajektoriach. Dla jednoznacznosci rozwiazania wymaga si¢ wigcee].
Rozwiazania z, y pokrywaja sig, jesli prawie wszystkie trajektorie procesu x pokry-
waja sie z trajektoriami procesu y. Jest to “path-wise uniqueness”.

Przez N oznaczymy o-algebre podzbioréw nienatycypujacych w [0,T] x Q i
przez A miare Lebesgue’a na ([0, T], 3([0, T])). Dla nieantycypujacego, L (A x P)-
catkowo ograniczonego, rozmytego procesu stochastycznego z: [0,7] x Q0 —
Fo(RY) otrzymuje sig, ze proces rozmyty (t,w) fotm(s,w)ds jest rowniez
L%(\ x P)-catkowo ograniczony ([A3], Proposition 3.3) i ma ciagle trajektorie
([A3], Proposition 3.4). Ponadto dla L}/(A x P)-calkowo ograniczonych, rozmy-
tych proceséw stochastycznych z i y otrzymuje si¢ ([A3], Proposition 3.5)

u u [0,7] P.1 t
sup DI%R(;(/ :c(s,w)ds,/ y(s,w)ds) < tf D]%d(a:(s,w),y(s,w))ds
0 0 0

u€(0,t]

oraz dla kazdego t € [0, 7]

22



U u t
E sup Déd(/ m(s,w)ds,/ y(s,w)ds) < tIE/ Diq(z(s,w), y(s,w))ds.
0 0 0

ue0,t]

Powyzsze wlasnoéci rozmytej stochastycznej catki Lebesgue’a sa bardzo istotne
w formulowaniu rozmytego stochastycznego réwnania typu It6 i dowodzeniu ist-
nienia rozwiazania o ciagtych trajektoriach dla tego rownania.

Przez {B(t) }epp,r) 0znaczymy m-wymiarowy {A:}iejo,r-ruch Browna okreslony
na (Q, A4, P), tzn. B = (B, B%,...,B™), gdzie {B'(t) }tejor), {B*(t)}epo1)p- - - »
{B™(t) }1epo,r) s niezaleznymi, jednowymiarowymi {Ai}tejo,r-ruchami Browna i
symbol " oznacza transpozycjg. W pracach [A3, A4] rozwaza sig rozmyte stochasty-
czne réwnanie rézniczkowe typu Ito z losowymi wspélezynnikami dryfu i dyfuzji.
W literaturze dotyczacej klasycznych, jednowartosciowych réwnan stochasty-
cznych te wspélezynniki najczedciej nie sa losowe. Posta¢ symboliczna rozmytego
stochastycznego réwnania rézniczkowego typu Ito jest nastepujaca

do(t,w) TE £(t,w, w(t,w))dt + (gt w, 3t w))dB(E)), z(0,w) = mo(w), (10)

gdzie f:[0,T] x Q x FURY) — FU(R?), g: [0,T] x Q x FYRY) — RY x R™ i
Xg: 1 — }—cb(Rd)

W dalszej czesci, argument w nie bedzie wypisany wyraznie w powyzszym
réwnaniu. Poniewaz g = (¢',¢%,...,g™), gdzie g*: [0,T] x Q x FL(RY) — R?
(k=1,2,...,m), to réwnanie (10) mozna zapisa¢ jako

K
[0,7] P.1

do(t) "L f(t,2@)dt + (3 g (L a)AB D), 2(0) Eao.  (11)
k=1

Te réwnania rozszerzaja pojecia, odpowiednio, deterministycznych wielowar-
toéciowych oraz rozmytych réwnari rézniczkowych i z drugiej strony jedno-
wartoéciowych oraz wielowartosciowych stochastycznych réwnan rézniczkowych.
Te nowe réwnania beda odpowiednie dla modelowania ukladéw dynamicznych
z dwoma rodzajami niepewnosci, tzn. z rozmytoscia w opisie stanéw ukladu i
losowymi zaburzeniami wptywajacymi na dynamike¢ modelowanego zjawiska.

Definicja 3. Rozmyty proces stochastyczny z: [0,T] x 0 — FURY) nazywa sig

mocnym rozwigzaniem rownania (11), jesli x

i) jest adaptowalny i L%.(\ x P)-catkowo ograniczony,
N g
(i1) jest Dga-ciggly,
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(111) spetnia
z(t) WL o+/fs:r ))ds + Z/ (5, 2(s dB’“()> (12)

Mocne rozwigzanie z: [0,T] x Q — FY(RY) réwnania (11) jest jednoznaczne, jesh

[0,7] P1
DRd (:E(t),y(‘fj)) —
rozwigzaniem (11).

0, gdzie y: [0,T] x Q — FL(R?) jest dowolnym mocnym

Pierwsza z calek w (12) to rozmyta stochastyczna catka Lebesgue’a. Pozostale
calki to Ri-wartosciowe, czyli jednowartodciowe, stochastyczne calki Ito, ktore
poprzez operacje () zanurzane sa w F(RY). Definicja rozwiazania rézni sig
od definicji rozwiazania typu Sredniokwadratowego rozwazanego w [B?] gdzie
rozwiazania sa rozmytymi procesami stochastycznymi ciaglymi w sensie pewne]
metryki éredniokwadratowej i sa identyczne, gdy sa swoimi modyfikacjami.

Na wspétezynniki f: [0, 7] x Q@ x F2(RY) — FP(RY), g*: [0,T] x Q x F2(R?) —
R k=1,2,...,m, réwnania (11) naklada si¢ ponizsze warunki:

(c1) odwzorowanie f: ([0, T]x Q) x F¢(R?Y) — FL(R?) jest N @B e | B jra-mierzalne
g*: ([0,T] x Q) x FY(RY) — R? sa N ® Bpyea|B(R?)-mierzalne,
(c2) istnieje stata L > 0 taka, ze dla kazdego k € {1,2...,m} z P.1 dla kazdego
t € [0,T] i dowolnych u,v € FE(R?)

maX{DRd (f(t:wau): f(t,w,'u)), Hgk(tvwau) - gk(t:wav)”Rd} < LDR“"(UWU)?

(¢3) istnicje stala C' > 0 taka, ze dla kazdego k € {1,2...,m} z P.1 dla kazdego
(t,u) € [0,T] x F°(RY) zachodzi

max{ Dga((f(t,w, ), (0)), [|¢*(t, w, u)|lre} < C(1 + Dra(u, (0))).

Twierdzenie 10 ([A3], Theorem 4.3). Niech zp: @ — FL(RY) bedzie Ao|Bpsa-
mierzalne i L% (P)-catkowo ograniczone. Niech f: [0,T] x € X FURY) — FL(RY),
gk [0,T] x @ x FORY) — RY k = 1,2,...,m, spelniajg warunki (c1)-(c3).
Wowczas réwnanie (11) posiada jednoznaczne mocne rozwigzanie.

Dzieki wlasnosciom rozmytej stochastycznej calki Lebesgue’a i wlasnosciom
klasycznej catki Itd, dowdd tego twierdzenia mozna przeprowadzi¢ podobnie
jak w przypadku klasycznych stochastycnlych réwnan rézniczkowych stosujac
metode sukcesywnych aproksymacji z, dla n = 0,1,... Szacowane sa wartosci
Jn(t) = Esup,epy D3u(2n(u), zn_1(u)) przez wyrazenia postaci My (Mst)™/nl,
gdzie My, My sa pewnymi stalymi. Korzystajac z Lematu Borela—Cantelliego 1
zupelosci przestrzeni (F2(R?), Dge) mozna wnioskowac o istnieniu odwzorowa-

vl @ [O T) x Q — FL(R?) takiego, Ze sup;ejo 7y D2 (st (i) 24 0. Uzasad-
nia sie, ze  jest rozmytym procesem stochastycznym o ciaglych trajektoriach i
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nieantycypuj@cym Pewna trudno$é¢ w dowodzeniu w stosunku do klasycznych
réwnan pojawia sie przy uzasadnieniu, ze Esupep ) DRd(xn(t) z(t)) - 0. W
przypadku klasycznych réwnan Jednowartosmowych zbieznosc tego rodzaju otrzy-
muje sie z uwagi na zupelosé rozwazanej przestrzeni typu L? lub dokladniej typu
S?. Dla réwnani o wartosciach w F°(R?) takiej analogii nie mozna zastosowac.
Dotychczas nie zostalo pokazane, ze zbior rozmytych proceséw stochastycznym
o claglych trajektoriach i takich ze ]EsuptE[O’T] DZ.(z(t),(0)) < oo z metryka

do(z,y) = (E SUPye(0,7] D2 (w(8), (t))) tworzy przestrzen metryczna zupelna.
Nie zostalo rowniez udowodmon(,, ze zbior Lal(P)—ca}kowo ograniczonych rozmy-
tych zmiennych losowych wyposazony w metryke Aq(z,y) = (IEDI%&,J(:::,y))l/2
tworzy przestrzen zupelna. Aby pokonaé¢ niedogodnos¢ w réwnaniach rozmy-
tych zauwazamy, ze po pierwsze ma miejsce zbieznos¢ sup,gjo Dz (m(8), 40F) i"
SUDyeo,7] Dﬂ‘éd(x(t), (0)) i po drugie istnieje stala Mjz (niezalezna od n) taka, ze
E supep 1 Di.(zn(t), (0)) < Ms. Stosujac lemat Fatou otrzymuje sig catkowalnosé
zmiennej losoweJ supseor) Dpa(z(t), (0)). Wowezas 2 twierdzenia Lebesgue’a o
zbieznodci zmajoryzowanej uzyskuje sig zbieznos¢ Esupe D2, (za(2), 2(t)) —
0.

Niedogodnosci tego typu nie spotyka si¢ w [B7], gdzie badania prowadzone
sa w strukturze przestrzeni L% (P)-catkowo ograniczonych rozmytych zmiennych
losowych z metryka do(z,y) = supae[ojl](EHﬂ%d([:v]a, [y]*))Y/2. Taka przestrzen
metryczna jest zupela.

Szczegdlnym przypadkiem rozmytych réwnan postaci (11) sg wielowartosciowe
stochastyczne réwnania rézniczkowe. One byly badane przy warunku Lipschitza
i liniowego wzrostu przez J. Li, S. Li 1 Y. Ogure w [138]. Jednak wspdlezynniki
dryfu i dyfuzji w [138] nie sa losowe. W [138] nie zaklada si¢ Ag-micrzalnodci
zmiennej xg, ktéra symbolizuje wartosé poczatkowa. To wydaje sie niedostatkiem
ze wzglgdu na brak zapewnienia poprawnodci definicji wiclowartodciowych calek
stochastycznych w ciagu kolejnych przyblizen i definicji rozwiazania jako procesu
adaptowalnego. Podobny niedostatek pojawia sie w pracach J. Zhanga, S. Li,
I. Mitomy i Y. Okazakiego [139] oraz I. Mitomy, Y. Okazakiego, J. Zhanga [140],
gdzie przy warunkach Lipschitza i liniowego wzrostu rozwaza si¢ wielowartosciowe
rownania stochastyczne w przestrzeniach Banacha typu martyngalowego. W
[139, 140] zaklada si¢ dodatkowo, ze o-algebra A jest osrodkowa wzgledem mia-
ry probabilistycznej P. Uzywa si¢ innej definicji wielowartosciowej stochasty-
cznej calki Lebesgue’a. Ona odzwierciedla definicjg¢ zaproponowana w [120] dla
wielowartosciowej caiki Ito.

Globalny warunek Lipschitza (c2) w Tw. 10 zapewnia jednoznacznos¢
rozwigzania réwnania (11). Jednoznaczno$é¢ jest réwniez zachowana, jesli ten
warunek zachodzi na zbiorach ograniczonych. Ten fakt zostal sformulowany w
nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 11 ([A3], Theorem 4.4). Niech f: [0,T] x Q x Fo(RY) — FP(RY),
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g* [0,T] x @ x FY(RY) — R? (k=1,2,...,m) spelniajg:
dla kazdego n € N istnieje stala L, > 0 taka, ze z P.1 dla kaidego t € [0,T] i
dowolnych u,v € F(R?)

max{ Dga(u, (0)), Dra(v, (0))} < n  implikuje

max{DRd(f(t,w,u), ft,w,v)), ||lgt w,u) - g(t,w,U)HRd} < Ln,Dga(u,v).

Zalozmy, ze (11) posiada mocne rozwigzanie x. Wowcezas x jest jednoznacznym
mocnym rozwigzaniem (11).

Dowéd tego twierdzenia opiera si¢ na zastosowaniu odpowiednich czasow zatrzy-
mania i nieréwno$ci Gronwalla.

Istnienie i jednoznacznoéé rozwiazania réwnania (11) zostalo uzyskane w Tw. 10
przy warunkach Lispschitza i linjowego wzrostu. W pracy [A4] zamiast warunku
liniowego wzrostu uzywa sie ogdlniejszego warunku ograniczonodci (c4):

(c4) istnieje stala C' > 0 taka, ze z P.1 dla kazdego t € [0, T] zachodzi

maX{D]Rd (f(t,w, <0>)1 (0>)= Hgk(t,w, (0))”Rf‘} £C, k=12,...,m.

Twierdzenie 12 ([A4], Theorem 3.3). Niech zo: Q — FL(RY) bedzie Ag|B -
mierzalne i L% (P)-catkowo ograniczone. Niech f: [0,T] x € x FURY) — F(RY),
gk [0, T x Qx FY(RY) — RY, k= 1,2,...,m, spelniajg warunki (c1), (c2) i (c4).
Wéwezas réwnanie (11) posiada jednoznaczne mocne rozwigzanie x: [0,T] x  —
FE(RY).

W dowodzie istnienia rozwiazania korzystamy tak, jak w dowodzie Tw. 10 z
metody kolejnych przyblizen z,: [0,T] x @ — F2(RY) dlan = 0,1,.... W pracy
[A4], przy warunkach (cl), (c2), (c¢4), prezentuje si¢ wyraznie (Proposition 3.4)
postaé stalej My bedacej jednostajnym, ze wzgledu na n, gérnym ograniczeniem
dla E sup,c (o7 Dga(2n(t), (0)). Poniewaz procesy @, przyblizaja rozwigzanie z, to
istotnym wydaje sie ocena dokladnosci n-tego przyblizenia. Ona jest przedsta-
wiona przez oszacowanie ([A4], Proposition 3.5)

5 Mgwrl
E sup Diui(z,(t), z(t)) < My——,
] e (2 (1), 2(0) Tn+1)!

gdzie My, M5 sa stalymi wyznaczonymi wyraznie. Ta ocena daje réwniez poglad
o duzej szybkosci zbieznoéci ciagu {z,} do rozwigzania z w metryce da.

Stabilno$é rozwiazania wzgledem warunku poczatkowego jest pozadang wlasno-
§cig.
Twierdzenie 13 ([A4], Theorem 3.6). Niech xo,y0: ) — FU(RY) bedg Ao|Bpri-
mierzalne i L% (P)-catkowo ograniczone. Niech f: [0,T] x Q x F2(RY) — FI(RY),
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gk [0, T) x Qx FARY) = RY, k= 1,2,...,m, spelniajg warunki (c1), (c2) i (c4).

Niech & oznacza rozwigzanie réwnania (11) oraz y rozwigzanie réwnania

0,7] P1

y(®) "L ey + (30 6 y)ABH D) ), v(0) = wo
k=1

Wéwezas rozwigzania z,y: [0,T] x Q — FL(R?) spetniajq

E sup Dia(z(t),y(t)) < M ED3.(x0, o),
t€[0,7

gdzie M > 0 jest pewng statq dodatnig.

Drugi rodzaj stabilnosci rozwiazania to stabilnos¢ wzgledem wspdtczynnikow
réwnania fig¢gfdlak=1,2,...,m.

Twierdzenie 14 ([A4], Theorem 3.7). Niech xzg: Q — FL(RY) bedzie Ag|Bpze-
mierzalne 1 L% (P)-catkowo ograniczone. Niech f, fu: [0,T] x @ X Fo(RY) —
FY(RY), gF,gk: [0,T] x © x F'RY) - R m e N, k=1,2,...,m) spelniajg
(c1), (c2) i (c4). Niech x oznacza rozwigzanie réwnania (11) oraz yn rozwigzanie

nastepujgcego rownania
0,7] P1 = Pl
dya() "L ot yn(®)dt + (3 50t va)ABH D)), 9n(0) Z w0, nEN,
k=1
Zakézmy, ze dla kazdego u € FL(RY) zachodzi

7 m T .
B [ @), St )i+ Y B [ di(ak), o wde =5 0
0 L—] 0

Wéwezas dla rozwigzan @,y [0,T] x Q@ — FL(RY) mamy

E sup Dga(yn(t), z(t)) =0,
te(0,7

Aby udowodni¢ Twierdzenia 13 i 14 pokazuje sig (odpowiednio), ze funkcje ¢ —
E supeqo g Déd (:z:(s),y(s)), t = Esupsepy J’J]?'R[I (yn(s),:c(s)) speliaja pewne nie-
réwnodei, ktére pozwalaja na zastosowanie lematu Gronwalla.

Rozwiazania rozmytego stochastycznego réwnania rézniczkowego (11) maja
nastepujaca wlasnosé geometryczna: posiadaja trajektorie z niemalejaca $rednica
ich wartosci.

Twierdzenie 15 ([A4], Theorem 3.8). Niech z: [0,T] x § — FL(RY) bedzie
rozwigzaniem réwnania (11). Woéwezas z P.1 funkcje [0,T] 3 t — diam(z(¢,w)) €
R, sg niemalejgce.
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Dowdd tej wiasnosci polega na zauwazenlu ze z P.1 dla dowolnych 0 < s <t < T
i dowolnego a € [f frw,z(r,w )d’r] + ST 1(f g*(t,z(1))dB¥(r )) (w) jest
prawdziwa inkluzja [z(s,w)]’ + a C [z(t,w)]’.

Wiasno$é z Tw. 15 jest podobna do analogicznej wlasnosci (L1)-rézniczkowalnych
rozwiazan rozmytych losowych réwnari rézniczkowych (1). Stad ciekawym wydaje
sie rozwazenie rozmytych stochastycznych réwnan rézniczkowych typu Ito =z
rozwiazaniami posiadajacymi trajektorie z nierosnaca Srednica ich wartosci. Praca
autora o takich réwnaniach jest przygotowana do druku.

Dzieki Tw. 12 o rozwiazaniu okreslonym na [0, 7] x € mozna uzasadnic istnienie
i jednoznaczno$é rozwiazania zdefiniowanego na Ry x . Wtedy rozwaza sig
rownanie

dz(t) V= f(t dt+z<g (t, z(t))dB* (1)), (0) = . (13)

edzie f: Ry x Q x FYRY) — FURY), ¢*: Ry x Q@ x FARY) — R? dla
k= 1,2,...,m, zo0: Q@ = FRY) jest r()?myt@, zmienna losowa, {B'(t)}is0,
{Bz(t)}tz[},. . {Bm )}+>0 sa niezaleznymi, jednowymiarowymi {A;};>¢-ruchami
Browna.

Dla T > 0 definiuje sic odwzorowania fr: [0,7] x Q x F¢(RY) — F2(RY),
5 0,T) x Q x FA(RY) - R* (k=1,2,...,m) jako

fr(t,w,u) = f(t,w,u) dla (t,w,u) € [0,T] x Q x F2(R?),
gi(t,w,u) = ¢*(t,w,u) dla (t,w,u) € [0,T] x Q x F2(R?).

Stwierdzenie 2 ([A4], Theorem 4.3). Niech zo: Q — FL(R?) bedzie Ao|Bpga-
mierzalne i L*(P)-catkowo ograniczone. Zatoimy, ze f: Ry x 1 X Fo(RY) —
FURY), ¢ Ry x Q x FX(RY) — R (k =1,2,...,m) 54 takie, ze dla kazdego
T >0 odwzomwama fr: [0, T] x Q x F2(RY) — }'b(]Rd) gh: [0, T] x Q x FY(RY) —
B* (k= .,m) spetniajg (c1), (c2) i (c4). Wiwczas réwnanie (13) ma
jednoznaczne mocne rozwigzanie T: Ry x Q — F(RY).

Powyzsze twierdzenie otwiera przyszte mozliwosci badania zachowania w nieskoni-
czonodci rozwiazan rozmytych stochastycznych réwnan rézniczkowych.

Rozmyte stochastyczne réwnania rézniczkowe typu Ité maja potencjal aplika-
cyiny.  Zastosowanie takich réwnani w postaci (11) zostalo zilustrowane w
[A4] pewnym modelem populacyjnym. Rozwazana jest populacja pewnego
gatunku zyjaca na ograniczonym terytorium. Przyjeto, ze na liczebnos¢ popu-
lacji maja wplyw czynniki losowe i stany liczebnosci nie sa opisane precyzyjnie,
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ale przez wyrazenia lingwistyczne np. “bardzo mala”, “mata”, “niewielka”
“brednia”, “duza”, “ogromma” itd. Prazyjeto réwniez, Ze granica terytorium
moze by¢ przekraczana tylko w m punktach granicznych. Proces migracyjny
stanowi chaotyczne zaburzenie w rozwazanym zjawisku i jest modelowany pro-
cesem ruchu Browna. Aby zaproponowaé realistyczny model takiego zjawiska,
uzyto rozszerzenia klasycznego, deterministycznego réwnania Malthusa do postaci
rozmytego stochastycznego réwnania rézniczkowego typu Ito

da(t,w) "E az(t,w)dt + <Zm: bkdBk(t,w)>, 2(0,0) 2 zo(w).  (14)

k=1

gdzie w symbolizuje czynnik losowy, a # 0, by jest dodatnig statg i BF jest ruchem
Browna (B!, B%,..., B™ sa niezalezne), xg: {1 — FP(R?) jest rozmyta zmienng
losowa. Takie réwnanie posiada jednoznaczne mocne rozwigzanie [0,T] x 2 =
FY(R), ktérego jawna postaé wyznaczono stosujac metod¢ wyznaczania brzegéw
a-cie¢ rozwiazania .

650

600

U (to.)

500

550

450 +

400
350 |

300 §

LOT(t,oa*)

20 L 1 L 1 L
lﬁ 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

250

Rys. 3. Wykres [z(-,w,)]° i [z(-,ws)]! dla rozwiagzania = réwnania (14) z a > 0.

Rozwiazanie z: [0,7] x Q — F2(R) réwnania (14) z a > 0 jest postaci

m t
a(t) "L e g+ (e by / e dB(s)). (15)
k=1 0

Na Rys. 3 przedstawiona jest trajektoria noénika oraz rdzenia rozwigzania
réwnania (14) z a > 0. Dla symulacji numerycznej przyjeto m.in., ze [zo(ws)]® =
275, 350] oraz [zo(wi)]! = {3123}

Rozwiazanie z: [0,7] x Q — F2(R) réwnania (14) z a < 0 jest postaci
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m t

0,7] P.1 , _

z(t) i cosh(at) - zo + sinh(at) - 2o + <e“t Zbk/ e “SdBk(S)>. (16)
k=1 V0

Dlaa < 01t e (0,T] liczby cosh(at) 1 sinh(at) maja przeciwne znaki. Stad nie

mozna przepisaé (16) w postaci (15). Symulacjg trajektorii nosnika i rdzenia tego

rozwiazania przedstawiono na Rys. 4.
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U (to,)
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a5

30

250+
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L te)  Kte)]

10 .
?l 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Rys. 4. Wykres [z(-,w,)]° i [z(-,w.)]! dla rozwigzania x réwnania (14) z a < 0.

[0.7) P1

Dla rozwiazania (15) mamy diam(z(t)) e“diam(zy), a dla rozwiazania

(16) otrzymujemy diam(z(t)) Il i e “diam(zg). Zatem wartosci trajektorii

rozwigzan (15) i (16) staja sig coraz bardziej rozmyte, to znaczy t — diam(x(t))
jest funkcja rosnaca. To jest zgodne z Tw. 15.

Rozwazajac przypadek a < 0 i biorac pod uwage charakter modelowanego
zjawiska mozna zapytaé czy istnieje model, ktéry bylby lepiej dopasowany i le-
piej odzwierciedlal ewolucje populacji. Ujemna wartos¢ a informuje, ze rozwazana
populacja ma tendencje wymierania, czyli w ogdélnosci liczebnos¢ maleje. Stad
niepewno$¢, rozmyto$é w percepcyjnym opisie stanéw powinna male¢, a nie
wzrastaé. Obserwacje uzyskane dla (L2)-rézniczkowalnych rozwiazan rozmytych
losowych réwnan rézniczkowych kieruja do nastgpujacego modelu z a < 0 za-
pisanego w postaci catkowe]

. i t k [0, 7] P1
x(t) + (—1)/ az(s)ds + <Z(—1)] bkdB‘(s)> Y= . (17)
0 1 0
To réwnanie pokrywa sie¢ z catkowa postacig réwnania (14) w przypadku, gdy z
i 7o sa jednowartoiciowe, a nie rozmyte. Jednakze w przypadku rozmytym te
réwnania sa inne. Rozwiazaniem z: [0,7T] x Q — F2(R) réwnania (17) jest
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m t
:c(t) [U,T]:P.l eat i 4 <eat Z bk/ egasdBk(8)>‘
et B

lustracje symulacji nosnika i rdzenia tego rozwiazania przedstawiono na Rys. o.

Teraz diam(z(t)) = evtdiam(zg) 1 z P.1 funkcja ¢ — diam(z(t,w)) jest
malejaca. Stad model (17) moze by¢ lepszy niz model (14) z a < 0.

350 p

Uy (to.)

|

312.5 M

275

a 0.1 02 0.3 04 0.5

Rys. 5. Wykres [z(-,w.)]° i [z(,w.)]! dla rozwigzania & réwnania (17) z a < 0.

Oproécz powyzszych modeli populacyjnych rozwazono w [A4] przyklad zasto-
sowania rozmytych stochastycznych réwnan rézniczkowych w modelowaniu zagad-
nieti finansowych. Rozwiazywane jest rozmyte réwnanie stochastyczne typu [to,
ktére jest rozszerzeniem klasycznego modelu Brennana—Schwartza uzywanego do
modelowania krétkoterminowej stopy zwrotu i rozszerzeniem klasycznego modelu
Blacka—Scholesa dynamiki cen akcji.

Prace [A3, Ad4] sa czgscia podstaw teorii rozmytych stochastycznych réwnan
réamiczkowych typu It6. W przysztych badaniach mozna wprowadzi¢ do tych
réwnan procesy sterujace ogélniejsze niz proces ruchu Browna. Moga to by¢
np. utamkowy ruch Browna, ogdlny proces gaussowski, proces Lévy'ego, martyn-
gal, czy semimartyngal. Dryf w réwnaniu moze by¢ sterowany przez procesy
rosnace lub o skoriczonym wahaniu. Badania w tym kierunku zostaly podjete
przez W. Fei’a [141], ktéry na podstawie wynikéw zawartych w [A3, Ad] mody-
fikuje posta¢ rozmytego réwnania (10) i rozwaza jednowymiarowy, ciagly lokalny
martyngal w miejscu m-wymiarowego ruchu Browna. Odwzorowania rozmyte
maja w [141] wartosci w FZ(R). W pracy W. Fei’a, H. Liu i W. Zhanga (142]
wartosci sa w zbiorze fé’(R‘g). W pracy W. Fei’a, D. He i H. Liu [143] wskazana
jest wlasnosé braku eksplozji dla rozwiazan autonomicznej wersji réwnania (11) z
m = 1. T. T. Tung [144] rozwaza rozmyte réwnanie stochastyczne ze sterowaniem I
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pokazuje ciagha zaleznod¢ rozwigzania wzgledem warunku poczatkowego 1 sterowa-
nia. Szczegélnym wariantem rozmytych stochastycznych réwnan rozniczkowych
sa wielowartosciowe stochastyczne réwnania rézniczkowe. Prace W. Fei’'a, D. Xia
[145], W. Fei’a i Y. Lianga [146] sa poswigcone tym réwnaniom.

4.2.3. Rozmyte réwnania stochastyczne z rozmytym dryfem i rozmytg

dyfuzja

Na rozwiazanie klasycznego, jednowartosciowego stochastycznego rownania r07-
niczkowego mozna spojrze¢ w dwojaki sposéb. Po pierwsze jak na proces
stochastyczny z: [0,T] x @ — R? i po drugie jak na odwzorowanie z: [0,T] —
L*(Q, A, P;R%). Ta obserwacja prowadzi do innej, niz w czesci 4.2.2 autorefe-
ratu, metody formulowania rozmytego stochastycznego réwnania rézniczkowego
i innego rozumienia rozwigzania. Teraz wymaga sig, aby rozwigzaniem byto
rozmyte odwzorowanie X: [0,T] — F2(L*(Q, A, P;R?)) o wartoéciach w zbio-
rach rozmytych przestrzeni wektoréw losowych calkowalnych z kwadratem.
Rezygnacja z wymagania, aby rozwiazaniem rozmytego stochastycznego réwnania
rézniczkowego byt rozmyty proces stochastyczny z: [0, T]xQ — FO(RY), tak jak w
czedci 4.2.2 autoreferatu, pozwala na formulowanie réwnania typu It6 z rozmytym
dryfem i rozmyta dyfuzja. Takie réwnania badane sg w [A5, A6, B4, B12, B15,
B20, B21] i nie byly rozwazane wczesniej. Kluczowe sa teraz pojecia rozmytych
calek jako zbioréw rozmytych przestrzeni L*(2, A, P; RY).

Niech F: [0,T] x Q — K2(R%) bedzie nieantycypujacym i L3/(X x P)-catkowo
ograniczonym wielowartoéciowym procesem stochastycznym. Twierdzenie Kura-
towskiego i Rylla-Nardzewskiego o Mierzalnej Selekcji zapewnia niepustosc zbioru
sclekeji S3(F, A x P) = {f € Li/(A x P): f € F,A x P-p.w.}. Stad dla kazdego
f € S3(F,\ x P) i dowolnych 7,t € [0,T], 7 < t, mozna okredli¢ stochastyczna
catke Ito f,: f(s)dB(s) i stochastyczna catke Lebesgue’a f,: f(s)ds, ktore sa ele-
mentami z przestrzeni L($), Ay, P;R%). Wielowartosciowa stochastyczna catka
Tto-Aumanna bedziemy nazywali nastepujacy zbiér w L*(Q, Ay, P; RY)

/:F(s)dB(s) = {/t F(8)dB(s) : f € S2(F,A X P)} ,

a zbior w L2(Q, A;, P;RY)

/Tt F(s)ds := {/th(s)ds . f € S (F, A X P)}

bedziemy nazywali wielowartosciowa stochastyczna catka Lebesgue’a—Aumanna.
Te calki stochastyczne, wprowadzone przez M. Kisielewicza 87, 117], sa
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stosowane od ponad dwudziestu lat w zagadnieniach stochastycznych inkluzji
rézniczkowych.

W dalszym ciagu bedziemy zakladali, ze o-algebra A jest osrodkowa wzgledem
miary probabilistycznej P oraz pisali L? zamiast L*(Q, A, P;RY) i L zamiast
L2(Q, Ay, P;RY), gdzie t € [0,7]. W pracy [B4] zostalo pokazane, ze dla nie-
antycypujacego 1 LJQV()\ X P)-catkowo ograniczonego, rozmytego procesu stochasty-
cznego f: [0,T] x Q@ — F2(R?) i dla dowolnych 7,¢ € I, 7 < ¢, istnieja zbiory
rozmyte w F°(L?) oznaczane przez f: f(s)dB(s) i f: f(s)ds takie, ze dla kazdego
a € [0,1]

[ 1] = [erase. | S| = [isseas

gdzie calki wystgpujace po prawych stronach réwnosci sa wielowartosciowymi
catkami stochastycznymi typu It6-Aumanna i Lebesgue’a-Aumanna. Zbiory
rozmyte f: f(s)dB(s) € F(L?), f: f(s)ds € FP(L?) bedziemy nazywali rozmyta
stochastyczna calka Ito—Aumanna oraz rozmyta stochastyczna catka Lebesgue’a—
Aumanna.

W tej czedci autoreferatu zostana przedstawione wyniki uzyskane w pracach
[A5, A6]. W [A5] rozwaza sig¢ réwnania z rozmytymi stochastycznymi calkami
Lebesgue’'a—Aumanna i Ito—Aumanna. Dokladniej, dla f, g: [0, T] x €2 x Fo(L*) —
FU(RY) oraz X € FE(L3) przez rozmyte rownanie z rozmytymi stochastycznymi
catkami Lebesgue’a—Aumanna i It6—Aumanna bedziemy rozumieli rownanie w
przestrzeni metrycznej (F2(L?), Drz):

X(t)=Xo+ /tf(s,X(s))ds + /tg(s,X(s))dB(s) dla t € [0,T). (18)

Przez rozwiazanie réwnania (18) rozumiemy Dy:-ciagle, rozmyte odwzorowanie
X:[0,T) — F°(L?), ktére spelia (18). Rozwigzanie X: [0,T] — FE(L?) jest
jednoznaczne, jesli X (t) = Y (t) dla kazdego ¢ € [0,T], gdzie Y: [0,T] — FUL®)
jest dowolnym rozwigzaniem réwnania (18).

Na wspétezynniki f,g: [0,T] x € x F2(L?) — F2(R?) w réwnaniu (18) naklada
si¢ nast¢pujace warunki:
(b1) dla kazdego u € F’(L?*) odwzorowania
f('a ',U), g(: k) ’U.) . [OaT] X 1 — Ig(Rd)

sa nieantycypujacymi, rozmytymi procesami stochastycznymi,
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(b2) istnieje stala K > 0 taka, ze z P.1 dla kazdego t € [0, 7] i dowolnych u,v €
F2(L?)

max { Dga(F(ts0,0), £, ), De(g(t,0,), 9(t,0,0))} < K Dya(,v),
(b3) istnieje stata C' > 0 taka, ze z P.1 dla kazdego t € [0, 7] i kazdego u € F2(L?)

max { Dga (f(t,w, u), (0)), Dga(g(t,w,u), (0))} < C(1 + Dra(u, (©))),

gdzie © oznacza element zerowy przestrzeni Iz

W pracy [B4] zostalo pokazane, ze powyzsze warunki mierzalnosci, Lipschitza i
liniowego wzrostu zapewniaja istnienie jednoznacznego rozwiazania réwnania (18).
Istnienie rozwiazania zostalo osiagniete dzigki zbieznosci ciagu Picarda przyblizen
{Xn}22, C C([0,T), F2(L?*)) okreslonych jako:

n=0
Xo(t) = Xo, t€0,T]

oraz dlan € N

Xn(t) :X0+/0 f(S,Xn—l(S))dS+/O g(s, Xn-1(s8))dB(s), t€[0,T].

W pracy [Ab] wskazano dwa nastepne rodzaje ciagow kolejnych przyblizen
rozwigzania réwnania (18). Opréez przyblizei Picarda bada sig przyblizenia
Carathéodory’ego i Maruyamy. Ciagi o tych nazwach byly wykorzystywane w
analizie klasycznych, jednowartosciowych, stochastycznych réwnan rozniczkowych.
Ciag Picarda stosowal K. Ité [147], ciag Carathéodoryego stosowali D. R. Bell i
S. E. A. Mohammed [148], trzeci ciag przyblizeri zaproponowal G. Maruyama
[149]. W przypadku réwnan z rozmytymi catkami stochastycznymi Lebesgue’a—
Aumanna i [t6—Aumanna rozmyte rozszerzenia wymicnionych ciagéw sa rownicz
bardzo przydatne w dowodzeniu istnienia i jednoznacznosci rozwiazania row-
nania (18).

Ciag Carathéodory’ego przyblizen {Y,}72; C C([0,T), F2(L?)) definiuje sig
przez procedure: dlan € N

Yn(t) = Xj, te {—'1, 0],
4 t
Valt) = Xo+ [ fs.Yals = 1/m)ds + [ ot Yils = 1/m)aBls), e 0,7
0 0
Ta procedura pozwala na okredlenie Y, krok po kroku na przedziatach [0,1/n],

(1/n,2/n],... W istocie otrzymuje si¢ wowczas

34



Y. (t) = Xo +/0 f(s, Xo)ds —I—/D g(s, Xo)dB(s), dlate[0,1/n],

t
Y.() = Ya(l/n) + ’ f(s,Yn(s—1/n))ds

N / 4(s, Ya(s — 1/n))dB(s) dla t € (1/n,2/n]
J1/n

i kontynuacja procedury prowadzi do okreslenia Y, (¢) na calym przedziale [0, 7.
Ciag Maruyamy przyblizeti {Z,}22, C C([0,T], FP(L?)) definiuje si¢ nastepu-
jaco: dlan € N

W,.(0) = Xo,
idlate ((k—1)/n,min{k/n, T} oraz k=1,2,...

Wa(t) = Wa((k - 1)/n) + f £(s, Wa((k — 1)/n))ds
(k=1)/n
F / o(s, Wal(k — 1)/n))dB(s)
(k=1)/n

W pracy [B4] (Theorem 3.7) zostalo pokazane, ze przy zalozeniach (bl)-(b3)
granica X ciagu Picarda {X,} jest jednoznacznym rozwigzaniem réwnania (18).
Podobne wyniki uzyskuje sig dla ciggédw {¥,} i {W,}, co potwierdza uzytecznosc
tych ciagow.

Twierdzenie 16 ([A5], Theorem 4.4). Niech Xo € F.(L§) 4 niech f,g: [0,T] X
Q x F(L?) — FL(RY) spetniajg (b1)-(b3). Wiwczas cigg {Y,}22, jest ciggiem
Cauchy’ego w C([0, T], F2(L?)) i zbiega do X € C([0,T), F(L?)), ktdre jest jed-

noznacznym rozwigzaniem rownania (18).

Twierdzenie 17 ([A5], Theorem 5.5). Przy zatozeniach Tuwierdzenia 16
cigg {W,}22, jest ciggiem Cauchy’ego w C([0,T), Fe(L?)) i zbiega do X €
C([0,T], FE(L?)), ktore jest jednoznacznym rozwigzaniem réwnania (18).

W dowodach tych twierdzeri wykorzystuje si¢ wlasnoéci, ustalone w [B4], rozmy-
tych stochastycznych calek Lebesgue’a—Aumanna i It6-Aumanna. Stosuje sig
réwniez fakty, ze dla dowolnego n € N zachodza sup;eo ) D2, (Ya(t),(0)) < ¢4
([A5], Proposition 4.1), supsejo 7y D%, (W,(t),(©)) < Ci ([A5], Proposition 53)
oraz dla dowolnego n € N i s,t € [0,T] takich, ze 0 < t —s < 1 zachodza
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D2,(Y,(t), Ya(s)) < Cot — s) ([A5], Proposition 4.2) i DL (Wy(t), Wa(s)) <
Cy(t — s) ([AB], Proposition 5.2), gdzie C1, Cy s3 dodatnimi statymi.
Niewatpliwa przewaga ciagéow {Y,}, {W,} nad {X,} jest ich niska ztozonosc
algorytmiczna wyznaczania n-tego przyblizenia. Aby wyznaczy¢ n-te przyblizenie
X,, w ciagu Picarda, trzeba najpierw wyznaczy¢ wszystkie wcezesdniejsze przy-
blizenia X1, Xa, ..., Xn_1. W przypadku ciagéw {Y;, } i {W,} ta niedogodno$¢ nie
pojawia sie. Wyznaczenie przyblizenia Y, i Z, nie wymaga znajomosci zadnego
2z poprzednich wyrazéw ciagu. Ciag Picarda {X,} zyskuje w poréwnaniu z
ciagami {Y,,} 1 {W, } w kwestiach oszacowania bledu n-tego przyblizenia i szybko-
$ci zbieznosci.
Twierdzenie 18 ([A5], Theorem 3.2). Niech Xo € FL(L§) i niech f,g: [0, T]x %
FUL?) — FP(RY) spetniajg (b1)-(b8). Niech X oznacza jednoznaczne rozwigzanie

réwnania (18). Wdwezas dla kazdego n € N
CTL
sup D3a(Xa(t), X (1) < Co
te[0,T) n.

gdzie Cs, Cy sq pewnymi statymi dodatnima.

Twierdzenie 19 ([A5], Theorem 4.3, Theorem 5.4). Niech X oznacza jednoz-
naczne rozwigzanie réwnania (18). Przy zatozeniach Twierdzenia 16 istnieje stala

Cs > 0 taka, ze dla kazdego n € N

sup D2 (Yo (1), X(t)) < Cs oraz  sup D (Wy(t), X (1)) < %
te(0,7] n t€(0,7] n

Oszacowanie odleglosci migdzy dokladnym rozwigzaniem i n-tym przyblizeniem
w ciagach Picarda, Carathéodory’ego i Maruyamy wskazuje na powolnosc dwdch
ostatnich metod przyblizania rozwigzania.

W pracy [A6] rozszerza sig posta¢ réwnania (18) do nastgpujacego

X(t) =Xy +/U f1(s, X(s))dZy(s) + - - -I—/O fnls, X(8))dZpn(s), te€[0,T),

odzie Zi, ..., Zm sa semimartyngatamii fi,..., fm: [0,T] x 2 x FEL?) — Fo(RY).
Tutaj potrzebna jest definicja rozmytej catki wzgledem H2-semimartyngalu Z.
Podobnie do definicji catek rozmytych [ f(s)ds i [ f(s)dB(s), rozwazanych w
(B4, A5], mozna ja sformulowaé [127, B21, B15] z pomoca wiclowartosciowe]
catki stochastycznej typu Aumanna wzgledem H*-semimartyngatu. Ta calka to
nastepujacy podzbiér w przestrzeni L?

36



ﬁmeMﬂﬂﬁ={Lﬂmwﬂwkgesﬁﬂﬂﬂ},

gdzie pz jest miarg generowana przez Z, okreslong na ([0,T] x ,P), P jest o-
algebra zbioréw prognozowalnych, F': [0, T] x  — CB(R?) jest prognozowalnym i
L%(,u z)-catkowo ograniczonym procesem wielowarto$ciowym. Nastepnie uzyskuje
sie istnienie zbioru rozmytego f('r,t] f(s)dZ(s) € Fi(L?) takiego, ze jego a-cigcia
speiiaja

{ - (S)dZ(S)r _ /(.Tlt][f(s)]adz(s)‘

Zbiér rozmyty f(T p f(s)dzZ(s) € FU(L}) bedziemy nazywali rozmyta calka
stochastyczng Aumanna wzgledem semimartyngatu.

Poniewaz Z oznacza H2-semimartyngal i Z(0) = 0, to Z ma rozklad Z =
A+ M, gdzie A jest adaptowalnym, cadlag procesem o skonczonym wahaniu
i M jest lokalnym martyngalem. Procesy A i M sa semimartyngatami. Jesli
uzyje sie powyzszej definicji calki, to mozna zaobserwowac ([A6], Theorem 4.5),
ze [ fdZ # [ fdA+ [ fdM, gdzie wszystkie calki sa catkami rozmytymi. Réwniez
[FdZ # [ FdA + [ FdM, gdzie wszystkie calki sa calkami wielowartosciowymi
([A6], Theorem 3.3). Jest to dos¢ zaskakujacy wymik, zwazywszy na fakt, ze
dla calek z jednowartosciowych proceséw ma miejsce réwnoscé. W konsekwencji
rozmyte (i wielowarto$ciowe) réwnania

t
X0 = Xo+ [ s, X()dzZ(s),
mw:%+ﬁme@MMQ+£fmwaM@

nie sa rownowazne.

W pracy [A6] definiuje sig calki wielowartosciowe 1 rozmyte wzgledem semi-
martyngatu Z nieco inaczej, aczkolwiek korzystajac z definicji uzywanych w [B12,
127, B21, B15]. Mianowicie dla wielowartosciowego, prognozowalnego i L% (pz)-
catkowo ograniczonego procesu F: [0,T] x Q — KCE(R?) i dla rozmytego, pro-
gnozowalnego i L3 (pz)-catkowo ograniczonego procesu f: [0,T] x Q@ — FARY)
definiuje sie calke wielowartosciowa f FdZ i rozmyta 3§ fdZ jako

jénﬂ F(s)dZ(s) = /(’r,t] F(s)dA(s) +/(T,¢]F(S)dM(S)
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j£ F(9)dz(s) = | f(s)dA(s) + [ f(s)dM(s).

(7.t] (7,t]

Wéwezas otrzymuje sie zgodnosé calek ¢ FdZ i § fdZ z rozktadem Z = A +
M semimartyngalu Z, tzn. 35 F(s)dZ(s) = 55 ]F( s)dA(s) + 3§(Tt (s)dM (s)
([A6], Corollary 3.6) i ngt] dZ(s) = fﬂ] A(s) + 55 M(s) ([A6],

Corollary 4.7). Zaleznos$¢ miedzy catkami 39 ] & dZ (s)i f ( )dZ (s) opisuje
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 20 ([A6], Theorem 3.3). Niech F: [0,T] x € — Kb (RY) bedzie
prognozowalnym 1 L%(,u,z)—catkowo ograniczonym procesem wielowartosciowym.
Wéwezas dla T,t € [0,T), T < t,

jﬁ F(s)dZ(s) > / F(s)dZ(s).
(1.t (T,t]

W ogdlnosci, powyzsza inkluzja jest wlasciwa.

Zawieranie si¢ zbloruf i £ (s)dZ(s )Wzblorzegg F(s)dZ(s) = f( F(s)dA(s)+
Jiry F(s)dM(s) wynika 2 faktu ze kazdy element a € f (ry F(8)dZ(s) ma
reprezentacje a = f ]f( s)dZ(s), gdzie f jest odpowiednia selekcja F', oraz z

faktu, ze f f ( ]} = fﬂ]f( s)dA(s) + fﬂ] (s)dM(s). Aby pokazac, ze

inkluzja Jest Wlasmwa rozwaza sie szczegolny, ciagly semimartyngat w postaci
Z(t) = t + B(t), gdzie B jest {A;}-ruchem Browna. Nastgpnie wybiera sig
dwie rézne selekcje f, g Wlelowartosmowego procesu stochastycznego F'. \Vtcdy
Jor (s ds—l—f”]g s)dW (s Ejg” 5) i mozna pokazac, 7ef f(s)ds +

J(,].( Q’Jn] s)dZ(s).

7 Tw. 20 tatwo wywnioskowaé nastepujacy zwiazek migdzy catkami rozmytymi
$oq F(8)dZ(8) 1 [,y f(5)dZ(s).
Whiosek 1 ([A6], Theorem 4.5). Niech f: [0,T] x Q — FP(RY) bedzie progno-
zowalnym 1 L%(;J,Z)—caﬁkowo ograniczonym, rozmytym procesem stochastycznym.

Woweczas dla T,t € I, 7 <,
o

[ » f(s)dz(s)]a - [ g f(s)dZ(s)} . gdzie a € [0,1].

Niech Z (Z1, ..., Zm) bedzie m-wymiarowym semimartyngatem takim, ze
Zy (k = 1,...,m) sa Jednowymlarowyml ciaglymi H?-semimartyngalami. W
dalszym ciagu rozwazane jest rozmyte réwnanie z rozmyta catka stochastyczna
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Aumanna wzgledem 2. Dla f: [0, T] x @ x F2(L?) — [FARH]™™ i Xp € F2(LF)

takie réwnanie zapisuje sie¢ w postacl

X(t) = Xo + j{f(s,X(s))dZ(s) dlat € [0,T).

Ono jest rozumiane jako réwnanie w przestrzeni metryczne] (]'"é’ (L%, D Lz):

Xt = X0+j€ fl(s,X(s))le(s)—t—---—t—jé fn(8, X (8))dZn(s), t €[0,T], (19)

edzie f = (fi,..., fm) i fe: [0,T] x Q x FYL?) —» FY(RY) dlak=1,...,m.

Jedli przyjmiemy m = 2, fi = f, fo = g, Zi1(s) = s, Zy(s) = B(s)
to (19) redukuje si¢ do réwnania (18). Réwniez réwnanie rozwazane w [B12]
jest szczegdlnym przypadkiem réwnania (19) sterowanego przez dwuwymiarowy
semimartyngal Z = (A, M), gdzie A jest adaptowalnym, ciggtym procesem o
skoriczonym wahaniu i M jest ciaglym martyngalem catkowalnym z kwadratem.

Aby otrzymaé istnienie rozwigzania réwnania (19), na wspétezynniki fi1, ..., fm
w réwnaniu (19) naklada si¢ warunki:

(d1) dla kazdego k € {1,2,...,m} i kazdego u € FY(L?) rozmyty proces stochasty-
czny fi(, - u): [0,T) x Q — FL(RY) jest prognozowalny,

(d2) istnieje stata K > 0 taka, ze dla kazdego k € {1,2,... ,m}, prawie wszystkich
(t,w) wzgledem pz, i dowolnych u,v € F2(L?)

DRd (fk(t,w, u), f;;(t,w,u)) é KDLz(’U,, ’U),

(d3) istnieje stala C' > 0 taka, ze dla kazdego k € {1,2,...,m}, dla prawie wszyst-
kich (t,w) wzgledem pz,

Dra (fk(t:wa (@>)1 (0>) < C

Nieréwnoséci w warunkach (d2) i (d3) maja zachodzi¢ pz,-p.w. Stad warunek (d2)
jest stabszy warunek niz warunek lipschitzowski w [B12], gdzie nieréwnosci maja
zachodzié¢ dla dowolnych (¢,w). Réwniez warunek ograniczonosci (d3) jest stabszy
niz warunek liniowego wzrostu postulowany w [B12] i [B15].

Twierdzenie 21 ([A6], Theorem 4.12). Niech Xo € F2(Lj). Zaloimy, ze
warunki (d1)-(d3) sq spetnione. Wowczas réwnanie (19) posiada jednoznaczne
rozwigzanie.
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Dowéd tego twierdzenia nie zostal zamieszczony w publikacji [A6], poniewaz jest
podobny do dowodu Twierdzenia 4.2 (z tej samej pracy) dotyczacego istnienia i
jednoznacznodci rozwiazania rownania wielowartosciowego, bedacego szczegolnym
przypadkiem rozmytego, sterowanego przez m-wymiarowy semimartyngal. W
dowodzie Tw. 21 wykorzystuje sie nastgpujace wlasnosci ([A6], Propositions 4.8,
4.9 4.10) rozmytej stochastycznej calki Aumanna ¢ fdZ:

f(s)dZ(s) = f(s)dZ(s) + f(8)dZ(s), 0<T<a<t<LT,

(7,t] (1,a] (a,t]

P6)2() <2 Dhu(ffiduz, 0<T<1<T,

(1,8]xQ

DL($  fi(s)dZ(s),
(1.4] (7t

t
odwzorowanie t — jg f(s)dZ(s) jest Dpa-ciagle, jesli Z jest ciagly.
0

Dowéd Tw. 21 jest oparty na zastosowaniu twierdzenia Banacha o kontrakeji.
Nie mozna jednak uzyskaé¢ rozwigzania od razu na calym przedziale [0, T7.
Schemat dowodu jest nastepujacy. Wybiera si¢ podziat 0 = ¢p < t; < -+ <
ty-1 < ty = T odcinka [U T] tak, aby 2mK?2y " 1,uzgk([t1 . 8] Q) < 1
dla kazdego i = 1,...,N i rozwaza sig¢ zbiory C; (dla ¢« = 1,...,N) Dpa-
ciaglych odwzorowaﬁ X :[tio, ] — FU(L?) wyposazone w metryki supre-
mum p;. Pokaﬂlje sie, ze operatory V;: C; — C; okreSlone jako (ViX)(t) :=
XEV(t)+ 4§ fils, X(8))dZy(s)+- -+ § | fn(5, X (8))dZm(s) dlat € [tiy, ]
sa dobrze zdeﬁmowane 1 zwgzaJ@ce Tw1erdzen1e Banacha o punkcie stalym
gwarantuje 1stmen1e Jedynego X8 e ¢, ktory spetnia X0 (t) = X D(t;4) +

ﬁ fi(s, X (s))dZy(s) + -+ + ﬁ fin(8, XO())dZy(s) dla t € [ti—1,t;). Od-
wzorowanie X : [0,T] — }_f(LB) okreslone ]ako X(t) = XO)1pgppg(E) + -+ +
XM ()1, 441(t) jest jednoznacznym rozwigzaniem réwnania (19).

W kolejnych pracach autora autoreferatu, przygotowanych do druku, rozwazane

sa réwnania (19) z nielipschitzowskimi zalozeniami o wspétezynnikach réwnania
oraz réwnania z malejaca rozmytoscia wartosci trajektorii rozwigzan.

Réwnanie (19) rozszerza formule réwnania jednowartosciowego

—:1:0+/f1s:c ))dZ: (s /fmsa:(s)dZ (s), t€[0,T],

gdzie zy € L2, fr: [0,T] x @ x L? —» R¢ dla k = ,m. Wyniki dotyczace
jednowartosciowych réwnan stochastycznych %terowanych przez semimartyngaly
np. [1 50-153] moga stanowic inspiracje do kolejnych probleméw badawczych w za-
kresie rozmytych i wielowartosciowych réwnan stochastycznych sterowanych przez
semimartyngaly.
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5. Oméwienie pozostalych osiaggnigé naukowo-badawczych

M¢j dorobek naukowy sklada sig z 28 publikacji, 17 z nich to prace samodzielne,
11 prac jest wspotautorskich. Dwie prace wspétautorskie zostaly opublikowane
przed doktoratem, pozostalych 26 prac zostato opublikowanych po uzyskaniu sto-
pnia doktora. Wszystkie publikacje ukazaly si¢ w recenzowanych wydawnictwach
o zasiegu miedzynarodowym. W bazie Web of Science znajduje si¢ 21 prac z mo-
jego dorobku naukowego, w tym 19 artykulow opublikowanych w czasopismach
naukowych i 2 prace w formie publikacji konferencyjnych w wydawnictwach
ksiazkowych.

W tej czedci autoreferatu zostana omoéwione skrotowo prace niewchodzace w
sklad jednotematycznego cyklu publikacji [A1]-[A6]. Ponizej zostala zamieszczona
lista prac z wylaczeniem publikacji [A1]-[A6]. Zalacznik nr 4 zawiera pelna liste.

Prace [B1, B2| opublikowane przed doktoratem dotycza zagadnien zwiazanych
z arytmetyka miar. W [B1] rozwazane jest zagadnienie polegajace na scharakte-
ryzowaniu par rozkladéw probabilistycznych p i v, dla ktérych istnieje liczba p €
(0,1) taka, ze pu + (1 — p)v = p * v (symbol % oznacza splot). Dla p = 1/2
to zagadnienie bylo sformutowane w roku 1939 przez D. Dugué¢ 1 badane przez
wiele 0s6b. Pela charakteryzacja nie zostala podana. W [Bl] to zagadnienie
jest badane w powiazaniu z klasa ®(p) utamkéw prostych funkeji charakterysty-
cznych o i klasa T(i) liczb rzeczywistych generowana przez (). Pokazuje sig, ze
dla ustalonej ¢ bedacej funkeja charakterystyczng rozkladu p zagadnienie Dugué
jest rozwiazywalne wtedy i tylko wtedy, gdy T'(yp) zawiera liczbg ujemna. Po-
dane zostaly przyktady funkcji charakterystycznych w postaci iloczynow funkcji z
®(ip), ktére spetniaja warunek Dugué. Podano réwniez przykiad funkcji charakte-
rystycznych, ktére spetiaja warunek Dugué sformulowany dla trzech miar pro-
babilistycznych. Rozwazana jest modyfikacja zagadnienia Dugué: przy ustalonych
1 1 p bada si¢ czy istnieje o-skoriczona miara znakowana taka, ze zachodzi rownoscé
Dugué. Praca [B2] ma charakter przegladowy. Zebrano w niej podstawowe fakty
wlasciwe dla nastepujacych operacji w zbiorze miar probabilistycznych: splotu,
mieszania skali i mieszania splotu. W terminach niezaleznych zmiennych losowych
te operacje odpowiadaja sumie, iloczynowi i losowej sumie zmiennych losowych.

Prace [B16, B17] dotycza rozkladéw asymptotycznych dla ciagéw losowych
sum zmiennych losowych, w ktérych losowy indeks sumowania ma rozklad geo-
metryczny. Te rozklady naleza do szerokiej klasy rozkladéw nieskonczenie po-
dzielnych, stanowiacych baz¢ w badaniach stochastycznych proceséw Lévy’ego.
Cze$¢ wynikéw z [B16, B17], opublikowanych po uzyskaniu stopnia doktora,
stanowi czeé¢ wynikéw przedstawionych w rozprawie doktorskiej. W [B16] podana,
jest nowa charakteryzacja rozkladéw geometrycznie nieskoriczenie podzielnych
oraz rozkladéw geomertycznie $cidle semistabilnych jako rozkladow granicznych
dla ciagéw losowych geometrycznych sum niezaleznych zmiennych losowych
o jednakowym rozkladzie. Poniewaz rozklady geomertycznie $cisle semista-
bilne naleza do klasy rozkladéw dekomponowalnych, uzyskuje sig rowniez cha-
rakteryzacje tych rozkladéw jako rozkladéw granicznych dla ciagéw zwyklych
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sum niezaleznych zmiennych losowych o niekoniecznie jednakowym rozktadzie. W
pracy [B17] badana jest nowa, wprowadzona przez autora, podklasa rozktadow
geometrycznie nieskoriczenie podzielnych nazwana rozkladami geometrycznie
semistabilnymi. Ona rozszerza klase rozkladéw $cigle semistabilnych. Dowodzi sig
zwiazku pomiedzy nowa klasa rozktadéw i dobrze znana klasa rozkladéw semista-
biluych. Pokazuje si¢ rézne charakteryzacje zmiennej losowej o takim rozkladzie w
postaci granic wedlug rozktadéw ciagéw wazonych, geometrycznych sum losowych
7z przesunieciem. Uzyskuje sie postaé reprezentacji Lévy’ego-Chinczyna dla funke;ji
charakterystycznej rozkladu geometrycznie semistabilnego i charakteryzacje typu
de Finettiego w postaci granic ciaggdéw funkcji charakterystycznych.

Po doktoracie moje zainteresowania badawcze skoncentrowaly si¢ wokot za-
gadnien réwnarn rézniczkowych z rozmytymi i wielowartosciowymi rozwigzaniami.
W pracach [B6, B9, B10, Bll] badane sa wielowartosciowe, deterministyczne
réwnania rézniczkowe z tzw. pochodna Hukuhary drugiego typu. Definicja
tej nowej pochodnej rézni si¢ od definicji pochodnej Hukuhary uzywanej w
sformutowaniu takich réwnari w monografii [19]. W [B6, B9] wartosciami w
rozwazanych réwnaniach sa podzbiory R, w [B10] podzbiory R i w [B11]
podzbiory (nicskoriczenie wymiarowej) przestrzeni Banacha E.  Praca [B6]
uogdlnia wynik z [113] o istnieniu i jednoznacznosci rozwigzania réwnania z
pochodna Hukuhary drugiego typu. Wyniki w [B6], tzn. istnienie jednoznacznego
rozwiazania lokalnego i oszacowanie odleglodci rozwigzan dwach réwnan i in-
nymi warto$ciami poczatkowymi, otrzymuje si¢ poprzez zasady poréwnawcze
zwiazane ze stowarzyszonymi, skalarnymi réwnaniami rézniczkowymi. W pracy
[BY] sa kontynuowane badania z [B6]. Ta praca zawiera wyniki o ciagle]
zalezmodei rozwiazania wzgledem wartosci poczatkowe] 1 o istnieniu co najmnie]
jednego rozwiazania zagadnienia Cauchy’cgo dla wiclowartosciowych rownan
rézniczkowych 7z pochodna Hukuhary drugiego typu przy zalozeniu ciaglodci
prawej strony réwnania. Uzyskuje sie zwarto$¢ zbioru rozwigzan. Zostaly po-
dane jawne formuly na postaci rozwiazan dla réwnan liniowych. Uzasadnia
sie, ze réwnania z pochodna Hukuhary drugiego typu mogg by¢ przydatne w
matematycznym modelowaniu ilogci radioaktywnych czastek w radioaktywnej sub-
stancji. W pracy [B10] rozwazane jest zagadnienie poczatkowe X'(t) = F'(t, X3),
X, = Py dla wielowartosciowych, funkcyjnych réwnarn rézniczkowych. Tutaj
prawa strona réwnania zalezy od historii Xy, a nie tylko od wartosci X w punkcie
t. Takie zagadnienie z pochodna Hukuhary drugiego typu nie bylo rozpatry-
wane wezeéniej. Przy warunku, ze prawa strona jest lipschitzowska w zmiennej
funkcyjnej i istnieniu aproksymacji typu Picarda otrzymuje si¢ istnienie i jedno-
znaczno$é rozwiazania réwnania funkcyjnego. Ciaglosé i catkowa ograniczonoscé
prawej strony réwnania oraz istnienie aproksymacji typu Tonelliego zapewniaja
istnienie co najmniej jednego rozwiazania. Praca [B11] powigcona jest rownaniom
z pochodna Hukuhary drugiego typu i o wartosciach w podzbiorach przestrzeni
Banacha. Takie réwnania nie byly badane przed [B11] i stanowia uzupelnienie
badan wielowartodciowych réwnan rézniczkowych z klasyczna pochodna Hukuhary
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[19]. Studia w [B11] sa kompleksowe. Zostala pokazana réwnowaznos¢ rownania
rézniczkowego z réwnaniem catkowym X (t) = Xy © (1) fg F(s,X(s))ds. To
potwierdza koniecznoéé zapewniania istnienia wielu réznic Hukuhary we wszyst-
kich badaniach zwiazanych z takimi réwnaniami. Tego problemu nie ma w [19].
Gléwne wyniki obejmuja m.in. istnienie i jednoznacznos¢ rozwigzania lokalnego
w oparciu o twierdzenia poréwnawcze dla réwnan skalarnych przy warunku
ogélniejszym niz warunek Lipschitza, ciaglos¢ rozwigzania wzgledem danych
réwnania (chwili poczatkowej, wartosci poczatkowej, prawej strony rownania), ist-
nienie co najmniej jednego rozwigzania globalnego zdefiniowanego na polproste],
istnienie i jednoznaczno$¢ rozwiazania globalnego.

W pracach [B3, BI18], podobnie jak w [Al, A2], rozwazane jest za-
gadnienie poczatkowe dla rozmytych losowych réwnani rézniczkowych. W
[B18] przy zalozeniu jednostajnej ciagtosci 1 ograniczonosci prawej strony f

, 0,T) P.1 I
réwnania z'(t,w) L, f(t,w,z(t,w)) z (L1)-pochodna otrzymuje si¢ istnie-

nie tzw. lokalnych e-rozwiazan. Ten wynik pozwala na pokazanie, ze ist-
nieje wtedy co najmniej jedno lokalne rozwiazanie rownania z (L1)-pochodna.
Jako przyklad w zastosowaniach zostaje rozwiazane rozmyte losowe zagadnie-
nie poczatkowe w modelu populacyjnym z rzeczywistymi wspolczynnikami re-
produkeji 1 $miertelnosci oraz losowym 1 rozmytym wspolczynnikiem migracji.
W pracy [B3] rozwaza sig réwnolegle réwnania losowe z (L1)-pochodna i (L2)-
pochodna. Przy zalozeniu, ze m.in. warunek Lipschitza zachodzi na zbio-
rach ograniczonych otrzymuje si¢ istnienie i jednoznacznosé lokalnych rozwiazan.
Przy zalozeniu, ze losowa prawa strona réwnania posiada majorantg catkowalng
wzgledem zmiennej czasowej uzyskujemy istnienie co najmniej jednego lokalnego
rozwigzania. Ten rezultat wykorzystywany jest nastepnie do pokazania, ze
istnieje co najmniej jedno rozwiazanie globalne okreslone na polprostej. Dla
rozwiazan (L2)-rézniczkowalnych niezbedne sa dodatkowe zalozenia o istnieniu
réznic Hukuhary w konstrukeji przyblizonych rozwigzan réwnania. W (B3], w
kilku przykladach pokazano metode rozwiazywania pewnych rozmytych losowych
zagadnien poczatkowych o wartosciach w F2(R).

Prace [B7, B8, B22], podobnie jak [A3, A4], poswigcone sg rozmytym stochasty-
cznym réwnaniom rézniczkowym typu It z rozmytym dryfem i jednowartosciowa
dyfuzja. Praca [B22], opublikowana w formie rozdzialu w ksigzce, ma charakter
popularyzatorski. Gléwnym celem tej publikacji jest zwrécenie uwagi na potencjat
aplikacyjny rozmytych stochastyczuych réwnan rézniczkowych. Proponowane sg
pewne réwnania i ich zastosowania w biologii 1 matematyce finansowej. Sposob
rozwiazywania pewnych konkretnych réwnan zostal przedstawiony drobiazgowo.
Zalaczone zostaly symulacje numeryczne trajektorii rozwigzan. W pracy [B7]
przedstawione sa wyniki dotyczace tzw. $redniokwadratowych rozwigzan takich
réwnani. Te rozwiazania sa innego typu niz rozwigzania w [A3, Ad4], réwniez
jednoznaczno$é rozwiazania jest rozumiana inaczej niz w [A3, A4]. Istnienie i jed-
noznaczno$é rozwiazania éredniokwadratowego zostaly pokazane przy nalozeniu
na wspotczynniki réwnania wymagan lipschitzowskich i liniowego wzrostu w
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terminach odpowiedniej metryki d; w zbiorze rozmytych zmiennych losowych.
Uzyskuje si¢ ograniczonosé rozwiazania w metryce d oraz jego ciagla zaleznos¢ od
danych w réwnaniu. W [B8] zostala podjeta pierwsza préba rozszerzenia rownan
rozwazanych w [A3, A4, B22] do postaci réwnan ze wspdtezynnikami zaleznymi
od historii procesu z, a nie tylko od jego wartoéci w chwili t. Udowodnione jest
twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci rozmytego stochastycznego rownania
funkcyjnego. Oszacowany zostal dystans migdzy rozwiazaniem przyblizonym i
rozwiazaniem dokladnym. Uzasadniona jest ograniczono$é rozwiazania. Sza-
cowana jest odlegloé¢ miedzy dwoma rozwigzaniami odpowiadajacymi dwom
réznym historiom poczatkowym. Rozwazania teoretyczne uzupehiono o przykiad
réwnania z opéznieniem w modelowaniu populacyjnym. W tym modelu przyrost
ilogci osobnikéw uwzglednia czas wylegu mlodych. W rozwigzywaniu rozmytego
réwnania z opéznieniem uzywa sie metody krokéw w przéd o dhugosci réwnej
opdznieniu.

W pracach [B4, B5, B12, B13, B15, B19], podobnic jak w [A5, A6] rozwazane sa
wielowartosciowe i rozmyte stochastyczne réwnania rézniczkowe z wielowartoscio-
wym dryfem i wielowartosciowa dyfuzja oraz z rozmytym dryfem i rozmyta dy-
fuzja, odpowiednio. Praca [B4] rozpoczyna studia takich réwnan przy pomocy
wielowartoéciowych stochastycznych catek typu Aumanna uzywanych wczesnie]
w teorii stochastycznych inkluzji rézniczkowych [85]. W [B4, B19] rozpatry-
wane sa rownania z catkami sterowanymi przez proces Wienera. Natomiast w
[B12] z calkami sterowanymi przez proces o skoriczonym wahaniu 1 martyngal
catkowalny z kwadratem, w [B15] przez semimartyngal, a w [B13] przez pro-
ces Wienera na plaszczyznie. Rozwaza si¢ problem dobrej okreslonodci takich
réwnan, tzn. niewielkiej wrazliwosci rozwiazania na niewielkie zaburzenia danych
w réwnaniu. W pracach [B4, B13] istnienie rozwiazania uzyskuje si¢ metoda
sukcesywnych aproksymacji. Natomiast w [B19] zastosowana zostata po raz pier-
wszy do tych réwnan metoda punktu stalego i stosuje sie te metode w [B12,
B15]. Dla poprawnego zdefiniowania rozmytych réwnan stochastycznych uzasad-
nia sie istnienie odpowiednich, rozmytych calek stochastycznych oraz bada sig ich
wlasnosei, m.in. wlasnos$é bedaca substytutem klasycznej izometrii Ito dla calek
jednowartosciowych. Ta ostatnia wlasnosé jest kluczowa w dowodzeniu twierdzen
o rozwiazaniach réwnan rozmytych.

Prace [B20, B21] sa publikacjami konferencyjnymi z konferencji “The Interna-
tional Conference on Nonlinear Mathematics for Uncertainty and Its Applications”
(Pekin, Chiny, 2011) i “6th International Conference on Soft Methods in Proba-
bility and Statistics” (Konstanz, Niemcy, 2012). Zasygnalizowana zostata w nich
cze$é wynikéw opublikowanych pézniej w [B12] i [B15], odpowiednio.

Praca [Bl4] laczy teorig stochastycznych inkluzji rézniczkowych z nowa
teoria wielowartosciowych réwnan stochastycznych. Pokazuje sig, ze rozwiazanie
X wielowartodciowego réwnania stochastycznego generowanego przez inkluzje
stochastyczna posiada ciagla w normie przestrzeni L? selekcje =, ktora jest
rozwiazaniem inkluzji stochastyczne;.
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Prace opublikowane przed uzyskaniem stopnia doktora.

B1] M. T. Malinowski, J. K. Misiewicz, On the Dugué problem with a solution in
the set of signed measures, Probability and Mathematical Statistics 22 (2002)
319-331.

B2] G. Mazurkiewicz, M. Borowiecka-Olszewska, M. T. Malinowski, The arith-
metic of convolutions, scale mixtures and convolution mixtures, Journal of
Mathematical Sciences 121 (2004) 2674-2680.

Prace opublikowane po uzyskaniu stopnia doktora.

e Prace opublikowane w czasopismach znajdujacych si¢ w bazie Journal Citation

Reports (JCR).

B3] M. T. Malinowski, Existence theorems for solutions to random fuzzy differ-
ential equations, Nonlinear Analysis: Theory, Methods and Applications 73
(2010) 1515-1532. IF 1,279.

B4] M. T. Malinowski, M. Michta, Fuzzy stochastic integral equations, Dynamic
Systems and Applications 19 (2010) 473-494. IF 0,398.

B5] M. T. Malinowski, M. Michta, Stochastic set differential equations, Nonlinear
Analysis: Theory, Methods and Applications 72 (2010) 1247-1256. TF 1,279.

B6] M. T. Malinowski, Interval differential equations with a second type Hukuhara
derivative, Applied Mathematics Letters 24 (2011) 2118-2123. IF 1,371.

B7] M. T. Malinowski, M. Michta, Stochastic fuzzy differential equations with an
application, Kybernetika 47 (2011) 123-143. IF 0,454.

(B8] M. T. Malinowski, It6 type stochastic fuzzy differential equations with delay,
Systems and Control Letters 61 (2012) 692-701. IF 1,667.

B9] M. T. Malinowski (2012), Interval Cauchy problem with a second type
Hukuhara derivative, Information Sciences 213 (2012) 94-105. IF 3,643.

B10] M. T. Malinowski, Second type Hukuhara differentiable solutions to the delay
set-valued differential equations, Applied Mathematics and Computation 218
(2012) 9427-9437. IF 1,349.

B11] M. T. Malinowski, On set differential equations in Banach spaces a second
type Hukuhara differentiability approach, Applied Mathematics and Compu-
tation 219 (2012) 289-305. IF 1,349.

(B12) M. T. Malinowski, M. Michta (2012), Set-valued stochastic integral equations
driven by martingales, Journal of Mathematical Analysis and Applications 394
(2012) 30-47. IF 1,050.

B13] M. T. Malinowski, M. Kozaryn, M. Michta, K. L. Swiatek, On multivalued
stochastic integral equations driven by a Wiener process in the plane, Dynamic
Systems and Applications 21 (2012) 293-318. IF 0,395.
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B14] M. T. Malinowski, M. Michta, The interrelation between stochastic differ-
ential inclusions and set-valued stochastic differential equations, Journal of
Mathematical Analysis and Applications 408 (2013) 733-743. IF 1,050.

B15] M. T. Malinowski, M. Michta, J. Sobolewska, Set-valued and fuzzy stochastic
integral equations driven by semimartingales, Nonlinear Analysis: Theory,
Methods and Applications 79 (2013) 204-220. IF 1,640.

e Prace opublikowane w czasopismach nieznajdujacych si¢ w bazie JCR.

B16) M. T. Malinowski, Geometrically strictly semistable laws as the limit laws,
Discussiones Mathematicae: Probability and Statistics 27 (2007) 79-97.

B17] M. T. Malinowski, On some limit distributions for geometric random sums,
Discussiones Mathematicae: Probability and Statistics 28 (2008) 247-266.

B1§) M. T. Malinowski, Peano type theorem for random fuzzy initial value prob-
lem, Discussiones Mathematicae: Differential Inclusions, Control and Opti-
mization 31 (2011) 5-22.

B19] M. T. Malinowski, M. Michta, Set-valued stochastic integral equations, Dy-

namics of Continuous, Discrete and Impulsive Systems: Series B, Applications
and Algorithms 18 (2011) 473-492.

e Prace konferencyjne w wydawnictwach ksiazkowych.

B20] M. T. Malinowski, M. Michta, Fuzzy stochastic integral equations driven
by martingales, W: Nonlinear Mathematics for Uncertainty and Its Applica-
tions, Seria: Advances in Intelligent and Soft Computing 100 Springer-Verlag,
Berlin—Heidelberg, 2011, 143-150.

B21] M. T. Malinowski, On equations with a fuzzy stochastic integral with respect
to semimartingales, W: Synergies of Soft Computing and Statistics for Intel-

ligent Data Analysis, Seria: Advances in Intelligent Systems and Computing
190, Springer-Verlag, Berlin—-Heidelberg, 2013, 93-101.

e Prace opublikowane jako rozdzialy w wydawnictwach ksiazkowych.

B22) M. T. Malinowski, Modeling with stochastic fuzzy differential equations, W:
Mathematics of Uncertainty Modeling in the Analysis of Engineering and Sci-

ence Problems (S. Chakraverty, Ed.), pp. 150-172, IGI Global, Hershey Penn-
sylvania, 2014.
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