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1 Wstep

Réwnania réznicowe (rekurencyjne), podobnie jak réwnania rézniczkowe, pojawiajg sie w wielu
dziatach matematyki, a takze w innych dyscyplinch naukowych. Sg bowiem bardzo dobrym
narzedziem do badania wielu zjawisk fizycznych, technicznych, biologicznych czy ekonomicz-
nych. Bardzo waznym ich wykorzystaniem jest zastosowanie w metodach numerycznych do
przyblizonego rozwigzywania réznych typéw réwnan rézniczkowych, a takze réwnan i uktadéw
réwnan skalarnych. Teoria réwnan réznicowych doczekata sie w ostatnich latach wielu opra-
cowan monograficznych, np. V. Laksmikanthama i D. Trigiantego (1988), [30], R. P. Agarwala
(1992, 2000), [1], V. L. Kocica i G. Ladasa, (1993) [26] , R. P. Agarwala, S. R. Grace’a i D.
O’'Regana (2000), [5] czy R. P. Agarwala, M. Bohnera, S. R. Grace'a i D. O'Regana (2005), [2].
Warto zauwazy¢, Zze wlasnoéci rozwigzan réwnania rézniczkowego zwyczajnego i jego dyskret-
nego odpowiednika moga by¢ zupetnie rézne. Np. dobrze znany jest fakt, ze kazde rozwigzanie
réwnania logistycznego
z(t)

7' (t) = ra(t) (1 - T)

jest monotoniczne. Natomiast jego dyskretny odpowiednik
Tptl = amn(l - xn)v

wprowadzony przez R. M. Maya [34] w 1976 roku, ma takze rozwigzania okresowe, a w przy-
padku a = 4 rozwigzanie chaoctyczne.

Roéwnania rekurencyjne, przy danych warunkach poczatkowych posiadaja jednoznacznie okre-
Slone rozwigzanie. Rozwigzania w postaci analitycznej znane sg jednak tylko dla niektérych
typbw réwnan réznicowych. Dla wielu nie jesteémy w stanie ich wskazaé. Wéwczas wazne
jest zbadanie wtasno$ci tych rozwigzan bez wykorzystywania ich analitycznej postaci czy nu-
merycznych przyblizeh. Takimi zagadnieniami zajmuje sie tzw. jakoéciowa teoria réwnan réz-
nicowych. W jej sktad wchodzi m.in. badanie takich zagadnieni jak wiasnosci asymptotyczne
rozwigzan, ich oscylacyjnos$¢, ograniczono$¢ czy stabilno$é. Wyniki uzyskane w prezentowa-
nym cyklu publikacji wchodzg w zakres tej teorii. Obejmujg one nastepujace zagadnienia:

(1) istnienie rozwigzan asymptotycznie wielomianowych (prace [H1], [H2]).
(2) Istnienie rozwigzania asymptotycznie "minimalnego"i "maksymalnego“(praca [H3]).
(3) Rozwigzania, ktérych asymptotyczny przebieg jest okreslonego typu (praca [H4]).

(4) Oscylacyino$¢ rozwigzan (prace [H2], [H5], [H6] i [H8]).

D

) Ograniczono$¢ rozwigzan (prace [H6],[H7], [H9]).

Zagadnienia te rozwazane sg dla wybranych klas réwnan réznicowych liniowych (prace [H5],
[H6], [H9]) i nieliniowych (prace [H1] - [H4], [H7] - [H9]). W niektérych réwnaniach wystepuja
quasiréznice (prace [H2], [H3]). Badane sg takze réwnania typu neutralnego (prace [H4], [H5),
[H6], [H8]) oraz réwnanie wymierne (praca [H7]).



Poczatki jakoSciowej teorii rownan réznicowych wiaze sie z nazwiskami takich matematy-
kéw jak H. Poincaré i O. Perron. W 1885 roku H. Poincaré opublikowat fundamentalng prace
[42], w ktorej badat liniowe réwnanie réznicowe o zmiennych wspétczynnikach postaci

z(n+k) +pi(n)z(n+k—1)+ - +pr(n)z(n) =0, (1)

gdzie k jest liczbg catkowitg dodatnig, p; : Z+ — C, i = 1,..., k. Réwnanie (1) nazywane jest
réwnaniem typu Poincaré, jezeli istnieja granice ¢; = nﬁrglopi(’n) dlai=1,...,k Przy tym zalo-
zeniu, réwnanie (1) moze by¢ traktowane jako perturbacja réwnania o statych wspétczynnikach

z(n+k)+qzn+k—-1)+ - +gz(n) =0. (2)

Niech Ay, ..., Ax bedg pierwiastkami wielomianu charakterystycznego réwnania (2). H. Poin-
caré udowodnit, Ze jesli |\;] # |A;| dla i # j, to rozwigzanie z réwnania (1) albo réwne jest zeru
dla dostatecznie duzych n, albo istnieje indeks i € {1, ..., k} taki, ze T}LIIOIO %}9 = };. W 1909
roku O. Perron [40] poprawit znaczaco ten rezultat. Wykazat on, ze przy dodatkowym zatozeniu

pr(n) # 0 réwnanie (1) ma uktad fundamentalny rozwigzan zi, ...,z takich, ze dia kazdego
t=1,...,k lim ””—7(""—759 = X;. PbZniej, w 1921 Q. Perron [41] udowodnﬁ inng whasnos¢ asymp-
n—-»OO

totyczng rozwigzan réwnania (1), bez ograniczen na pierwiastki réwnania charakterystycznego
réwnania (2). Mianowicie wykazal, ze jezeli réwnanie (1) jest typu Poincaré i spetniony jest wa-
runek pi(n) # 0, to takie réwnanie ma ukfad fundamentalny rozwigzan =1, . .., 2 spetniajgcych
dla kazdego ¢ = 1,...,k warunek limsup Ylzi(n)] = [N, gdzie A, ..., A s3 (niekoniecznie

réznymi) pierwiastkami wielomianu “ha akterystycznego réwnania (2).

W literaturze dotyczgcej réwnan réznicowych spotykamy dwa pojecia asymptotycznej réw-

nowaznosci ciggéw, addytywng i multiplikatywng. Mowimy, Ze ciagi (z,) i (y,) s3 addytywnie
asymptotyczynie réwnowazne, jezeli z, — y, = o(1) oraz, ze sg multiplikatywnie asymptotyczy-
nie réwnowazne, gdy - — ¢ (Izn. zn = cyn + o(yn)), gdzie c jest statg dodatnia. Jezeli ciggi
(Zn) i (yn) 83 i mu%tiphkq’(ywme asymptotyczynie réwnowazne i ciag (y,) jest ,szybko” zbiezny
do zera, to o ciggu (z,) mamy wigcej informacji niz w przypadku réwnowaznoéci addytywne;.
Jesli natomiast cigg (y,) jest .duzy”, to addytywna réwnowaznos$¢ dostarcza wigcej informagii
o ciagu (z,). Rozwigzanie réwnania réznicowego addytywnie asymptotycznie rownowazne z
ciggiem wielomianowym nazywamy rozwigzaniem asymptotycznie wielomianowym.
Jedng z pierwszych prac, w ki6rej badana byla asymptotyczna wielomianowos$¢ rozwigzan
réwnan réznicowych jest praca J. Popendy i J. Werbowskiego [43] z 1980 roku. Korzystajac
z dyskretnej nierowno$ci Bihariego, autorzy znaleZli warunki dostateczne, przy kiérych kazde
rozwigzanie nieliniowego réwnania réznicowego rzedu drugiego jest asymptotycznie liniowe.
Badanie istnienia rozwigzan multiplikatywnie asymptotycznie réwnowaznych danej funkciji za-
poczgtkowane zostato przez S. S. Chenga w 1984 roku ([13]). Podat on warunki konieczne
i dostateczne istnienia rozwigzania liniowego réwnania réznicowego czwartego rzedu asymp-
totycznie réwnowaznego z funkcjg (n3). Zagadnieniami tymi, zajmowali sie pézniej, m.in., J.
Popenda [44], [45], J. Yan, B. Liu [61], J. R. Greaf i E. Thandapani [23], E. Schmeidel i B.
Szmanda [47], E. Thandapani i M. Arockiasamy [59], A. Gleska i J. Werbowski [21], J. Migda
{37}, [38].



Jednym z waznych zagadnien jako$ciowej teorii réwnan réznicowych jest badanie istnienia
rozwigzan asymptotycznie statych (tzn. zbieznych). W 1987 roku, A. Drozdowicz i J. Popenda
([18]) podali warunki konieczne i dostateczne istnienia rozwigzania asymptotycznie statego
rownania réznicowego nieliniowego rzedu drugiego. W pracy [19] wynik ten uogoinili na réw-
nanie réznicowe dowolnego rzedu. Badania te kontynuowane byly w pracach B. G. Zhang,
S. 8. Cheng [67], J. R. Greal, E. Thandapani [23], J. Migda [36], J. Popenda, E. Schmeidel
[46], E. Thandapani, M. Arockiasamy [59], réwniez dla réwnan z quasiréznicami i odchylonymi
argumentami.

Wazng klase réwnan réznicowych szeroko badanych w literaturze stanowig réwnania roz-
nicowe typu neutralnego. Badanie asymptotycznych wlasnosci rozwigzan réwnan réznicowych
typu neutralnego jest istotne z uwagi na ich wiele waznych zastosowan. Np. liniowe réwnania
réznicowe typu neutrainego z opéznieniem pojawiajg sie w modelach populacyjnych w biologii,
w modelach pajeczynowych w ekonomii czy w badaniu rozdzielczych sieci elektroenergetycz-
nych zawierajgcych bezstratne linie transmisyjne. Wyniki dotyczace wiasnosci rozwigzan tych
rownarn znalez¢ mozna np. w pracach R. P. Agarwala i S. R. Grace [4], Y. Bolata, O. Akin i H.
Yildrima [9], X. H. Tanga, J. S. Yu, P. H. Penga [55], Y. Zhou [68] czy Y. Zhou i B. G. Zhanga
[70]. Réwnanie roznicowe pierwszego rzedu typu neutralnego

A(z(n)+pz(n—k)) +q(n)z(n—-1)=0

byto rozwazane po raz pierwszy w 1967 roku przez R. K. Braytona i R. A. Willoughbi'ego [10]
z punktu widzenia numerycznego. Systematyczny rozwdj teorii oscylacyjnosci réwnar typu
neutrainego zostat zapoczatkowany przez G. Ladasa i Y. G. Sficasa ([28], [29]). Teoria oscy-
lacyjnosci réwnan roznicowych wyzszych rzedow rozwineta sie gwattownie w ostatnich latach.
Problemem znalezienia warunkéw dostatecznych oscylacyjnosci wszystkich, bgdz wszystkich
ograniczonych, rozwigzan réwnan réznicowych typu neutralnego zajmowato sie wielu autoréw,
m.in. R. P. Agarwal, 8. R. Grace, B. S. Lalli, B. Szmanda, A. Zafer, B. G. Zhang, Y. Zhou ( [6],
[31], [52], [53], [64], [65], [71]).

Wazng klasg réwnan réznicowych sg takze réwnania réznicowe wymierne. Znajduja one
liczne zastosowania m. in. w modelowaniu w biologii. Zestawienie badan dotyczgcych ograni-
czonosci, stabilnosci i okresowosci rozwigzan réwnar réznicowych wymiernych rzedu drugiego
i trzeciego znaleZ¢ mozna odpowiednio w monografiach M. R. S. Kulenovica i G. Ladasa [27]
oraz E. Camouzisa i G. E. Ladasa [11].

W przedstawionym powyzej zarysie historycznym wiasnosci asymptotycznych rozwigzan
rownan réznicowych nie uwzgledniono prac autorki autoreferatu, poniewaz beda one oméwione
w dalszej czeSci opracowania.

2 Podstawowe definicje i oznaczenia

Podamy teraz podstawowe pojecia i oznaczenia, kiére wielokrotnie wystepuja w nizej omawia-
nych pracach. Inne pojecia bedg definiowane na biezgco. Tradycyjnie litery N, R i C odpo-
wiednio oznaczajg zbiory liczb naturalnych, rzeczywistych i zespolonych. Niech z : N — R.



Operator réznicy A okreslamy wzorem
Az(n) =z(n+1) — z(n).

Ponadto
AMz(n) = A(A™  z(n)), m=2,3...

Niech r; (i = 1,2,...,m) bedg danymi ciggami liczb rzeczywistych dodatnich. Dla dowolnego
ciagu x wprowadZzmy oznaczenia:

Loz(n) = z(n), Liz(n)=r;(n)AL_1z(n), i=1,2,...,m.

Ciagi Lz (4 = 0,1, ..., m) nazywamy quasirdéznicami ciggu z.
Réwnaniem réznicowym rzedu m nazywane jest réwnanie postaci

G(n,z(n), Az(n),...,A"z(n)) =0, neN,

gdzie G : N x R™*! — R jest dang funkcja, m € N. Réwnanie to jest réwnowazne réwna-
niu postaci F(n,z(n),z(n + 1),...,z(n + m)) = 0. Przez analogie do réwnarn rézniczkowych,
réwnanie postaci

A™(z(n) +p(n)z(n — 7)) = f(n,z(n)), neN,

gdziem > 1, f : Nx R — R jest dang funkcja, 7 liczbg catkowitg dodatnig, p : N — R,
nazywane jest rGwnaniem réznicowym typu neutralnego.
W prezentowanym cykiu publikaciji rozpatrywane sg takze réwnania z odchylonym argumentem

A"z(n) = f(n,2(o(n))), neN,

gdziem > 1, f : Nx R — R jest dang funkcjg, o : N — N, nh_qa o{n) = . Réwnanie
powyzszej postaci nazywamy réwnaniem z opdznionym (wyprzedzon;Om) argumentem, jezeli
clag o spetnia nierdwno$¢ o(n) < n (o(n) > n) dia wszystkich n ¢ N. Nazwy te uzywane sg
tradycyjnie, przez analogig¢ do odpowiednich réwnan rézniczkowych, mimo iz formalnie nie sa
zgodne z podang definicjg réwnania réznicowego rzedu m. Warto tu zaznaczyé, ze w teorii
réwnan réznicowych wprowadzenie odchylonych argumentéw, w przeciwiefstwie do réwnar
rézniczkowych, zmienia rzad réwnania.

W literaturze dotyczgcej rownan réznicowych wystepuja dwie definicje rozwigzania réwnania
réznicowego. Rozwigzaniem réwnania réZnicowego nazywamy kazdy cigg (zn) spetniajgcy to
rownanie dla wszystkichn = 1,2,..., albo ogélniejsza, jako rozwigzanie rozumiemy ciag (z,,)
speiniajacy dane réwnanie dla wszystkich dostatecznie duzych n € N. W omawianych pracach
uzywane sg obydwie definicie. Rozwigzanie réwnania réznicowego nazywamy oscylujgeym,
jezeli dla dowolnego ng € N istnigje n > ny takie, ze z(n)z(n + 1) < 0. W przeciwnym przy-
padku rozwigzanie nazywamy nieoscylujgcym.

Majgc na wzgledzie czytelno$¢ zapisu (unikanie pietrowych indekséw lub wielokrotnych na-
wiasow) stosowaé bedziemy obie standardowe konwencje oznaczania n-tego wyrazu ciagu x:
z(n) lub z,. Dla k,n € N, k < n potege ubywajaca oznaczamy nk = n(n — 1)... (n—k+1),
nd =1.



3 Omowienie giéwnych wynikow jednotematycznego cyklu publi-
kaciji

Wyroznionym osiggnigciem, ktére stanowi podstawe do wszczecia przewodu habilitacyjnego
jest cykl 9 prac. Celem prac bylo zbadanie wtasnosci rozwigzan wybranych klas réwnan réz-
nicowych. Badana jest gtéwnie: zbiezno$¢, asymptotyczna wielomianowos¢, oscylacyjno$é i
ograniczono$¢ rozwigzan. Ponizej oméwione zostaly wyniki uzyskane w pracach stanowigcych
wyr6zniony cykl publikacji. Dla uniknigcia nieporozumien przy odwotaniach przyjeto zasade,
ze prace zawarte w wyrdznionym cyklu publikacji objete zostaty numeracja z literg H, prace
tworzace pozostaly dorobek - numeracjg z literg a lub b, a cytowana literatura - numeracja
arabska.

3.1 Istnienie rozwiazan asymptotycznie wielomianowych

Jak wspomniano we wstegpie, jednym z waznych zagadnien rozwazanych w ramach jako$ciowej
teorii réwnan r6znicowych jest problem istnienia rozwigzan asymptotycznie wielomianowych,
a w szczegolnosci rozwigzan zbieznych badanego réwnania. Problem ten rozwazano w pra-
cach [H1] i [H2]. W ponizszym twierdzeniu podane sg warunki dostateczne, przy kiérych dla
dowoinej statej rzeczywistej istnieje rozwigzanie réwnania postaci

=
~.
——

w
~-

gdziem >1,0,b: N— R, f: R — R, zbiezne do tej stalej.

Twierdzenie 1 ([H1], Theorem 1). Zatézmy, Ze szeregi

Yoim el i3 b))
=1 j=1

sg zbiezne a funkcja f : R — R jest ciggla. Wdwczas dla dowolnej statej c € R istnieje
rozwigzanie (z(n)) réwnania (3) posiadajgce wiasnos¢ lim z(n) = c.

Twierdzenie 1 czgSciowo ogélnia twierdzenie 2 z pracy [19]. Ten watek badawczy kontynu-
owano dla réwnan réznicowych z quasiréznicami. W pracy [H2] rozwazano réwnanie

Lz (n) + (=1)"a(n)f(z(o(n)) = 0, (4)
gdzie (a(n)) jest ciggiem liczb rzeczywistych dodatnich, f 1R - R, 5 : N — N, lim o(n) = oo
00
o0
zardéwno w przypadku, gdy spetniony jest kiasyczny warunek 3 WZ—H) =00, k=1,2,...,m~1,
nel

jak réwniez w przypadku, gdy warunek ten nie jest spetniony.

Twierdzenie 2 ([H2], Theorem 3.1). Jesli

OO

() > a(n) <o

n=1



o0
(i) nz—:ﬁ% <oo, k=1,2,..,m-1

i funkcja f jest ciggfa to dla dowolnej siafej ¢ € R istnieje rozwiazanie (z(n)) réwnania (4)
posiadajace wfasnos¢ lim z(n) =c.

Twierdzenie 2 uogdinia na dowolny rzad twierdzenie 7 z pracy [58]. Jesli warunek (ii) w Twier-
dzeniu 2 nie jest spetniony, to na ciag (a(n)) musimy natozy¢ silniejsze zatozenie. Wprowadzmy
oznaczenia

o

si(n) = a(j)
J1=n
1 oy~ _51(j2)
2 =2, Ty 2 e = 2 S

= sp-1(dk) o q
sp(n) =y = dla k=2,3,..,m.

Twierdzenie 3 ([H2], Theorem 3.3). Jesli z 22l < oo jifunkeja f jest cigla to dia dowol-

.
ce wlasnos n) =

O
—

nej stzl@jc Ris mplp rozwigzan

Eb
—

g;( )) .nwn;mla (4) posiadaj.

im xin
i LATE

LAkl
T~y OO

W pracy [H1] znaleziono réwniez warunki dostateczne, przy kiérych kazdy cigg wielomia-
nowy stopnia m — 1 jest asymptotycznie réwnowazny z pewnym rozwigzaniem réwnania (3).

Twierdzenie 4 ([H1], Theorem 2). Zatézmy, Ze szeregi

sg zbiezne a funkcja f : R — R jest ograniczona i jednostajnie ciggta. Wéwezas dla dowol-
nych statych ag, as, ..., am-1 € R istnieje rozwiazanie (z(n)) réwnania (3) posiadajace wiasnosé
2(n) = Q1™ + amoon™ 2 + .+ ain! +ag + o(1).

W pracach [b1] i [b2] badany byt szczegdiny przypadek réwnania (3), dia funkgji f(t) = ¢.
Asymptotyczna wielomianowo$¢ rozwigzan réwnania (3) rozwazana byla réwniez przez J. Po-
pendg w [44]. Jednakze gtdwne twierdzenie tej pracy zawiera szereg trudnych do zweryfiko-
wania zatozen technicznych.

W dowadach nowviszveh twier dzen 1-4 korzyst

i 1 el o vt tembo i
AR AR e LD RA~TS LYV G WLO [ B AN 4 B

id zenia Schaudera o DUNKcie
statym stosowanego do odpowiednich przeksztalcen podzbiord
nych I

£
o

rzestrzeni ciggéw ograniczo-



3.2 lIstnienie rozwigzania asymptotycznie minimalnego i maksymalnego

Roéwnania réznicowe rzedu czwartego badane byty m.in. przez S. S. Chenga [13], J. R. Graefa,
E. Thandapaniego [23], J. Yanga, B. Liu [61], E. Schmeidel, B. Szmande [47], E. Thandapa-
niego i I. M. Arockiasamy [59], [60] czy Zhanga, S. S. Chenga [67]. W pracy [a2] rozwazano
rownanie réznicowe nieliniowe rzedu czwartego postaci

AlanAnA(cnAy(n))) = f(n,24), neN (5)

gdzie (ay), (by) i (cn) Sa ciggami liczb rzeczywistych dodatnich, f : N x R — R przy ponizszych
zatozeniach

) 2=

1R
E—:Za:oo’

al,.;
TsMg

(h2) f : N xR — R jest funkcjg ciggla i monotoniczng ze wzgledu na drugi argument,
zf(n,z) >0 dlakazdego z#0i neN.

Warunek drugi zapewnia nam stato$¢ znaku czwartej quasir6znicy i razem z warunkiem pierw-
szym pozwalaja na klasyfikacje rozwigzan nieoscylujgcych réwnania (5) przy pomocy uogdl-
nionego Lematu Kiguradze.

Bardzo niewiele jest wynikéw dla przypadku, gdy warunek (h1) nie jest spetniony. Klasyfikacja
rozwigzan nieoscylujgcych jest woéwczas bardziej skomplikowana i sktada sie z wigkszej ilo$ci
typdw. Przypadek taki rozwazany jest w pracy [H3] przy nastepujacych zatozeniach:

(h3) a,b,c: N — (0,00), an, > b, dla dostatecznie duzych n,
(h4) istnieje stata € > 0 taka, ze a,, > ¢ dla kazdego n € N,

(h5) 3 L = o, zqzh<m

i=1 i=j

Wprowadzmy oznaczenia

[os] 1 00 1 n~—11

=D "D =) =
Cs .

i=n J i=j bl i=1 Gi

W lemacie 4, pracy [H3] pokazano, ze dla kazdego dodatniego rozwigzania (z,,) réwnania (5)
istniejg state dodatnie k1, ko takie, ze

kipn < 2 < kyo, dla dostatecznie duzych n.

Z uwagi na ten lemat, rozwigzanie multiplikatywnie asymptotycznie réwnowazne z ciagiem (p,,)
nazywa sig rozwigzaniem minimalnym, a rozwigzanie multiplikatywnie asymptotycznie réwno-
wazne z (o) rozwigzaniem maksymalnym réwnania (5).

Naturalne jest pytanie, jakie warunki musza by¢ spetnione, aby istniato rozwigzanie minimaine
i maksymalne. Odpowiedz dajg ponizsze twierdzenia.
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Twierdzenie 5 ([H3], Theorem 1). ZatéZmy, Ze spetnione sa warunki (h2) -(h5). Jesli

> ont1]f(n, cpp)] < oo dla pewnej stafej niezerowej ¢, to istnieje rozwigzanie (z,,) réwnania
n=1

(5) takie, Ze nlirgo %ﬂ =d 0.

Twierdzenie 6 ([H3], Theorem 2). Zatézmy, Ze spetnione sa warunki (h2) -(h5). Jesli
Y. pntilf(n, con)| < oo dla pewnej statej niezerowej c, to istnieje rozwigzanie (x,,) réwnania

n=1
(5) takie, Ze lim 2= =d # 0.
n-—o0 °n

Dowody twierdzen 5 i 6 oparte sg na Twierdzeniu Schaudera o punkcie stalym. Powyzsze
twierdzenia uogéiniaja niektére rezulaty otrzymane przez E. Thandapaniego i I. M. Arockiasamy
w [59].

3.3 Rozwiazania, ktorych asymptotyczny przebieg jest okreslonego typu

Wyniki, ktore przedstawimy w tym, i w nastepnym punkcie opracowania dotyczg réwnan rézni-
cowych typu neutralnego, tj. réwnan postaci

Am(wn +pn1'n—k) = f(n7 -'En)a ne N.

Rownanie takie mozna zapisac jako réwnanie réznicowe wyzszego rzedu, wygodnie jednak ba-
dac je bezposrednio. Kazde rozwigzanie (z,,) réwnania réznicowego typu neutrainego zalezy
od ciggu (z»), zdefiniowanego wzorem

Zp = Tn + PnEn—k,

gdzie (p,) jest danym ciggiem liczb rzeczywistych, a k dang liczbg catkowitg dodatnig. Cigg
(zn) jest czasem nazywany ciagiem stowarzyszonym z (z,,). W badaniu zachowar asympto-
tycznych rozwigzan réwnan réznicowych typu neutralnego zwykle znajdujemy pewne wiasnosci
asymptotyczne ciggu (z,) i stad uzyskujemy informacije o wlasnosciach asymptotycznych roz-
wigzania (z,). W pracy [H4] zostato udowodnionych kilka lematéw dotyczacych relacji miedzy
danym ciggiem i ciagiem z nim stowarzyszonym. Sg one interesujgce same w sobie, a takze
przydatne w dowodach wielu twierdzen. Przytoczymy tutaj dwa z nich.

Lemat 1 ([H4], Lemma 1). Niechz,p : N — R 0raz z, = zn + ppZnsr, n > max{0, -k},

gazie k jest liczbg cafkowilg. Zatézmy, ze ciag (z.) fest ograniczony, lim z, = [ € R i
n—:o
im p, =p* € R. Wowczas

Fh ey

(i) jeslip* = ~1, tol = 0;

(ii) jesli\p*| # 1, to cigg (zy,) jest zbiezny i lim x, = —t=

n—"00 I4p™

Lemat2 (JH4] Lemma 2). Niechz : N — R, p € R, k € Ni|p| < 1. Jedli ciag z, =
Ty + pTa-k, 1 2 k, jest ograniczony, to cigg (z,,) jest takZe ograniczony.

11



W pracy [H4] dla réwnania réwnania réznicowego typu neutralnego drugiego rzedu
AQ(mn +pTn-k) + f(n,2n) =0 (6)

znalezione zostaly warunki, przy ktérych wszystkie nieoscylujgce rozwigzania réwnania (6)
posiadajg wtasno$¢ z, = cn+o(n), gdzie cjest liczbg rzeczywistg, a takze warunki, przy ktérych
wszystkie nieoscylujgce rozwigzania majg wtasnos$¢ =, = cn + d + o(1), zwang asymptotyczng
liniowo$cig. W dowodach twierdzen wykorzystano dyskretng nieréwnos$é typu Bihariego, ktorg
znalez¢ mozna np. w pracy V. B. Demidovica [17].

Twierdzenie 7 ([H4, Theorem 1). Zalézmy, zep > 0,p # 1 oraz
(i} f(n,u) jest funkcjg ciggla ze wzgledu na u;

(i) istniejg funkcja ciagtag : Ry — Ry icigg h: N — R, takie, Ze
|f(n,u)| < hng (I_Z‘) dlan=1,2,..., Y h, < oo, funkcjag jest niemalejacai G(z) =

n=1
z

fg—‘%—aoo gdy = — oo.
i

Wowezas kaZzde nieosylujgce rozwigzanie (z,,) réwnania (6) posiada wilasnosé z, = cn + o(n),
gdzie c jest stalg rzeczywista.

Zauwazmy, ze jezeli speinione sg zalozenia powyzszego twierdzenia, to rozwigzanie nieoscy-
lujgce réwnania (6) moze by¢, ale nie musi, asymptotycznie liniowe. Zaprezentowano to na
przykladach (patrz Example 1 i Example 2 w [H4]). Gtéwnym rezultatem pracy [H4] jest naste-
pujgce twierdzenie podajgce warunki dostateczne asymptotycznej liniowoéci.

Twierdzenie 8 (JH4, Theorem 2). Zaldzmy, Ze speinione sg zaloZenia twierdzenia 7. Jesli
ponadto i nhy, < 00, to kazde nieosylujace rozwigzanie (x,,) réwnania (6) posiada wlasnosc
Ty = €N ﬁi«ll—k o(1), gdzie ¢, d sg statymi rzeczywistymi.

Z powyzszego twierdzenia olrzymano nastepujgce wnioski dla réwnania liniowego | rdwnania

typu Emden-Fowlera.

Whniosek 1 (fH4, Corollary 3). Jesli Y n?|a,| < oo, to kazde nieosylujace rozwigzanie ()
=1
rownarnia "

A% (& + pZp_i) + Gnzn =0
jest asymptotycznie liniowe.

Whniosek 2 ([H4, Corollary 4). Rozwazmy réwnanie réZnicowe Emden-Fowlera

0 <<l 7)

gdzie o jest ilorazem liczb catkowitych nieparzystych. Jedli 5" n®*tYa,| < oo, to kazde nie-
n=1

osylujace rozwigzanie (z,) réwnania (7) jest asymptotycznie liniowe.

Przyjmujac w twierdzeniu 7 i wniosku 1 p = 0 otrzymujemy rezultaty znane w literaturze ([20],

[43]).
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3.4 Oscylacyjnosé rozwigzan

Oscylacyjnoéé rozwigzan liniowych réwnan réznicowych badana jest w pracach [H5] i [H6], a
nieliniowych w [H8] i [H2]. W pracy [H5] rozwaZano réwnanie

Am(wn - P»’Un——r) = nTn—o, (8)

gdzie m > 2, p jest liczbg rzeczywistg nieujemna, = i o sg liczbami catkowitymi nieujemnymi,
(q.) jest ciggiem liczb rzeczywistych nieujemnych nieréwnym tozsamosciowo zero. Korzystajac
z Twierdzenia Banacha o kontrakeji wykazano, ze réwnanie powyzsze posiada zawsze rozwia-
zanie dodatnie nieograniczone. Niemozliwe jest zatem znalezienie kryterium oscylacyjnosci
wszystkich rozwiagzan powyzszego réwnania. Z rezultatu uzyskanego przez A. Zafera w pracy
[65] wynika, ze jesli m jest liczbg parzysta, p > 11 5 o0, n™=L ¢, = oo, to kazde rozwigzanie
ograniczone réwnanie (8) jest oscylujgce. W przypadku, gdy m jest liczbg parzysta,a0 <p <1
mamy natomiast nastepujace Kryterium.

Twierdzenie 9 ([H5], Theorem 4). Zatézmy, Ze m jest liczbg parzysta, 0 < p < 1. Jesli

m—1

11 .
) (j—-n+o+m-1)
lim sup Z

n—300 JR—— (m - 1)!

qj>1_p7

fo kazde rozwigzanie ograniczone réwnanie (8) jest oscylujace.

Rezultat ten zostal wykorzystany w pracy [H6], motywacja kibrej byty wyniki uzyskane przez R.
P. Agarwala i S. R. Grace w [3]. Autorzy znalezli warunki dostateczne oscylacyinosci pewnych
liniowych réwnan réznicowych typu neutralnego o statych wspétczynnikach typu mieszanego
(zaréwno z op6znionym, jak i z wyprzedzonym argumentem). W pracy [H6] rozwazano réwna-
nie o zmiennych wspbétczynnikach nastepujgcej postaci

Am(mn - pwn~—r) = gnTp—o T hnmn—%m (9)

gdziem > 2,0 < p < 1,7, o in saliczbami catkowitymi nieujemnymi, (¢,) i (h,) sa ciggami
liczb rzeczywistych nieujemnych. W pierwszej czesci pracy, dla réwnania z wyprzedzonym
argumentem

Am(mn - p$n~r) = hnxn—i-na (10)

znalezione zostaty warunki dostateczne oscylacyjnosci wszystkich rozwiazah ograniczonych.

Stad, i z twierdzenia 9 uzyskano nastepujace, fatwe do zweryfikowania, warunki oscylacyjnosc
wszystkich rozwigzan réwnania (9).

Fynrdomueolopmum B o FLID [}

Twierdzenie 10 (/H6], Theorem 4). Niech m bedzie liczbg parzysia, k liczbg catkowita dodat-
nig, 0 < p<1l,n>m+ kr. Zaldzmy, Ze

13



n+n—kr—m

. (n+n—kr—j-1nm-l
limsu -

1
hj>—R:,

ko
gdzie K = % p*. Ponadto, dlam > 2 zalézmy, ze
i=0

o0
.. - _ oym=37 .
lrlf-nig E (j —n+m—3)"==h; > 0.

J=n

Wowczas kazde rozwigzanie réwnanie (9) jest oscylujace.

Wielu autoréw, np. R. P. Agarwal, S. R. Grace, N. Parhi, B. Szmanda, E. Thandapani, A. K.
Tripathy, A. Zafer ([4], [6], [39], [52], [54], [57], [63]), badato oscylacyjnoéé rozwigzan réwnan
réznicowych nieliniowych typu neutralnego rzedu m (> 1) nastepujacej postaci

A™(zp + prp—r) + f(n,Tn, Tn—s) = 0. (11)

JednakZze wigkszo$¢ z nich rozwazato przypadek, gdy ciag (p,) wewnatrz skltadnika neutral-
nego jest statego znaku. Stosunkowo niewiele jest prac, w ktérych badany byt przypadek, gdy
ciag (pn) jest ciggiem oscylujgcym ([8, 9, 25]). Kryteria poréwnawcze oscylacyjnoéci rozwigzar
liniowych réwnan réznicowych postaci A™ (yn + pny,.(n)) + gnYs(n) = 0 udowodnione zostaly
przez Y. Bolata, O. Akin i H. Yildirima w pracy [9], a dla nieliniowych réwnar postaci

A™ (Yn + Pr¥r(n)) + WYy =0 (12)

przez |. Kira i Y. Bolata w [25].

A. Zafer w pracy [66], korzystajac z metody uzytej przez P. Sundarama w [49] otrzymal kry-
teria oscylacyjno$ci réwnania (11), gdy m jest parzyste i 0 < p, < 1. Podobne rozumowanie
wykorzystano w pracy [H8] dla réwnania (11) z oscylujacym ciggiem (py,).

Twierdzenie 11 (JHS, Theorem 1]). Niechm > 2 bedzie liczbg parzysta. Zatézmy, ze (pn) jest
ciggiem oscylujgcym liczb rzeczywistych takim, 2e lim,_,o py, = 0 0raz

() fNxRxR-—Rivf(n,u,v)>0dlav+#0;

(if) istnieje funkcja ciggla g : Ry — Ry icigg ¢ : N — R taki, Ze

[f(n,u,v)| > ¢ng \ TTe T }
\NAgm=2) /

dla dostatecznie duzych n, gdzie f ¢n = 00, funkcja g jest niemalejgca i

=1

8
f g—”(% < oo dla kazdego 3 > 0.
0

Wowczas kazde rozwigzanie ograniczone () réwnania (11) jest oscylujgce.
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Twierdzenie 11 zastosowane do uogélnionego dyskretnego réwnania Emden-Fowlera

A™(@p + PpZn-r) + an [Tn-o]|* sgn(zpn-s) =0, O0<a<1 (13)
gdzie m > 2, (p,) jest ciagiem oscylujgcym liczb rzeczywistych takim, Zze limy, oo pn =0, T i 0
sg liczbami catkowitymi dodatnimi, (a,,) ciagiem liczb rzeczywistych, daje nastepujacy wniosek.
Whniosek 3 ([H8], Corollary 1). Zatézmy, ze i j“(m“l)laj{ = o0. Jesli m jest liczbg parzysts,
to kazde rozwigzanie ograniczone (z.,) réwna;/'ta (13) jest oscylujace.
Dla réwnania rzedu nieparzystego udowodnino nastepujace kryterium.

Twierdzenie 12 ([H8], Theorem 2). Niech m > 3 bedzie liczba nieparzysta. Zatézmy, ze (p,)
jest ciggiem oscylujacym liczb rzeczywistych takim, Ze lim,, .o p, = 0 oraz

(i) f: NxRxR-—Rivf(n,u,v)>0dav#0;
(ii) istnigje funkcja ciggla g : Ry — Ry icigg ¢ : N — R, taki, ze

vl )

Lf(n,u,v)| > éng (m) ;

________________

®
018
.
3
Il
g
=
O,
W)
)
Yo,
[
G
=
5
3
&
@
il
O
v

8
[ =% < oo dla kazdego 8 > 0.
0

Wowczas kazde rozwigzanie ograniczone (z,,) réwnania (11) jest oscylujgce.

Bezposrednig konkluzjg Twierdzenia 12 jest

Whniosek 4 ([H8], Corollary 2). ZaléZzmy, ze m jest liczbg nieparzysta i § laj| = co. Wdwczas
=1
kazde rozwigzanie ograniczone (z,,) rownania (13) jest oscylujgce.

Kryteria oscylacyjnosci uzyskane w pracy [H8] dotycza nie tylko ogéiniejszej klasy réwnan,
ale moga by¢ réwniez stosowane do pewnych réwnan postaci (12), do ktérych odpowiednie
kryteria z pracy [25] nie mogg by¢ zastosowane. Pokazano to na przyktadach (Example 1,
Example 2, [H8]).

O oscylacyjnym zachowaniu rozwigzan réwnan z quasiréznicami (4+) rozstrzygaja naste-
pujgce kryteria uzyskane w pracy [H2]. Korzystamy w nich z warunkéw:

(h) 3 %n)zoo, E=1,2,...m-—1,
n=1

Tk
(h2) zf(z) > 0dlaz #0,

(h3) funkcja | f(z)| jest ograniczona z dotu przez statg dodatnig, gdy |z| jest ograniczone z dotu
przez statg dodatnia,
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oraz oznaczef

1
CU1(TL) = Z rl(jl)

n=1
&1L & T & wGy)
=5 oy St - S

n

wr(n) = Z M, dla k=1,2,...,m—1.

= i)

Twierdzenie 13 ([H2], Theorem 2.1). Jesli spetnione sg warunki (h1)-(h3) i ;\.“i‘ wm—1(n)a(n) =
n=1

oo, to kazde ograniczone rozwigzanie réwnania (4-) jest oscylujace.

Twierdzenie 14 (JH2], Theorem 2.3). Jesli spetnione sg warunki (h1)-(h3) i Y wp-1(n)a(n) =
n=1

o0, to kazde ograniczone rozwigzanie réwnania (4+) jest albo oscylujace albo Lix sg monoto-

niczne dla dostatecznie duzychn i lim Liyz(n)=0 dla k=0,1,...,m— 1.

tatwo sprawdzi¢, ze jezeli ry(n) = 1dlakazdego k = 1,2,...,m 10 wp-1(n) = @%%:2&——1—;—1

Stad, powyzsze rezultaty uogéiniajg twierdzenia 1, 2 uzyskane przez B. Szmande w [51].

3.5 Ograniczonos¢ rozwigzan

Ograniczono$¢ rozwigzan rozwazana byta w pracach [H6], [H7] i [H9]. W pracy [H6], oprécz
kryteridw oscylacyjnosci rozwigzan réwnania (9) oméwionych w punkcie 3.4, znaleziono réw-
niez warunki dostateczne ograniczono$ci wszystkich nieoscylujacych rozwigzan réwnania (10)
z wyprzedzonym argumentem.

Twierdzenie 15 (|H6], Theorem 2). Zaldzmy, ze m jest liczbg parzysta, k liczbg catkowita
k

dodatnig, 1 > kr + m I nierowno$¢ réznicowa Az, — Khnzpin_ir > 0, gozie K = 5 p?, nie

4=}
ma rozwigzan stopnia m (ij. rozwigzan nieoscylujgcych majgcych wiasnosé x, Nz, > 0 dla
o0
7 =0,1,...,m i dla dostatecznie duzych n). Ponadto, dlam > 2 zakladamy, ze 5 j™3h; =
j=1
oo. Wowezas kazde nieoscylujace rozwigzanie réwnania (10) jest ograniczone.
W pracy [H7] badano réwnanie réznicowe wymierne postaci
ATn-1
= =0,1,... 14
Tntl b+ eTnTn_1 " (14)

z dodatnimi wspétczynnikami i nieujemnymi warunkami poczgtkowymi. Réwnania réznicowe
wymierne powyzszej postaci badane byly réwniez w [15], [48], [62]. W pracy [H7] wykorzystujac
postaé analityczng rozwigzan réwnania (14), otrzymang przez C. Cinara w [15], udowodniono
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Twierdzenie 16 (/H7], Theorem 1). Niechp > 1. Wdwczas kaZde rozwigzanie dodatnie (z,,)
réwnania (14) jest zbiezne do zera.

X. Yang, W. Li w [62] udowodnili, ze jesli p > 1, to jedyny punkt réwnowagi réwnania (14), z = 0
jest lokalnie astmptotycznie stabilny. Stad, i z twierdzenia 16 wynika, ze gdy p > 1,t0 Z = 0
jest globalnie asymptotycznie stabilny. W przypadku, gdy p € (0, 1), wykazano

Twierdzenie 17 ([H7], Theorem 2). Zatézmy, Ze p € (0,1). Niech (z,) bedzie rozwigzaniem
réwnania (14) z dodatnimi warunkami poczatkowymi z_1, zg.

(i) Jeslizor_1 < 1—p, to podciggi (z2n) i (zon-1) S3 0ba rosngce i ograniczone.
(1) Jeslizox_1 > 1 — p, to podciagi (z2,) i (xan—1) S@ oba malejgce (i ograniczone).
(i) Jeslizoz_1 =1 — p, to podciagi (za,) i (zon_1) Sg Oba stafe.

Z twierdzen 16 i 17 wynika, ze wszystkie rozwigzania dodatnie réwnania (14) sg ograniczone.
Ponadto, gdy p € (0, 1) kazde rozwigzanie dodatnie réwnania (14) jest ciagiem asymptotycznie
2—okresowym {r,s,r,s,r,s,...}, gdzie rs = 1 — p. Dla ustalonego p, liczby r i s zalezg tylko
od warunkéw poczatkowych z_1, zg.

Praca [H9] otwiera cykl prac (bedacych w stadium przygotowania do druku) dotyczacych k-
wymiarowych uktaddw réwnan réznicowych z opdznieniami. Rozwaza sie w niej uktady réwnan

z(n+1) = A(n)a(n) + ) Ba(n)z(n — hs(n)), n2ng (15)
s=1
i
z(n+1) = A(n)z(n) + f(n,z(n - h(n)), n>ng (16)

m
z warunkami poczatkowymi z(n) = ¢(n) dla n € Ey, gdzie Ey = | E; U {ng},

i=1
Ei={neZ: n=01-h{l)<ng, I>nh,0: Ey — R* ke h: Z" = ZF, lim (n— hs(n)) =

TL——>00
00,s=1,2,...,m; lim (n-h(n)) =o0, f:Z* x RF - R*,
T—300

Motywacjg tych badan byly rezultaty uzyskane przez Cermaka w pracy [12], w ktérej autor
uzyskat m.in. oszacowanie rozwigzan ukiadu réwnan typu (15) za pomocg rozwigzah pew-
nej nieréwnosci réZnicowej skalarnej. Gidwnym celem pracy [H9] bylo znalezienie warunkéw
koniecznych ograniczonoéci rozwigzan powyzszych uktadéw réwnan. Otrzymane wyniki uzy-
skano wykoarzystujgc rozwigzania pomocniczych réwnan réznicowych skalarnych z odpowied-
nio dobranymi wspdiczynnikami wystepujacymi w tych réwnaniach. Pozwolitc to w sposéb
jawny oszacowacé rozwigzania rozpatrywanych ukltadéw.

Twierdzenie 18 ([H9], Theorem 2.1). Zalézmy, Ze
(Ho) Istniejg stafe rzeczywiste o > 10 < 1 < 1 takie, ze

X (n)X~1(s)

| <an™*, dlawszystkich n > s > ng,

(Hi) [Bi(n)l <b;; 1<i<m, n>mno, Y

i=1

bi =0,
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(Hy) istnieje stata g > 0 taka, Ze n < T—(‘la <1,

n—1
g™ (?(%7 - 77) s:nll(n) ng > ab dla wszystkich n — t(n) > ng,

gdzie T(n) = max {1, max h,(n)} dlan > ng.

Wowczas rozwigzanie = uktadu (15) z warunkami poczatkowymi x(n) = o(n) dla n € FEy,
posiada wtasnos¢

n—1i
o)) < coa™ [] ;—}5 n> np, (17)

8=ng

dla kazdego ¢y > max {a lp(no) |, max ﬂﬁq@ﬂ} .
neLg

Na mocy zatozenia (Hs), z (17) wynika, ze

n—1

q
lz(n) < cog™ T] gy < 0™
Zatem, jesli spetnione sa zafoZenia twierdzenia 15, to wszystkie rozwiazania uktadu (15) sg
ograniczone. Konsekwencijg twierdzenia 15 jest ponizszy warunek globalnej asymptotycznej
stabilnosci uktadu (15).

s=ng

Wniosek 5 ([H9], Corollary 1). Zaldzmy, Ze spetnione sg zafoZenia (Hy) - (Hy). Jesliq < 1, to
kazde rozwigzanie x ukfadu (15) dazy do zero, gdy n — .

g al

Uktady réwnan réznicowych nieliniowych postaci (16) badane byty dotychczas przez nie-
wielu autoréw, np. R. Medina w pracy [35] i S. K. Choi i in. w pracy [14] badali asymptotyczng
réwnowaznos¢ pomiedzy rozwigzaniami uktadu liniowego z(n+ 1) = A(n)x(n) i jego perturba-
cjg z(n+1) = A(n)z(n) + g(n, z(n)). W pracy [H9] dia ukiadu (16) udowodniono

Twierdzenie 19 ([H9], Theorem 3.1). Zat6zmy, Ze spetniony jest warunek (Hp) i
(Hs) If(n, @)l < Bz, z€RF, y>1, 8>0, n>n,

(Hs) istnieje cigg nierosngcy T : Ng — Ny taki, 2e h(n) < 7(n) i in@ < 1;/'-1 dla wszystkich
n > ng,

(Hs) istnieje stala dodatnia m; taka, ze max lon)|] < 22 i af(m)! < 1.
n& by

Woiwezas istnieje liczb

a catkowita n* > ny taka, Ze rozwiazanie » ukiadu (16) z warunkami
poczgtkowymi z(n) = p(n) dlan € Ey, ma wiasnodé

z(m)|| < maA~ =70 dlan > n*,
gazie X jest statg takg, Ze 1 < )\ < %

Oczywiscie, poniewaz A > 1, jesli spetnione sg zalozenia twierdzenia 19, to rozwigzania
ukiadu (16) sg zbieZzne do zera.
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4 Pozostate osiggniecia naukowo - badawcze

4.1 Omdowienie wynikow pozostatych prac naukowych

W moim dorobku znajduja sie 44 autorskie lub wspétautorskie prace naukowe (z tego 41 po-
wstafo po doktoracie) opublikowane w recenzowanych czasopismach matematycznych o za-
siegu migedzynarodowym, w tym 14 w czasopismach znajdujacych sie w bazie IS/ Web of
Knowledge JCR Science Edition 2010. Ponizej zamieszczona zostata lista prac z wytaczeniem
pozycji opisanych we wczesniejszej czesci autoreferatu. Petna lista znajduje sie w odrebnym
zatgczniku (zatgeznik nr 3).

a) Prace w czasopismach znajdujacych sie w bazie JCR ?

po uzyskaniu stopnia naukowego doktora

[a1] A. Drozdowicz, M. Migda, Asymptotic behavior of solutions of the m-th order nonhomo-
geneous difference equations, J. Comput. Appl. Math. 81 (1997), 75-81 (IF 1.029).

[a2] M. Migda, A. Musielak, E. Schmeide!, On a class of fourth order nonlinear difference
equations, Adv. Difference Equ. 1 (2004), 23-36 (IF 0.89).

[a3] M. Migda, G. Zhang, Monotone solutions of neutral difference equations of odd order, J.
Difference Equ. Appl. 10 (2004), 691-703 (IF 0.951).

[ad4] M. Migda, J. Migda, On a class of first order nonlinear difference equations of neutral type,
Math. Comput. Modelling 40 (2004), 297-306 (IF 1.066).

[a5] G.Zhang, M. Migda, Unstable neutral differential equations involving the ,maximum” func-
tion”, Glas. Mat. Ser. lll 40(60) (2005), 249-259 (IF 0.475).

[a6] A. Andruch-Sobito, M. Migda, Bounded solutions of third order nonlinear difference equ-
ations, The Rocky Mountain J. Math. 36(1), (2006), 2334 (IF 0.443).

[a7] M. Migda, G. Zhang, On unstable neutral difference equations with "maxima”, Math. Sio-
vaca 56 (2006), no. 4, 451463 (IF 0.316).

[a8] J. Diblik, M. Migda, E. Schmeidel, Bounded solutions of nonlinear discrete equations,
Nonlinear Anal. 65 (2006), no. 4, 845-85 (IF 1.279).

b) Prace w innych czasopismach matematycznych

[b1] J. Korczak, M. Migda, On the asymptotic behaviour of solutions of the m-th order diffe-

ML, LG aILSILE

rence equation, Demonstratio Math 21, 3 (1988), 615-629.

[b2] J. Korczak, M. Migda, Asymototic behaviour of solutions of an m-th order difference equ-
ation, Fasc. Math. 5 (1988), 89-95.

%z powodu niedostepnosci dla roku 2011 impact factor podany zostat za rok 2010
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[b3] M. Migda, Asymptotic properties of solutions of higher order difference equations, Radovi
Math. 5 (1989), 279-309.

po uzyskaniu stopnia naukowego doktora

[b4] M. Migda, J. Popenda, Monotonicity and Olver type comparison results for difference equ-
ations, 483-491, World Sci. Ser. Appl. Anal., 3, World Sci. Publ., River Edge, NJ,
1994,

[b5] J. Korczak, M. Migda, Asymptotic properties of solutions of higher order linear difference
equations, Demanstratio Math. 28 (1995), 97-1-06.

[b6] J. Korczak, M. Migda, Comparison theorems for difference equations, Fasc. Math. 25
(1995), 75-80.

[b7] M. Migda, J. Migda, Asymptotic properties of the solutions of the second order difference
equations, Archivum Math. 34 (1998), 467-476.

[b8] M. Migda, E. Schmeidel, Asymptotic behavior of solutions of higher order difference equ-
ations, Demonstratio Math. 31, 1(1998), 71-80.

[b9] M. Migda, J. Migda, Asymptotic behaviour of solutions of difference equations of second
order, Demonstratio Math. 32, 4(1999), 767-773.

[b10] M. Migda, E. Schmeidel, Some propreties of solutions of a class of nonlinear difference
equations, Acta Univ. Palacki, Mathematica 38 (1999), 131-137.

[b11] M. Migda, Asymptotic behaviour of solutions of nonlinear difference equations, Fasc.
Math. 31 (2001), 57-63.

[b12] M. Migda, E. Schmeidel, On the asymptotic behavior of solutions of nonlinear difference
equations, Fasc. Math. 31 (2001), 63-69.

[b13] E. Schmeidel, M. Migda, E. Magnucka-Blandzi, Mathematical works of Jerzy Popenda,
Appl. Math. E-Notes 2 (2002), 155-170.

[b14] M. Migda, E. Schmeidel, A. Drozdowicz, Nonoscillation results for some third order non-
linear difference equation, Folia Fac. Sci. Natur. Univ. Masaryk. Brun. Math. 13 (2003),
185-192.

[b15] M. Migda, Nonoscillatory solutions of some higher order difference equations, Folia Fac.
Sci. Natur. Univ. Masaryk. Brun. Math. 13 (2003), 177-185.

[b16] G. Zhang, M. Migda, Monotone solutions of a higher order neutral differential equation,
Comment. Math. Prace Mat. 44 (2004), 147—-162.

[b17] E. Schmeidel, M. Migda, M. Zbaszyniak, Some properties of solutions of second order
nonlinear difference equations, Funct. Differ. Equ. 11 (2004), no. 1-2, 147—152,
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[b18] M. Migda, On the existence of nonoscillatory solutions of some higher order difference
equations, Appl. Math. E-Notes 4 (2004), 33—39.

[b19] A. Andruch-Sobito, M. Migda, On the oscillation of solutions of third order linear diffe-
rence equations of neutral type, Math. Bohem. 130 (2005), 19-33.

[b20] M. Migda, On the discrete version of generalized Kiguradze’s lemma, Fasc. Math. 35
(2005), 77-83.

[b21] M. Migda, A. Musielak, E. Schmeidel, Oscillation theorems for a class of fourth order
nonlinear difference equations, Proceedings of Eighth International Conference on Diffe-
rence Equations and Applications, 201-208, Boca Raton Fl, 2005.

[b22] E. Schmeidel, M. Migda, M. Zbgszyniak, On the existence of solutions of some second
order nonlinear difference equations, Archivum Math. 42 (2005), 379-388.

[b23] M. Migda, Asymptotic properties of nonoscillatory solutions of higher order neutral dif-
ference equations, Opuscula Math. 26 (20086), no. 3, 507-514.

[b24] E. Schmeidel, M. Migda, A. Musielak, Oscillatory properties of fourth order nonlinear
difference equations with quasidifferences, Cpuscula Math. 26 {2006), no. 2, 371—380.

[b25] A. Andruch-Sobito, M. Migda, Further properties of the rational recursive sequence
Tpt1 = pron=t— Opuscula Math. 26 (2006), no. 3, 387—394.

btcEnEn—1°
[b26] J. Migda, M. Migda, Asympiotically polynomial solutions of higher order difference equ-

ations, (English) Ruffing, A. (ed.) et al., Communications of the Laufen colloquium on
science, 2007. Aachen: Shaker. Berichte aus der Mathematik 11, 1—12 (2007).

[b27] M. Migda, J. Migda, On first-order nonlinear difference equations of neutral type, Elaydi,
Saber (ed.) et al., Discrete dynamics and difference equations. Proceedings of the twel-
fth international conference on difference equations and applications (ICDEA), Lisbon,
Portugal, July 2327, 2007. Hackensack, NJ: World Scientific. 345-354 (2010).

Oméwienie tematyki badan
Tematyka prawie wszystkich powyzszych prac dotyczy takze jakosciowej teorii réwnar roz-
nicowych. Po uzyskaniu stopnia naukowego dokfora, zajmowatam sie badaniem wiasnosci
asymptotycznych rozwigzan rownarn réznicowych, takich jak istnienie rozwigzania zbieznego,
asymptotycznie wielomianowego a takze rozwiazan, ktdrych przebieg jest okreslonego typu.
Efekiami tej pracy sg publikacje [a1] - [a4] i [07] - [b12], a takze poZniejsze [b14], [015], [b17]-
{b19].

W pracy [b7] podane zostaly warunki dostateczne

acy odane zo , przy kiérych dla dowolnej stalej rzeczywi-
stej istnieje rozwigzanie réwnania postaci A%z(n) = a(n)é(z(n + k)) zbiezne do tej statej
oraz warunki dostateczne istnienia rozwigzania asymptotycznie liniowego. Praca zawiera m.in.
uogolinienie rezultatu uzyskanego w pracy A. Drozdowicz, J. Popenda [18].

W pracy [b8] badana jest struktura rozwigzan réwnania réznicowego postaci

A™z(n) = a(n)z(n+ 1) + f (n,z(n)).

21



Udowodniono, ze przy dostatecznie silnych zalozeniach na funkcje zaburzajaca f, jezeli ciagi
z1,T9,...,Tm $3 liniowo niezaleznymi rozwigzaniami réwnania niezaburzonego, to kazde roz-
wigzanie rozwazanego réwnania jest postaci

aj(n)zi(n) + ag(n)ze(n) + - - + am(n)zm(n),

gdzie (a4(n)), i = 1,2,...,m sg zbieznymi ciggami liczb rzeczywistych. W oparciu o to twier-
dzenie i lemat 3 z pracy [b3] dotyczgcy wiasnoéci minoréw macierzy Casoratiego ciggéw
T1,To,. .., Tm Uzyskano takZze warunki dostateczne istnienia asymptotycznie wielomianowych
rozwigzan réwnania A™z(n) = f (n,z(n)). Asymptotyczna wielomianowo$¢ rozwigzan réwnan
roznicowych wyzszych rzedéw badana byta réwniez w pracach [b1] i [b2] oraz [b26]. W pra-
cach tych sformutowano warunki dostateczne, przy ktérych dia dowolnego wielomianu istnieje
rozwiazanie badanego réwnania asymptotycznie z nim réwnowazne. W dowodach twierdzen
korzystano z twierdzenia o kontrakgiji lub Twierdzenia Schaudera o punkcie statym.

Praca [b18] podwiecona jest badaniu wlasnosci rozwigzan nieoscylujacych rdwnah rdézniceo-
wych liniowych postaci A™z(n) = ta(n)z(n + 1). Wykazane zostalo istnienie rozwigzan
zbieznych. Podane zostaly tez warunki dostateczne zbiezno$ci do zera wszystkich rozwig-
zan nieoscylujacych stopnia I = 0 (tzn. spetniajgcych warunek (—1)/z,Alz, > O dla j =
0,1,...,m—1).

Z wynikéw dotyczgcych réwnan réznicowych z quasirdéznicami warto wymienic¢ prace [a2],
[aB]i[b11]. W pracy [a2] podane zostaly warunki konieczne i dostateczne istnienia rozwigzania
minimalnego i maksymalnego réwnania Lsz(n) + f(n,z(n)) = 0, gdy spetniony jest warunek
i E%n‘) =00, k= 1,2, 3. Udowodnione w pracy twierdzenia sg uogdinieniem {dla réwnania z
quasir6znicami) rezultatu uzyskanego przez B. G. Zhanga, S. S. Chenga w [67]. W pracy [a6]
znalezione zostaly kryteria ograniczonos$ci wszystkich nieoscylujgcych rozwigzan nieliniowego
réwnania réznicowego rzedu trzeciego z quasiréznicami. Praca [b11] zawiera uogélnienie wy-
nikéw uzyskanych w pracy {b7], dla waznego w zastosowaniach rownania réZnicowego w tzw.
postaci samodotaczone] A(rp—1Axn-1) + anf{Tp-k) = ba.

W 2002 r. w Changsha, w czasie miedzynarodowej konferencji z cyklu ICDEA (International
Conference on Difference Equations and Applications), nawigzalam wspdlprace z Guangiem
Zhangiem. Jej efekty zostaly opublikowane w 4 publikacjach dotyczacych wlasnosci rozwigzan
réwnan typu neutralnego. Z badan nad réwnaniami roznicowymi typu neutralnego A™(z(n) +
p(n)z(n—7))+f(n,z(c(n))) = 0 wiadomo, ze ich rozwigzania nieoscylujgce majg istotnie rézne
whasnoéci dla p(n) > —11ip(n) < —1. W pracy [a3] rozpatrywany byt szczegbiny przypadek

\

takiego réwnania, gdy p(n) = —1, {j. réwnanie postaci
A™z(n) — x(n — 7)) + f(n,z(o(n))) = 0.

Badane byty (*)-monotoniczne rozwigzania tego réwnania. Ciag = nazywamy (*)-monotonicznym,
jezeli spetnia warunki
z{n) >0, z(n) —z(n—-7) >0,

Alz(n) —z(n—7)) <0, ..., (-1)"A™(z(n) —z(n — 7)) > 0dlam > 0.
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Pokazano, ze wszystkie (*)-monotoniczne rozwigzania powyzszego réwnania mozna podzieli¢
na 4 typy. Nastepnie udowodnione zostaty warunki dostateczne bgdz konieczne i dostateczne
istnienia rozwigzan (*)-monotonicznych danego typu oraz wynikajace z nich wnioski dla row-
nan typu Emden-Fowlera. Podobne rezultaty dla réwnan rozniczkowych zawarte sg w pracy
[b16]. W pracy [a5], badane jest réwnanie rézniczkowe typu neutralnego z funkcjg maksimum
postaci (z(t) — pz(t — 7)) = q(t)max.c—,g2(s) W nierozpatrywanym wczesniej przypadku,
gdy ¢(t) > 0. Roéwnania takie maja zastosowania w teorii sterowania. W pracy wykazano
istnienie rozwigzan nieoscylujgcych gdy p > 0, podano ich wtasno$ci asymptotyczne a takze
warunki dostateczne oscylacyjnosci wszystkich rozwigzan ograniczonych. Rezultaty te zostaty
zamieszczone w paragrafie 1 rozdziatu 5 monografii D. Bainova, S.G. Hristovy [7], ktéra ukazata
sie w 2011 roku. Praca [a7], zawiera podobne rezultaty dla réwnan réznicowych.

Badanie réwnan réznicowych typu neutralnego, kontynuowane w kolejnych latach, zaowo-
cowato publikacjami [a4], [b19], [023] i [b27]. W pracy [a4] rozpatrywane bylo réwnanie r6z-
nicowe pierwszego rzedu typu neutralnego z wieloma opé6znieniami. Przeprowadzono klasy-
fikacje wszystkich rozwigzan nieoscylujgcych w zaleznosci od ich wiasno$ci asymptotycznych
oraz znaleziono Kryteria oscylacyjno$ci rozwigzan badanego réwnania. Praca [b23] zawiera
uogdlnienie na réwnanie dowolnego rzedu, z opdznionym argumentem i zmiennym wspét-
czynnikiem (py,), niekidrych wynikéw uzyskanych w pracy [H4]. Korzystajac z nieréwno$ci
typu Bihariego otrzymano warunki dostateczne, przy ktérych kazde nieosylujgce rozwigzanie
réwnania A™(z(n) + p(n)z(n — 7)) + f(n,z(c(n))) = h(n) posiada wtasnos¢ nh—1>noo Alrn
(m——%:T)r i =0,1,..,m — 1 gdzie c jest statg rzeczywistg. W szczegdinosci, z dowodu tego
twierdzenia wynika fakt, Ze przy tych samych zatoZeniach, powyzszg wiasno$¢ posiada kazde
rozwigzanie réwnania nieneutralnego (j, gdy p(n) = 0.) Podobny rezultat zostat udowodniony
wczesniej innymi metodami przez A. Gleska i J. Werbowskiego (Theorem 2, [21]). W pracy
[21] zagadnienie asymptotycznej wiasnosci rozwazanego réwnania sprowadzone zostato do
zagadnienia ograniczonos$ci rozwigzan réwnania réznicowego pierwszego rzedu.

Praca [b25] stanowi kontynuacje badan (dla ujemnych warunkéw poczatkowych) wiasno-
§ci rozwigzan réwnan réznicowch wymiernych postaci z,41 = Fﬁ%ﬁ_—l podjetg w pracy [H8].
Dalsze badania rownafh wymiernych powyzszej postaci, bedece w fazie przygotowywania do
druku, dotycza przypadku, gdy wspdtczynniki wystepujace w réwnaniu sg ciggami 2-okresowymi.

4.2 Udzial w konferencjach miedzynarodowych i krajowych

Po uzyskaniu stopnia naukowego doktora bratam czynny udziat w 22 miedzynarcdowych kon-
ferencjach naukowych. Ponizej zamieszczona jest lista konferencii z tytutami wystgpien.

1. The Fourth International Conference on Functional Equations and Inequalities, 1993, Kry-
nica, Polska, On the asymptotic properties of solutions higher order linear difference equ-
ations.

2. ICDEA 1998, Fourth International Conference on Difference Equations and Applications,
27-31.08.1998, Poznan, Polska, Some properties of solutions of a class of nonlinear
difference equations.
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14.

15.

Colloquium on Differential and Difference Equations, 2000, Brno, Czechy, Asymptotic
behaviour of solutions of and nonlinear delay difference equations.

The Third Worid Congress of Nonlinear Analysts, 19-26.07.2000, Catania, Witochy, On the
asymptotic behavior of solutions of higher order nonlinear difference equations, (wyktad
na zaproszenie organizatorow).

Sixth international Conference on Difference Equations and Applications, 2001, Augs-
burg, Niemcy, On the existence of monotonic solutions of some difference equations of
higher order.

. Seventh International Conference on Difference Equations and Applications, 2002, Chang-

sha, Chiny, (A Satellite Conference of the 2002 Beijing International Congress of Ma-
thematicians), Oscillation and nonoscillation results for higher order nonlinear difference
equations.

Colloguium on Differential and Difference Equations, 2002, Brno, Czechy, Nonoscillatory
solutions of some higher order nonlinear difference equation.

8th International Conference on Difference Equations and Applications, 2003, Brno, Cze-
chy, On a class of fourth order nonlinear difference equations (rowniez przewodniczytam
sesji).

The Forth World Congress of Nonlinear Analysts, 2004, Orlando, USA, Oscillatory and
asymptotic properties of solutions of higher-order difference equations of neutral type,
{(wykiad na zaproszenie organizatordw).

. Conference on Differential and Difference Equations, 2005, Gdansk, Polska, Oscillation

and Asymptotic Properties of Solutions of Higher Order Neutral Difference Equations.

. Conference on Differential and Difference Equations and Applications 2006 (CDDEA

2006), 2006, Rajecke Teplice, Stowacja, Oscillation of higher-order difference equations
of mixed type.

. Progress on difference equations 2007, Laufen/Salzach, Niemcy, 2007, Asymptotically

polynomial solutions of higher order difference equations .

International Conference on Difference Equations and Applications, 2007, Lizbona, Por-
tugalia, On a ciass of first-order nonlinear difference equations of neuiral lype.

Conference on differential and difference equations and applications, Strecno, Stowacia,
2008, Asympilotic properties of solutions of second-order rational difference equation,
(rowniez przewodniczylam sesiji).

14th International Conference on Difference Equations and Applications, Istambut, Tur-

cja, 2008, Oscillatory and asymptotic properties of solutions of nonlinear neutral-type
difference equations.
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16. Progress on difference equations, Bedlewo, Polska, 2009, Oscillations of higher order
neutral difference equations, (réwniez przewodniczytam ses;ji).

17. 7th ISAAC Congress London 2009, Oscillatory and asymptotic properties of solutions of
higher-order difference equations of neutral type.

18. Conference on Differential and Difference Equations and Applications 2010, Rajecke Te-
plice, Stowacja, 2010, Asymptotically polynomial solutions of nonautonomous difference
equations.

18. Conference on Difference Equations and Applications, Ryga, totwa, 2010, On the rational
difference equation with period-two coefficient.

20. Reasearch Workshop of the Israel Sience Foundation, Functional Differential Equations
and Applications, August 29 - September 2, 2010, Ariel, zrael, Oscillatory and asymptotic
properties of solutions of nonlinear neutral-type difference equations.

21. Progress on Difference Equations, 2011, Dublin, irlandia, Asymptotic properties of solu-
tions of difference systems with delays.

22. International Conference on Differential Difference Equations and Applications,2011,
Ponta Delgada, Portugalia, Asymptotic properties of solutions of linear difference equ-
ation with several delays and summation Volterra equations.

Ponadto uczestniczytam w 3 konferencjach krajowych:

1. Dwudziesta Osma Ogéinopolska Konferencja Zastosowan Matematyki, Zakopane-Koécielisko,
1999, On the asymptotic behaviour of solution of higher order nonhomogeneous diffe-
rence equations.

N

Drugie Forum Réwnah Rézniczkowych Czastkowych, Bedlewo, 2000, Asymptotyczne
wtasnosci rozwigzan nieliniowych réwnarn réZnicowych drugiego rzedu.

3. Trzydziesta Czwarta Ogélnopolska Konferencja Zastosowan Matematyki, Zakopane-Koscielisko,

2005, Wiasnoéci rozwigzan réwnan réznicowych wyzszych rzedéw typu neutrainego.

4.3 Recenzje artykutéw naukowych
Recenzowatam 28 prac dla nastepujacych czasopism:
e Abstract and Applied Analysis
s Applied Math. E-Notes
e Advances in Difference Equations

¢ Applied Mathematica Sinica

e Applied Mathematics Letters
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¢ Communications in Pure and Applied Analysis

e Computers and Mathematics with Applications

¢ Demonstratio Mathematica

e Discrete Dynamics in Nature and Society

¢ Fasciculi Mathematici

¢ Fields Institute Communications

e International Journal of Pure and Applied Mathematics
= Journal of Applied Mathematics and Computing

¢ Journal of Computational and Applied Mathematics
e Journal of Mathematical Analysis and Applications
e Mathematica Slovaca

e Mathematical and Computer Modelling

¢ Portugaliae Mathematica. Nova Série

¢ Turkish Journal of Mathematics

Wykonatam 26 sterszczen przegladowych (tzw. reviews) dla Mathematical Reviews.

4.4 Sumaryczny Impact Factor, liczba cytowan i indeks Hirscha

Sumaryczny Impact Factor moich publikacji naukowych wedtug listy Journal Citation Reports
(JCR) zgodnie z rokiem opublikowania wynosi 4.686, a wedtug Journal Citation Reports Science
Edition 2010: 12.550.

Na podstawie bazy Web of Science (dane z ,Cited References Search”) 27 moich prac cyto-
wanych byto tgcznie 65 razy (53 bez autocytowan) w 48 publikacjach.

Wedtug bazy Web of Science (dane z,General Search)’) h-index: 4.

4.5 Udziat w projektach badawczych

Granty w ramach badan wiasnych Politechniki Poznariskiej:
wykonawca:

e w 1998: Metody matematyki dyskretnej, kierownik dr hab. J. Popenda
e w latach 1999 - 2003: Metody matematyki dyskretnej, kierownik dr hab. B. Szmanda

e w latach 2001 — 2010: Asymptotyczne wlasnosci rozwigzari réwnari rézniczkowych i réz-
nicowych, kierownik prof. dr hab. J. Morchato
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Granty statutowe Politechniki Poznanskie;j:
wykonawca:

¢ W latach 1994 - 1999: Rdéwnowaznos¢ asymptotyczna réwnari liniowych i nieliniowych,
kierownik zadania prof. dr hab. J. Werbowski

e w latach 2000 - 2011: Jakosciowa teoria réwnar funkcyjnych, kierownik zadania prof. dr
hab. J. Werbowski
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