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1.CV
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Promotor: dr hab. Lucyna Rempulska, prof. nadzw.
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2. Wstep

2.1. Ogolny opis dorobku naukowego

Pragne nadmienié, ze dziesiecioletni okres zatrudnienia na stanowisku adiunkta w Zakladzie
Analizy Matematycznej Instytutu Matematyki Wydziatu Elektrycznego Politechniki
Poznafiskiej jest catym okresem zatrudnienia w szkole wyzszej i tylko w tym okresie moglem
w pelni poswieci¢ sie badaniom naukowym.

Przedstawiony zostanie dorobek i osiagnigcia naukowe bgdace wkladem w badania

z zakresu aproksymacji funkcji z klasycznych przestrzeni funkcyjnych waznych w réznych
dziatach analizy matematycznej, z uwzglgdnieniem osiagnigé, o ktérych mowa w art. 16 ust. 2
ustawy z dnia 14 marca 2003 r. o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach
i tytule w zakresie sztuki (Dz. U. Nr 65, poz. 595, z pézn. zm.), ktére stanowi
jednotematyczny cykl publikacji.
Dorobek naukowy (szczegdty w zalaczniku) obejmuje rozprawe doktorska oraz 46 autorskich
lub wspétautorskich publikacji naukowych. 17 z nich to publikacje w czasopismach
znajdujacych si¢ w bazie ISI Web of Knowledge JCR Science Edition 2010 (tzw. lista
filadelfijska czasopism). Warto podkresli¢, ze liczba publikacji naukowych powstatych po
uzyskaniu stopnia naukowego doktora to 40 (w tym w czasopismach po§wieconych teorii
aproksymacji), z czego 16 w czasopismach z bazy ISI Web of Knowledge JCR Science
Edition 2010. Uzyskane wyniki znalazly uznanie u innych autoréw tzn. 38 autoréw w 45
pracach cytuje je 58 razy oraz redaktoréw renomowanych czasopism migdzynarodowych,
ktérzy powierzyli mi recenzowanie publikacji z tego dzialu matematyki. Nadmieniam, ze
znaczna czg$¢ rezultatéw prezentowana byla takze na konferencjach krajowych lub
mig¢dzynarodowych oraz seminariach naukowych.

Swoje badania ukierunkowatem na konstruktywna teori¢ funkcji, a przede wszystkim
aproksymacje¢ operatorami liniowymi. Sformutowatem i rozwigzatem kilka probleméw w
zakresie klasycznej teorii aproksymacji. Badania prowadzitem dla funkcji jednej i dwoch
zmiennych. :

W ostatnim czasie zaczatem coraz bardziej interesowa si¢ zastosowaniem operatoréw
liniowych i nieliniowych w réznych dzialach matematyki, a szczegélnie analizie
numerycznej, co wyrazaja opublikowane wyniki.

W autoreferacie prace tworzace jednotematyczny cykl publikacji objeto numeracja z litera
H, a pozostatg cytowana literaturg - innymi literami ewentualnie z liczba.

W sklad jednotematycznego cyklu (o ktérym mowa w art. 16 ust. 2 wskazanej wyzej

ustawy)
O aproksymacji funkcji jednej zmiennej w przestrzeniach z wagq wielomianowq

wchodza nastepujace publikacje:
e w czasopismach znajdujacych si¢ w bazie ISI Web of Knowledge JCR Science
Edition 2010 ‘
[H1] Z. Walczak, On certain positive linear operators in weighted polynomial
spaces, Acta Math. Hungar. 101(2003)3, 179-191. (IF 0.521)
[H2] Z. Walczak, On the rate of convergence for modified Baskakov operators,
‘ Lithuanian Math. J. 44(1)(2004), 102-107. (IF 0.486)
[H3] Z.Walczak, Approximation by some linear positive operators in polynomial
weighted spaces, Publ. Math. Debrecen 64(3-4) (2004), 353-367. (IF 0.568)
[H4] Z. Walczak, On the rate of convergence for some linear operators, Hiroshima



Math. J. 35(1)(2005), 115-124. (IF 0.556) :
[H5] Z. Walczak, Error estimates and the Voronovskaya theorem for modified
Szasz-Mirakyan operators, Math. Slovaca 55(4)(2005), 465-476. (IF 0.316)
[H6] = Z. Walczak, Remarks on the convergence of Bleimann, Butzer and Hahn
type operators, Bull. Belg. Math. Soc. Simon Stevin 16(1)(2009), 41-48. (IF
0.341) » /
[H7]  Z. Walczak, Baskakov type operators, Rocky Mountain J. Math. 39(3)(2009),
-~ 981-993. (tylko Rozdzialy 1. Introduction i 2. Approximation of the function
of one variable publikacji) (IF 0.443) '
[H8] Z. Walczak, Approximation theorems for a general class of truncated
operators, Appl. Math. Comput. 217 (2010), 2142-2148. (IF 1.534)
e w innych czasopismach (posSwieconych teorii aproksymacyi)
[H9] Z. Walczak, Convergence of Szdsz-Mirakyan type operators, Rev. Anal.
Numér. Théor. Approx. 36(1)(2007), 107-113.
[H10] R.N. Mohapatra, Z. Walczak, Remarks on a class of Szdsz-Mirakyan type
operators, East J. Approx. 15(2)(2009), 197-206.

2.2. Ogoélny cel i zakres badan dotyczgcych jednotematycznego cyklu
publikacji

Podjeta tematyka badawcza jest zgodna z badaniami prowadzonymi w réznych osrodkach
naukowych z zakresu aproksymacji funkcji rzeczywistych okres§lonych na przedziale
nieograniczonym operatorami liniowymi i nieliniowymi. Zasadnicze nurty badan z tej
dziedziny, ktére zostana opisane w przegladzie literatury, obejmuja przede wszystkim
zagadnienia punktowej aproksymacji funkcji operatorami liniowymi. '

W wyréznionym cyklu publikacji gléwna uwage skierowano na zdefiniowanie réznych
klas operatoréw (takze nieliniowych) oraz zbadanie ich wybranych wlasnosci
aproksymacyjnych. Ze wzgledu na wlasno$ci rozwazanych operatoréw liniowych
i nieliniowych zastosowane zostaty (szeroko stosowane) klasyczne metody dowodzenia
twierdzen aproksymacyjnych, w ktérych tradycyjne problemy matematyki poddane zostaly
dziataniu subtelnych i niekiedy bardzo trudnych technik analitycznych. Wybrane metody
i techniki dowodowe pozwolity bada¢é w Rozdziale 3.1 aproksymacje w metrykach
rozwazanych przestrzeni funkcyjnych. Mozna zauwazy¢, ze w literaturze jest niewiele prac,
w ktorych podano twierdzenia aproksymacyjne przy zastosowaniu norm wielomianowych
przestrzeni wagowych. Z kolei zastosowanie innego niz modut ciagtosci funkcji miernika
aproksymacji (np. moduhlu gtadkosci funkcji) do sformulowania twierdzen aproksymacyjnych
nie poprawia otrzymanych w tych pracach wynikéw, poniewaz bgda one zdominowane przez
modut cigglosci funkcji (z wyjatkiem pracy [H8]).

Wyniki uzyskane w jednotematycznym' cyklu publikacji, bedace istotnym wkladem
w badania dotyczace aproksymacji funkcji, mozna podzieli¢ w nastg¢pujacy sposob:

1) Klasy dodatnich operatorow liniowych dajacych lepszy rzad aproksymacji funkcji
z wielomianowych przestrzeni wagowych (Prace [H1], [H5]).

2) Uogdlnienia operator6w liniowych i nieliniowych dla funkcji wielokrotnie
rozniczkowalnych w przestrzeniach z wielomianows funkcja wagowa (Prace [H2],
[H4], [H6], [H8] i [HI]).

3) Konstrukcje liniowych i nieliniowych operatordw obcigtych w przestrzeniach
funkcyjnych z waga wielomianowsa (Prace [H3], [HS], [H9] i {H10]).



2.3. Podstawowe oznaczenia i definicje

W autoreferacie wazniejsze definicje i twierdzenia opatrzone sg kolejnymi numerami.

Przez M oznaczaé bedziemy state zalezne ewentualnie od wskazanych parametrow, przy
czym uzycie jej w dwéch réznych zwiazkach nie oznacza, ze jest ona reprezentantem tej
samej liczby.

Definicje i pewne wiasnoéci przestrzeni z wielomianowa funkcja wagowa oraz pewne
inne oznaczenia przyjmujemy jak w pracy M. Beckera [Bec]. I tak niech: N :={1,2...},

N, := N U{0}, R:=(—o0/4%), R, =(0,+e0), R, =R, U{0}, R, =[2,+c).

Definicja 1. Niech pe N, bedzie ustalonq liczbq i niech dla x€ R,
() W) =1, w,(x)={+x"]", gdy p=1.
Wielomianowq przestrzeniq wagowq C,=C, (Ro ) zwiqzanq z funkcjq wagowq w ps
nazywamy zbidr wszystkich funkcji rzeczywistych f ciaghch na R,, dla ktérych fw » Jest
Sfunkcjq jednostajnie ciqglq i ograniczong na R,.

Z kolei przez B, oznaczaé bedziemy zbidr wszystkich funkcji rzeczywistych f cigglych na
R,, dla ktérych fPw
1P jest funkcjq jednostajnie ciqglq na R,, gdzie f® oznacza jak zwykle pochodnq rzedu k

Sfunkcji f.
Ponadto, jak w pracy [Bec], dla ustalonych me N i pe N,, definiujemy przestrzenie

cr={fec,. fPecC,, k=12,..,m},

p,={fec,:f®ecC,,, k=0L..,p}
Dla funkcji z tychze przestrzeni norma okreslona jest wzorem

@ 71, =l O, = supw, ().

s k=0L...p, sq funkcjami ciqglymi i ograniczonymi na R, oraz

Dla funkcji fe C,, pe N,, definiujemy modut ciagtosei i modut gtadkosci rzedu 2
([Bec], [Dev-Lor], [Tim]).

Definicja 2. Niech feC,, pe N,. Modutem ciqglosci funkcji f nazywamy funkcje
o (f;C,5) okreslonq wzorem
@ (f;C,30) = sup|A, £ )
gdzie A, f(x)= f(x+h) — f(x) dla h,xe R,.
Modutem gladko$ci drugiego rzedu danej funkcji f nazywamy funkcje

o, (f;Cp38) = gl;pHAif 0 te Ry,
<h<t

gdzie A, f(x) = f(x)—2f(x+h) + f(x+2h) dla h,xe R,.

»? te R,

’
p

Zachowujac powyZsze oznaczenia przedstawimy teraz definicje i pewne wlasnosci
rozpatrywanej w autoreferacie przestrzeni funkcji dwoéch zmiennych C, z waga

wielomianowa.



Definicja 3. Niech p,qe€ N, bedq ustalonymi liczbami i niech
W E N =W, (), (xy)e R =R,XR,,
gdzie w), (") jest funkcjq okreSlonq wzorem (1).
Wielomianowq przestrzeniq wagowq C, =C (Ro2 ) zwiqzanq z funkcjq wagowa w, .,
nazywamy zbior wszystkich funkcji rzeczywistych f ciaglych na R, dla ktorych f w,, Jest
Jfunkcjq jednostajnie ciaglq i ograniczong na Rg . Norma w C_ , okreSlona jest wzorem

o I7,, =l

Ponadto, dla ustalonych me N i p,qe N,, definiujemy przestrzen
cro={feC,, fO.,eC,,, k=12..m|

o
1y

120

= 8up Wp,q (xa J’)|f(x: J’)I .
(x.yER;

z normq okreSlong wzorem (3), gdzie fx(f)yk_ ; oznacza jak zwykle pochodnq czastkowq
SJunkcji f .

Definicja 4. Niech feC,,, p,q€ N,. Modulem ciqglosci tej funkeji f nazywamy
funkcje oy (f;C, ) okreSlonq wzorem ‘
B(f3C,q3058) = SUp A5/ G|
<h<t

0<6<s

gdzieA, sf(x,y) = f(x+h,y+06) - f(x,y) dla h,6€ R,, (x,y)€ R}.

s t,s€ Ry,
P.q

Przedstawimy teraz definicj¢ przestrizeni C, z waga wykladnicza zamieszczona w pracy [Be-
Ku-Ne].

Definicja 5. Niech q € R, bedzie ustalonq liczbq i niech
v, (x)=e?, X€ R,. ,
Wykiadniczq przestrzeniq wagowq C,=C, (Ro), zwiqzanq z funkcjq wagowq v, nazywamy
zbior wszystkich funkcji rzeczywistych f, ciaglych na R, dla kidrych fv, jest funkcjiq
Jednostajnie ciqglq i ograniczonq na Ry. Normaw C, okreSlona jest wzorem
@ 171, =170, =supv, I G -
Ponadlto, dla ustalonego me N, niech
cr={rec,:fPec, dak=12..,m}

i niech norme w tej przestrzeni okresla wzor (4).

Modut ciaglosci dla funkcji feC,, ge€R,, definiyjemy analogicznie jak

w wielomianowej przestrzeni wagowe;.



2.4. Przeglad literatury

Za twoérce podstaw teorii aproksymacji mozna uzna¢ rosyjskiego matematyka Czebyszewa,
ktéry ponad 150 lat temu sformutowal i badat zagadnienie istnienia wielomiandéw najmniej
odleglych od danej funkcji.

Jednym z pierwszych probleméw w tym obszarze bylo zagadnienie polegajace na znalezieniu
w klasie wielomianéw algebraicznych stopnia n—1 wielomianu najlepiej przyblizajacego
funkcje f(x)=x" w przedziale (— 1,1>.

Rozwiazujac powyzsze zagadnienie Czebyszew zdefiniowat wielomiany
T (x) = cos(narccosx), zwane obecnie wielomianami Czebyszewa, szeroko stosowane
w przeszto$ci jak i obecnie w jednostajnej aproksymacji funkcji.

Poczatki teorii aproksymacji funkcji zwiazane sa takze z nazwiskami K. Weierstrassa, S. N.
Bernsteina, L. Fejera i D. Jacksona. To wilasnie pod koniec XIX i na poczatku XX wieku
sformutowano podstawowe problemy aproksymacji funkcji ciagtych. Autorzy m. in.
wykazali, ze kazda funkcje ciagla, na przedziale domknigtym i ograniczonym, mozna
przyblizy¢ wielomianem algebraicznym (trygonometrycznym) z dowolnym, z géry zadanym,
rzedem doktadno$ci. Wazne bylo réwniez zagadnienie efektywnego otrzymania operatorow
przyblizajacych dang funkcje z zadana doktadno$cia. Ponadto badania skierowano na
problemy oszacowania szybko$ci zbieznosci do danej funkcji ciggu wielomianéw ja
aproksymujacych.

Badania w zakresie teorii aproksymacji funkcji motywowane byly jej zastosowaniami w
innych dyscyplinach matematycznych (w szczegdlnoéci w analizie matematycznej, analizie
funkcjonalnej, teorii réwnan rézniczkowych). Na rozwdj tej dyscypliny matematycznej miaty
wplyw takze inne dyscypliny naukowe. Pragng wspomnie¢ o szerokich zastosowaniach
szeregOw Fouriera w fizyce i technice. Badanie wielu probleméw granicznych w tym zakresie
sprowadza si¢ do badania zagadniefi aproksymacyjnych. Wzajemne przenikanie si¢ teorii
aproksymacji funkcji i innych dyscyplin naukowych jest obecnie szczegélnie zauwazalne
dzigki analizie i zagadnieniom numerycznym. Na przyktad wielomiany Bernsteina znalazly
szerokie zastosowania m. in. w grafice komputerowej.

Ze wzgledu na intensywny i wielowatkowy rozwdj tej dziedziny wyrazajacy si¢ duza
liczba publikacji przeglad 11teratury ogranicz¢ do wynikow majqcych najwigkszy wptyw na
moje zainteresowania i osiaggni¢cia naukowe.

Zagadnienia dotyczace aproksymacji funkcji rzeczywistych operatorami liniowymi
zebrano i opisano m. in. w nastgpujacych monografiach w kolejnoséci chronologicznej: N. L
Achiezer [Ach] w 1957, P. P. Korovkin [Kor] w 1960, G. Meinardus [Mei] w 1968, P. L.
Butzer i R. J. Nessel [But-Nes] w 1971, R. A. DeVore [Dev] w 1972, R. A. DeVore i G. G.
Lorentz [Dev-Lor] w 1993, R. Paltinea [P3l1] w 2004. W swoich poszukiwaniach i badaniach
naukowych korzystatem takze obficie z [Dit-Tot], [Tab4], [Ple] i [Gut-Kud-Lew].

Rozwdj i kierunki badan dotyczace aproksymacji funkcji operatorami liniowymi
wyznaczony zostat w licznych publikacjach i rozprawach naukowych. Wéréd wielu publikacji
pragne kilka wyrézni¢ i opisac.

Wybrane problemy dotyczace aproksymacji funkcji operatoram1 liniowymi sformutowano
i rozwigzano m. in. w nastepujacych pracach doktorskich: M. Skorupka [Sko], M. Herzog
[Herz2] , A. Holhos [Hol].

W pracy [Mir] G. Mirakjan dla funkcji f ciqg{ych i ograniczonych na R, definiuje

operatory liniowe nastgpujacej postaci S,(f;x) = '”"Z (nx) f ( ) Wyniki przedstawione
k=0



przez wyzej wymienionego autora rozwineli J. Favard [Fav] i O. Szasz [Sz4]. Operatory S,
nazywane sg obecnie operatorami Szasza-Mirakjana.

M. Becker w pracy [Bec] badal aproksymacj¢ funkcji ciaglych f =z w1elom1anowych
przestrzeni wagowych C, operatorami Szdsza-Mirakjana S, i podal dla nich proste
1 odwrotne twierdzenia aproksymacyjne dotyczace aproksymacji punktowej oraz twierdzenie
typu Woronowskiej.

W pracach [But], [Herm], [Totl] odnajdujemy takze twierdzenia dotyczace rzedu
aproksymacji funkcji operatorami Szasza-Mirakjana.

V. Totik w pracy [Tot2] rozpatrywal odpowiedniki operatoréw S, dla funkcji ciaglych
i ograniczonych dwoch zmiennych. Rezultaty te sa nadal rozwijane, czego $wiadectwem sa
np. prace [Ta-Ol1-Ba], [Tag-Bui], [Mur], [Fir-Les-Rem], [Isp-Ata], [Deo] 1 [Dir-Dem)].

W pracy [Be-Ku-Ne] M. Becker, D. Kucharski i R. Nessel badali wlasnosci aproksymacyjne
operatoréw S, w wyktadniczych przestrzeniach wagowych C,, g€ R,. Autorzy pracy [Be-

Ku-Ne] wykazali, ze klasyczny operator Szdsza-Mirakjana nie jest operatorem z C, do C_,

ale S, jest operatorem dziatajacym z przestrzeni C, do C, pod warunkiem, ze »>g >0

i n>ny>q(n/q)).

Wyniki przedstawione przez wyzej wymienionych autoréw byly i sa nadal rozwijane
i uogodlniane. Wprowadzone zostaly liczne modyfikacje operatordw Szésza-Mirakjana S,
i zbadane dla nich podstawowe zagadnienia aproksymacyjne, do ktérych naleza rzedy
aproksymacji funkcji.

Interesujace uogélnienie operatoréw S, podane jest w pracy D. D. Stancu [Sta]. W 2001 roku
Z. Finta w pracy [Fin2] udowodnit proste twierdzenie aproksymacyjne dla operatoré6w
wprowadzonych przez wyzej wymienionego autora dla kazdej funkcji f ciaglej
1 ograniczonej na R, .

A. Lupas ([Lup]) oraz O. Agratini ({[Agrl]) zajmowali si¢ inng modyfikacja operatoréw S,,
bedaca szczegblnym przypadkiem operatora zdeﬁnlowanego przez D. D. Stancu ([Mas, s.
250

War]t)o podkresli¢, ze duzy wkiad do tej teorii wnieéli O. Duman i M. Ali Ozarslan. O. Duman
i M. Ali Ozarslan w pracy [Dum-Oza] z 2007 roku badajac whasnosci aproksymacyjne

2.2
operatoréw D, (f;x)=e™ (x)z(nu , (X)) f(—), gdzie u (x)= 1++44n"x" +1
k=0 k! n 2n
ne N, wykazali proste twierdzenie aproksymacyjne dla kazdej funkcji f ciaglej
i ograniczonej na R,. Autorzy pracy [Dum-Oza] podali takze twierdzenie typu

Woronowskiej. W kolejnej pracy z 2008 roku [Oza-Dum] M. Ali Ozarslan i O. Duman
rozwineli powyzszy wynik, korzystajac z modutu gtadkosci funkcji.
C. Atakuti I. Bﬁyiikyazwl ([Ata-Biiy]) zajmuja si¢ innym operatorem typu Szdsza-Mirakjana,

P (m)f[x+ i

, XER,

—nt oo

gD
zdefiniowanym wzorem g(u)e™ Z pu* dla funkcji analitycznej g(z)= Za z",

k=0

mianowicieP ;X)) = ra , gdzie p,(x) jest wiclomianem Apella
. + IB K

ZI<R

(R>1),g()#0 i @, 20.



Aproksymacja funkcji f z wielomianowej przestrZeni wagowej C,, pe N,, operatorami
\ — (nx)**"! (Zk + 1)

u Szisza-Mirakjana B (f;x , X€ER,,

o s B, (0= el 0 S 2 :

ne N, badana byta m. in. przez L. Rempulskq iM. Skorupkq w pracy [Rem-Skol] . Autorki
przedstawily proste twierdzenia aproksymacyjne dla operatoréw B, dotyczace aproksymacji

punktowej. Z twierdzen tych wynika, ze rzad aproksymacji funkcji operatorami B, jest réwny
rzgdowi aproksymacji tej funkcji klasycznymi operatorami Szasza-Mirakjana S, .
Zagadnieniami punktowej i normowej zbieznoSci operatoréw zwigzanych z funkcjami
hiperbolicznymi i wielomianami Apella zajmowata si¢ takze A. Ciupa ([Ciul], [Ciu5]).
Wiaczajac si¢ w powyzszy nurt badan E. Wachnicki i M. Herzog ([Herzl], [Herz2])
zaproponowali interesujaca modyfikacj¢ operatoréw S, wykorzystujaca zmodyfikowana
funkcj¢ Bessela pierwszego rodzaju.
Interesujacym modyfikacjom operatoréw Szésza-Mirakjana poswigcone sg takze prace [Fin-
Gov-Gup], [Moh-Has], [Vec-Mas-Sza], [Dum-Oza-Vec], [Isp2], [Rem-Gra], [Les-Rem].
Podobnymi badaniami zostaly objete operatory zdefiniowane przez V. A. Baskakova

= (n+k-1
((Bas)) ¥, (f;x)= Z(” ' };" (+x)"* f (E) Tymi zagadnieniami zajmowali si¢ m. in.
' n

k=0
M. Becker, F. Guo, V. Gupta, J. A. Alkemade, H. S. Kasana, P. N. Agrawal, N. Ispir, A.
Wafi, S. Khatoon, L. Rempulska, M. Skorupka ([Bec], [Guo], [Gup], [Alk], [Kas-Agr-Gup],
[Ispl], [Waf-Khal], [Waf-Khal], [Rem-Sko2]).
W 1980 roku Bleimann, Butzer i Hahn [Bl-Bu-Ha] zdefiniowali ciag operatoréw

liniowych postaci II(f;x) = (1+x)’"zn:(nj f ( k )x", xe R,, ne N. Operatory L
—\k) \n—k+1

(operatory BBH) zostaly zbadane w pracy [Bl-Bu-Ha] dla funkcji f cigglych

i ograniczonych na R,. Wyniki przedstawione przez wyzéj wymienionych autoréw byly i sa

nadal rozwijane.

Dla przyktadu przedstawig kilka szczegélowych wynikéw opubhkowanych w latach 1984-

2009.

W 1984 roku V. Totik [Tot3] podat twierdzenie typu Woronowskiej dla operatoréw L.

Interesujace uogdlnienie rezultatu V. Totika przedstawit w 1996 roku U. Abel [Abel]. Z

opublikowanych twierdzen wynika, ze rzad aproksymacji funkcji fe CT z waga

. . ' . . . 1
wielomianowa w, operatorami I jest postaci O(—) .
n

U. Abel w pracy [Abe2] badal réwniez odpowiedniki operatoréw I dla funkcji dwéch

zmiennych.

H. M. Srivastava i V. Gupta ([Sri-Gup]) zajmowali si¢ modyﬁkaqq typu Béziera operatorow
.

Warto podkresli¢, ze wkiad w rozwoj teorii aproksymacji funkcji operatorami typu Béziera
ma P. Pych-Taberska i jej wspéipracownicy. W ostatnich latach wspomniani autorzy
opublikowali kilka interesujacych prac po§wigconych operatorom typu Béziera (m.in. [Pych],
[Ani-Pych], [Pych-Kar] i [Kar-Pych]).

W 1985 roku C. Jayasri i Y. Sitaraman ({Jay-Sit]) opisali wlasnoéci aproksymacyjne
operatoréw BBH w przestrzeniach funkcyjnych z waga wielomianowa. U. Abel i M. Ivan w
pracy [Abe-Ival] badali modyfikacj¢ typu Kantorowicza operatoroéw BBH. Modyfikacja typu



Kantorowicza operatoréw BBH badana byta rowniez w 2008 roku w pracy [Zen-Abe-Iva] X.
M. Zenga, U. Abela i M. Ivana. Z kolei problemami aproksymacji funkcji o ograniczonej
wariacji operatorami BBH zajmowali si¢: S. Gu [Gu], V. Gupta i O. Dogru [Gup-Dog].

Wisréd wielu rezultatow wyznaczajacych aktualne kierunki badan warto wyrézni¢ kilka
watkow.

Pierwszy dotyczy aproksymacji funkcji wielokrotnie rézniczkowalnych operatorami
liniowymi. Wlaczajac si¢ w ten nurt G. H. Kirov [Kir] i Z. Finta [Finl] badali aproksymacje
funkcji ciaglej na przedziale domknigtym i ograniczonym operatorami typu Bernsteina.
Autorzy zdefiniowali operatory poprawiajace rzad aproksymacji funkcji 7 -krotnie
rdzniczkowalnych. Takimi zagadnieniami dla funkcji jednej lub dwéch zmiennych zajmowali
sie takze: L. Popowa, G.A. Anastassiou, R.A. Medei, U. Abel, B. D. Vecchia, L. Rempulska,
M. Skorupka, K. Tomczak, A. Ciupa, S. K. Serenbay, E. Ibikli, N. Mammadova ([Kir-Pop], .
[Ana-Mez], [Abel-Vec], [Rem-Sko3], [Rem-Sko5], [Rem-Sko6], [Rem-Tom], [Ciu3], [Ser-
Ibi], [Mam)).

Drugi nurt badanh zwiazany jest analiza bledow wystepujacych w analizie matematycznej,
a w szczegllnoSci bledéw obciecia wystepujacych w  zagadnieniach numerycznych.
Zauwazmy, ze czgsto funkcje wystgpujace we wzorach matematycznych dane sa w postaci
ciagéw lub szeregdbw nieskonczonych. Ponadto wiele réwnan matematycznych mozna
rozwiazaé jedynie przez opis proceséw nieskonczonych, ktérych granice sa poszukiwanymi
rozwigzaniami. Jednak na ogdét przy procesach nieskonczonych powstaje koniecznosé
zakonczenia obliczen na pewnej skonczonej liczbie wyrazow, poniewaz komputery nie moga
wykonywa¢ nieskonczonej liczby dziatah matematycznych. Oczywiscie przerwanie obliczen

- powoduje powstanie bledu, ktéry nazywamy bledem obciecia. Wielko$é takiego biedu,

w obszarze zagadnien badanych w cyklu publikacji, mozna ograniczy¢ definiujac operatory
dajace lepszy rzad aproksymacji. Fakt ten uzasadnia celowo$¢ wprowadzania i badania
nowych klas operatoréw. W naturalny sposéb podjgto badania nad operatorami, ktdre nie
beda Zrédiem bledéw obcigeia. Oczywiscie, takimi operatorami sa m. in. operatory BBH.

Warto podkresli¢, ze duzy wktad do tej teorii wnidst J. Gréf [Gr6] definiujac w wyktadniczej

przestrzeni wagowej C_, g € N, operatory S, (f;x) “""Z (nx) f ( ), ne N, xe R,,

k=0
gdzie (N (n))‘l” jest ciagiem liczb catkowitych dodatnich spelniajacym warunek
im0

n—ee n
Wiyniki te nastepnie rozwingli: H. G. Lehnhoff [Leh], S. Xiehua [Xie],

Badania w zakresie operatoréw obcigtych prowadzili takze: E. Omey [Ome], G. Zhou i S.
Zhou [Zho-Zho)], J. Wang, S. Zhou [Wan-Zho], O. Agratini [Agr2]. Autorzy tych prac
pokazali, ze problem definiowania i badania operatoréw obcigtych na przedziale
nieograniczonym jest nietrywialny. Na przyklad E. Omey w pracy [Ome] wykazal, ze

= oo, Autor pracy [Grd] wykazal, ze limS, ,(f;x)=f(x), feC,, qe N, xeR,.

w  przestrzeniach funkcyjnych z waga wykladnicza jes$li lim N\;_nx =M, to
n—oo n

. £ N
lim§, y(f;x)="F—= Je du, feC,, qeR,, xe R, (tzn. nie kazdy ciag operatoréw

N2m o
obcigtych {S",N f )}‘1” jest zbiezny punktowo do f). Warto podkresli¢, ze zagadnienia te

szerzej opisali L. Xie i T. Xie w pracy z 2008 roku [Xie-Xie].

Trzeci watek badan (dopiero rozwijanych) dotyczy operatoréw nieliniowych. Znaczny
wkiad w rozwéj tych badan ma m. in. C. Bardaro, I. Mantellini, L. Rempulska, A. Thiel
([Bar-Manl], [Rem-Thi]). Prowadzenie takich badan wymaga zazwyczaj stosowania bardziej
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subtelnych metod dowodowych, a wyniki tak uzyskane pozwalaja uzyska¢ dodatkowe
wnioski.

Oprécz wskazanych wyzej zagadnien punktowej i normowej zbieznosci operatordw
dyskretnych i calkowych istotnym watkiem badan jest aproksymacja w mocnym sensie.
Wiele publikacji z tego zakresu nawiazuje do badan L. Leindlera ([Lei]) i R. Taberskiego
([Tabl], [Tab2], [Tab3] ). Problematyka aproksymacji w mocnym sensie zajmowali si¢ m. in
nastgpujacy matematycy: W. Lenski, B. Szal, L. Rempulska, M. Gérzefiska, M. Le$niewicz,
M. Skorupka ([Lenl], [Len2], [Len3], [Len4], [LenS5], [Len-Tab], [Len-Szal], [Len-Sza2],
[GOr-Les-Rem], [Rem-Sko2], [Rem-Sko4]).

3. Omowienie glownych wynikow jednotematycznego cyklu publikacji

Mozna podkresli¢, ze prace tworzace wyrdznione nurty badan osiagnigcia o ktérym mowa
w art. 16 ust. 2 wskazanej ustawy, lacza nie tylko cele, ale i wybrane metody oraz techniki
dowodowe.

Z uwagi na przejrzystos$¢ i zwigzlos¢ prezentacji w tej czesci autoreferatu podane zostana
wybrane definicje, twierdzenia, wnioski i uwagi z wyr6znionych publikacji.

3.1. Klasy dodatnich operatoréw liniowych dajacych lepszy rzad
aproksymacji funkeji z wielomianowych przestrzeni wagowych

Celem moich badan bylo poprawienie wyzej wspomnianych wynikéw dotyczacych
aproksymacji funkcji dodatnimi operatorami liniowymi. W omawianym przeze mnie cyklu
publikacji zdefiniowane zostaly dodatnie operatory liniowe dajace lepszy rzad aproksymacji
funkeji z przestrzeni C, z waga wielomianowa w,. Ponadto twierdzenia dowodzone dla tak

definiowanych operatoréw dotycza aproksymacji globalnej, tzn. aproksymacji w metrykach
rozwazanych przestrzeni funkcyjnych.
W wielomianowych przestrzeniach wagowych, bazujac na rozwinigciu funkcji

1 ’—rz—lt—j teR

\C L) v
(%) gt,r)= /= :

L =0,

7!

re N, w szereg potggowy, zdefiniowano kilka klas operatoréw liniowych.
W pracy [H1] przeprowadzono badania nad klasa operatoréw liniowych wprowadzonych
nastgpujacq definicja.

Definicja 6. ([H1], Definition) Niech r€ N i pe N, bedq ustalonymi liczbami. Dla
Sunkcji fe C, okreslamy operatory

v ) 1 - (nx+1)2k k+r
An(f,r,x) a g((nx+1)2;r)kz=,; (k+r)! f(n(nx+1)]' x€ Ry, neN.

W pierwszej czgsci pracy wykazane s lematy, z ktérych wynika, ze operatory A, sa
dodatnimi operatorami liniowymi dzialajacymi z wielomianowe;j przestrzeni wagowej C,do
tej samej przestrzéni C,. Pragng nadmienié, Ze ostatnia wlasno$¢ nie jest oczywista

w wagowych przestrzeniach funkcyjnych (patrz Rozdziat 2.4 powyzej). Wigcej uwag na ten
temat podamy w dalszej czgséci autoreferatu.
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Celowos¢ wprowadzonej w rozprawie konstrukcji szczegdlnie wyraznie pokazuje
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1. ([H1], Theorem 2) Niech pe N, i re N bedq ustalonymi liczbami.
Wéwczas istnieje stata dodatnia M = M(p,r) taka, ze dla kazdej funkcji feC, z wagq

wielomianowq w, i ne N mamy

-1, SM@(f;cp;%).

Z powyzszego twierdzenia wyprowadzono wniosek.

Wniosék 1. ([H1], Corollary 2) Dia kazdej funkcji f € CL z wagq wielomianowq w,,

- o(l).

n
Uzupelnieniem powyzszego twierdzenia i wniosku jest nastepujace twierdzenie typu
Woronowskiej. ,

pe N, i re N mamy

Twierdzenie 2. ([H1], Theorem 3) Niech furkcja f € C; z ustalonym pe N, oraz niech
re N bedzie ustalonq liczbq. Wowczas dla kazdego x € R, mamy

Simn{d, (3739 - f(O}= £,

Warto zauwazyé, ze w pracy [HI1] (Remark 1) wprowadzono modyfikacj¢ typu
Kantorowicza operatoréw 4, przyjmuj ac nastepujaca definicje:
(k+14r) [(n(nx+1))
Z(”x“) nme+l) [ (Dt

gl( x+1) ) (k) [(n(ne+1)

An(f373%) =

Praca [H1] jest cytowana m.in. w [Bus-Mor], [Wa-Li-Xi], [Pal2], [P413] i [Hol].

Ten nurt badawczy byt kontynuowany w pracy [HS]. W pracy [HS5] badane byly
nastgpujace operatory liniowe.

Definicja 7. ([HS]) Niech pe N, bedzie ustalonq liczbq. Dla funkcji fe C, okreslamy
operatory

©o q k
A,,(f;r,q;x):=e‘("q"“yz(n kaly f{ : —IJ’ xeRy,ne N, qgeR,, reR,.
k=0 .

n? (n"x + 1)’

Operatory 4, sa dodatme liniowe, ograniczone i prowadzqz przestrzeni C, w C, (Lemma

3).
Twierdzenia udowodnione dla tak zdefiniowanych operatoréw dotycza réwniez aproksymacji
w metrykach rozwazanych przestrzeni funkcyjnych. Przytoczg teraz jedno z nich.
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Twierdzenie 3. ([HS], Theorem 3) Niech funkcja f € C’; z ustalonym pe N, oraz niech

r€ R,, g€ R, bedq ustalonymi liczbami. Wowczas istnieje stata dodatnia M = M(p,r) taka,
zedla ne N mamy

a1, <2,
P p P

W pracy [H5] wyprowadzono wniosek, ze rzqd aproksymacji funkcji fe CII, n-tym

operatorem A (f;r,q) jest postaci O(Lq) To oznacza, ze zamieszczonych w pracy
n

twierdzen aproksymacyjnych nie mozna uzyskaé jako wniosku z innych wynikéw, poniewaz
rzad zbieznosci ciagu {4,(f;7, q)}'l” do funkcji aproksymowanej f* nie zalezy od parametru r.
Precyzyjna forma powyzszej uwagi jest twierdzenie typu Woronowskiej orzekajace
w szezegolnodei, ze jezeli /€ C,,to

limn{4, (f;rL0) - F (D)} =1 ().
W [HS] zauwazono takze, ze analogiczne wlasnosci aproksymacyjne maja otrzymane na
podstawie Definicji 7 klasy operatoréw typu Kantorowicza i Durrmeyera.

Pragne nadmienié, ze praca [H5] cytowana jest przez C. Bardaro i I. Mantellini w pracy [Bar-
Manl] oraz A. Holhosa w streszczeniu gtéwnych tez jego pracy doktorskiej [Hol].

Wyzej podane twierdzenia pokazuja, ze otrzymane rezultaty sa istotnie lepsze od
wigkszoéci poprzednio opisanych (patrz Rozdziat 2.4 powyzej), poniewaz rzad aproksymacji
funkcji z przestrzeni C, z waga wielomianowg operatorami 4, jest lepszy od rzedu
aproksymacji tej funkcji operatorami rozwazanymi np. w pracach [Bec], [Dum-Oza), [Oza-
Dum], [Herzl], [Herz2], [Sko], [Finl], [Fin2] i [Rem-Gra].

Opisane wyzej metody konstruowania operatoréw liniowych zostaly zastosowane w kilku
opublikowanych pézniej pracach, czego $wiadectwem sg prace [Ciu5], [Wal8], [Wal9]
i szereg innych. ‘

3.2. Uogoélnienia operatorow liniowych i nieliniowych dla funkcji
wielokrotnie rézniczkowalnych w przestrzeniach z wielomianowg
funkcja wagowg '

Wéréd wielu definicji operatoréw liniowych wprowadz'onych w ostatnich latach, warto
wyréznié takie konstrukcje, ktére dla funkcji wielokrotnie rézniczkowalnych daja istotnie
lepszy rzad aproksymacji. Tym zagadnieniom po$wigcone sa prace [H2], [H4], [H6], [H8]
i [H9].

Poniewaz badania prowadzone w pracach [H8] i [H9] sa wielowatkowe, dbajac
o przejrzysto$¢ prezentacji, prace te zostana omdwione na koncu Rozdziatlu 3.3.

Wazne ze wzgledu na pdZniejsze zastosowania idei i metod dowodowych byty badania
w pracy [H2], ktéra dotyczy uogdlnienia klasycznego operatora Baskakowa V), (patrz
Rozdzial 2.4 powyzej) oraz [H4], poswigconej operatorom bazujacym na rozwinigciu w
szereg potegowy funkcji g(z;r) (patrz Rozdzial 3.1 powyzej).

Wiasnoéci aproksymacyjne operatoréw Baskakowa znane sa w literaturze od wielu lat.
W szczegdlnoéci z opublikowanych twierdzefi wynika ([Bec]), ze rzad aproksymacji funkcji
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feC,, r=2, operatorami V, jest postaci O(l) W naturalny spos6b podjgto badania nad
n

modyfikacja operatora Baskakowa, ktora zapewniataby istotng zmiane rzedu aproksymacji
funkcji przy zmianie jej wlasno$ci rozmczkowych Zagadnienie to rozwiazano przyjmujac
nastgpujaca definicjg.

E Definicja 8. ([H2], Definition) Niech pe N bedzie ustalonq liczbq. Dla funkcji f€ B,

wprowadzamy operatory

)
L(f;p;x)= Z(" lk”_‘)x’f(ux)*"—kf n "/ . xeR,,neN.

70 .

W pierwszej czeSci pracy zamieszczony jest lemat z ktérego wynika, ze operatory L, sa
ograniczone na przestrzeni B,. Nastepnie znajdujemy twierdzenia o rzedach aproksymacji
funkcji f'e B, operatorami L,.

Twierdzenie 4. ([H2], Theorem 1) Niech funkcja fe€ B,,, z ustalonym pe N,.
Wéwczas istnieje stata dodatnia M = M(p) taka, ze dla x€ Ry i ne N mamy

S—A%(l+x)a)1(f(2"“);co;l).
n n

Twierdzenie 5. ([H2], Theorem 2) Niech funkcja f€ B,,,, z ustalonym pe N,.
Wowczas istnieje stata dodatnia M = M (p) taka Ze

M | er)|  pe N

2 p+2 p+1 o’

Praca [H2] jest cytowana przez J. Wanga ([Wan])).
Ten watek badawczy byt kontynuowany w pracy [Wal-Gup2].

W pracy [H4] zbadano wiasnosci aproksymacyjne nastgpujacej klasy operatorow.

Definicja 9. ([H4], Definition) Niech p,re N i s€ R, bedq ustalonymi liczbami. Dla
funkcji f€ B, definiujemy operatory

) ,
1 i (nx) Zf (n )(x—ktrjj, xe R, ne N,

L,(f;p:r;8;%) = —— .
g(n x; r) o (k+n)l's J! n
gdzie g(-;) jest funkcjq okreslong wzorem (5).

Z przedstawionych w publikacji twierdzen ([H4], Theorem 1 i Theorem 2)
wydedukowano m.in.

Whiosek 2. ((H4], Corollary) Dla kazdej funkcji f e B,, pe N, zachodzi
lim"Ln(f;p,r,s)—f”p =0,reNiseR,.
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Mozna zauwazy¢, ze C. Mortici cytuje prace [H4] w pracy z 2009 roku [Mor].

Prace poswigcone operatorom BBH stanowia wazna czg$¢ publikowanych wynikéw
dotyczacych aproksymacji funkcji operatorami liniowymi.
W 2010 roku w pracy [Abe-Iva2] U. Abel i M. Ivan zebrali rezultaty zwigzane z tymi
operatorami z lat 1980-2009 cytujac m.in. prace [H6].

W pracy [H6] wprowadzone zostaly zmodyﬁkowane operatory BBH

(1) ) ; '
E(f;p;x)=1+x)" Z[ }( n k+1 (x— k ), xXeR,, ne N, pe N,

o n—k+1
dla funkcji fe Cj.
Zauwazmy najpierw, ze F,(f;0;x)=L"(f;x), tzn. wprowadzona definicja obejmuje

przypadek klasycznych operatoréw BBH.
Ponizej podamy twierdzenie z ktérego wynika, ze rzad aproksymacji funkcji p -krotnie

rézniczkowalnych f e C} operatorami F, zalezyod p.

. Twierdzenie 6. ([H6], Theorem 1) Niech pe N bedzie ustalonq liczbq. Wowczas dla
kazdej funkcji f € Cy mamy
F,(fipix)- f@) =o(n™"?), xe Ry, n—>eo.

Oczywiscie dla p >2 rzad aproksymacji funkcji p -krotnie rézniczkowalnych operatorami
F. jest lepszy od rzedu aproksymacji tej funkcji operatorami L' wykazanego w pracy U.
Abela [Abel]. Wykazane w pracy [H6] twierdzenie typu Woronowskiej jest rozszerzeniem
wyniku uzyskanego przez V. Totika ([Tot3]).

Twierdzenie 7. (H6], Theorem 2) Dla kazdej funkcji f € C**, pe N, mamy

. 1) £ I -2 x)
F.(f;p:x)— f(x)= (1! +
N (__1)11 (p + 1)f(p+2) (x)L[nl] ((t _x)p+2;x) " o(n_l_p/z)’ 17— o0,
(p+2)!

Inna korzy$¢ z zaproponowanych przeze mnie definicji to mozliwo$¢ zastosowania tej metody
badawczej do modyfikowania innych znanych z literatury dodatnich operatoréw liniowych.
Swiadectwem tego jest praca [Wal-Moh], powstala przy wspétpracy z R. N. Mohapatra,
po$wigcona dwuwymiarowej wersji operatoréw wprowadzonych w pracy [H2]. Idee i metody
dowodowe z pracy [Wal-Moh] m. in. zaowocowaly podobnymi badaniami w [Ser-Ibi].

3.3. Konstrukcje liniowych i nieliniowych operatoréw obcigtych w
przestrzeniach funkcyjnych z waga wielomianowg

Ogo6lna motywacja do prowadzenia badah w tym zakresie wskazana zostala w Rozdziale 2.4

(patrz badania dotyczqgce bledow obcigcia).
Prace [Xie-Xie], [Ome], [Zho-Zho] i [Wan-Zho], pokazuja, ze problem jest nietrywialny.
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Pragne¢ podkresli¢, ze praca [H3] powstata tylko pod wplywem publikacji [Bec], [Dev-
Lor], [Rem-Wall], [Wall1] i [H1], tzn. niezaleznie od definicji operatoréw BBH.
Moje badania prowadzone w pracy [H3] bazujace na réwnosci

(1+t2)' =Zn:[]’:}2k, teR,, ne N,
k=0

zaowocowaly przyjeciem nastgpujacej definicji.

Definicja 10. ([H3], Definition) Niech p € N, bedzie ustalonq liczbq. Dla funkcji f € C,
okreSlamy operatory

CL(f0)= [ ) et P f{k”(x*”l) J xeR,, ne N.
x+n k=0

nx+n

W pierwszej czgsei pracy [H3] zamieszczony jest lemat, z ktérego wynika, ze operatory
L, sa dodatnie, liniowe, ograniczone i prowadza z przestrzeni C, w C,. Gloéwna czgscia
pracy sa twierdzenia aproksymacyjne. Wykazano m. in. nastgpujace '

Twierdzenie 8. ([H3], Theorem 2) Niech w, bedzie wagq wielomianowq z ustalonym

pE€ N,. Wowczas istnieje stata dodatnia M = M(p) taka, ze dla funkcji f e C, mamy

”Ln(f)-pr SM@[f;CP;%), ne N.

Nadmieniam, ze W ostatniej czqsm pracy odnajdujemy twierdzenie typu WOI‘OIIOWSle_],
méwiace o tym, ze jezeli f e C

limn{Z, (f;x)—f(x)}=f'(x)%f"(x);

Praca [H3] zainspirowata mnie do dalszych badan naukowych W'tym obszarze.
Rozdziaty 1. Introduction i 2. Approximation of the function of one variable pracy [H7]
poswigcone sa aproksymacji funkcji jednej zmiennej nastepujacymi klasami operatoréw

obcigtych:
n+adl(p 1+ k
A,(fiax)= Y (" ’ )x"(1+x)-"~"f(5),
n

k=0
gdzie ciag liczb dodatnich (a, )f’ spetnia warunek lim«/;an =oco Oraz [n(x+an )] oznacza

n—yeo
czgs¢ catkowita n(x+a,).
Podstawowe wlasnosci operatorow A4, w przestrzeniach funkcyjnych z waga
wielomianowg podaje nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 9. ([H7], Theorem 3) Niech pe N bedzie ustalonq liczbq. Wowczas dla
Junkgji feC,
lim{4,(f;a,;%)- f(x)}=0, xe R,,

a zbieznos¢ ta jest jednostajna w kazdym przedziale (xl,x2>, x,>x20.
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W pracy [H7] podajemy takze, nie wchodzace do osiagniecia o ktérym mowa w art. 16 ust. 2
wskazanej ustawy, rozszerzenie tego wyniku na przypadek funkcji dwéch zmiennych
z wielomianowych przestrzeni wagowych C,,- Praca cytowana jest przez V. Gupta i R.

Yadav ([Gup-Yad]). .
Wyniki pracy [H7] otrzymano niezaleznie o podobnych rezultatéw z prac [Wan-Zho]

i[Agr2].

Ten watek badawczy rozwija praca [H9], gdzie zbadane =zostaly wiasnoéci
aproksymacyjne operatoréw wprowadzonych wzorem

[n(x+a,,)]( kp f (j)(k) jAY
nx Z nx) Z n (x__) )

per SR 4 M S 1 n

B,(f;a,;p3x)=e"

Warto podkresli¢, ze badania w pracy [H9] zakonczono wskazaniem szczeg6lnych klas
operatoréw obcigtych

X
i Kl j=0 . J! k n

) ¢ f(j)(ﬁ) ;
C,(fipsx)memy P g An ( —5).
Zauwazmy, ze

C,(fs %)= B,(f1-x p;x),
dla xe (0,1) i ne N.

Chciatbym zaznaczy¢, ze zastosowane w pracy [H9] metody dowodowe moga dostarczyé
informacji o szybkosci zbieznoéci do danej funkcji ciggu operatoréw ja aproksymujacych.
W pracy [H9] wyprowadzono wniosek, ze rzad aproksymacji funkcji fe B, n-tym

1 : . .
. To oznacza, Ze otrzymane zostaly istotnie

operatorem B, (f;a,;p) jest postaci O(n" >

lepsze rzgdy aproksymacji dla operatoréw obcietych (patrz np. [Leh]).
Nadmieniam, ze A. Holhog w [Hol] cytuje prace [H9].

Ten nurt badan byt kontynuoWany w pracy wspotautorskiej [H10]. Praca rozwigzuje
problem postawiony w 2002 roku przez M. Herzog [Herz2]. Problem dotyczyt operatoréw
okreslonych wzorem

2k+v

nx

1 N (7) %
I,(nx) i T(k+DI(k +v + l)f( n ) ’

gdzie (N (n)) jest pewnym ciagiem liczbowym, I,, ve R,, zmodyfikowana funkcja Bessela

pierwszego rodzaju okreslong wzorem :

I t2k+v
()= .
@ kz(; 2Rk +v +1)

W pracy [H10], powstalej przy wspéipracy z R. N. Mohapatra, podane sa twierdzenia
aproksymacyjne dotyczace punktowej zbieznosci wprowadzonych klas operatoréw liniowych:

1 [n(x+a,)] (nx)2k+v 2 k
Z 2+ f (_): x>0,

B.(fivia;x)=31,(mx) o 2*VET(k+v+1)

f(0), x=0,

17



2k

1 InGta) (nx)2k+v if(l')( ; )(

J
. e yge . — e , >O,
En(f)p)vyan,x)- [V(nx) pr 22k+vk!1"(k+v+1)j=0 j! kx n) x
f(0), x=0,

gdzie (a, )T jest ciagiem liczb dodatnich spetniajacym warunek lim \/;an = oo,
Praca [H10] cytowana jest przez C. Atakut i I. Biiyiikyazici ([Ata-Biiy]).
W pracy [HS8] przeproWadzono badania ogélniejsze, dotyczace nie tylko watkow

badawczych opisanych juz w Rozdziatach 3.2 i 3.3, ale i nowego obszaru badanh zwiazanego
z operatorami nieliniowymi. “

W wielomianowych przestrzeniach wagowych C, i D, wprowadzamy klasy. operatoréw
dyskretnych przyjmujac nastepujaca definicje.

Definicja 11. ([H8)) Niech dany bedzie zbior macierzy
Q= {A =[a, (x)]nE e, - G (¥) € Co,x € Ry [ 0 wlasnosciach:

(l) ank (x) 2 0’
(ll) iank (x) =1 ’
k=0

(iii) dla pe N, szereg Zk" a,,(x) jest jednostajnie zbiezny na R, i jego suma jest
k=0

funkcjq z przestrzeni C, z wagq wielomianowq w,,
(iv) dla pe N istnieje stala dodatnia M= M(p,A) taka, ze funkcja

oo p
T,,(4x)=)a, (x)[lc— - x) spelnia warunki
k=0 n
];,Zp (Aa) 2p

Ponadto niech dane bedq dwa ciagi liczb dodatnich (b, )T ilc, )T o wlasnosciach limb, = o,

<Mn®, T,(4x)=0.

lim«/;cn = oo. Ponadto niech Ae Q iniech r€ N bedzie ustalonq liczbq.

n—yoo
Wéwczas definiujemy operatory
[n(xtc,)]

S,(fiF, s dic,ix)= ), an,;(x)Fn,r(f(%D, feC,, pe N,

k=0
[n(a+e,)] f(j)(k) j '
Sn,p(f;F;z,r;A;cn;x):: Z ank(x)Fn,r i_—'n(x_k) ’ fE Dp: PE N,
k=0 PR n

x€R,, ne N, gdzie (FM )T Jest ciqgiem funkcji ciqglych na R spetniajqcym warunek
M(r)

sup w, QxHFw (x)- x| < , Z wagq wielomianowq w, .
xR

n
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Warto zauwazyé, ze wprowadzone definicje obejmuja takze przypadek operatoréw
nieliniowych. W literaturze, zgodnie z wiedza autora, jest niewiele publikacji na ten temat.
Prowadzone badania zaowocowaly uzyskaniem kilku twierdzeh aproksymacyjnych. Dwa
z nich pragng wyrdznié.

- Twierdzenie 10. ([H8], Theorem 4) Niech spetnione bedq zatozenia Definicji 11.
Wowczas istnieje stata dodatnia M = M(p,r,A) taka, ze dla kazdej funkcji fe C, z wagq
wielomianowq w,, p€ N,i x€ R, mamy

(fF,,,,Ac ¥ f(x)‘SM{ 1/2(1+x +1]+ 1 +wz(f x:/_zl)}.
n? cn b

n

Twierdzenie 11. ([H8], Theorem 5) Niech spetnione bedq zalozenia powyiszego
twierdzenia i nmiech pe N bedzie ustalona liczbq. Wtedy istnieje stata dodatnia

M = M(p,r,A) taka, ze dla kazdej funkcji fe D, i xe R, zachodzi nieréwnos¢

1+x? 1

1 x+1
Sn,P(f Eir’Ac X f(x)’<M{ plch b—+_n—ma)l(f(p);co;n1/2 )}

W, (2)

Kofczac rozwazania dotyczace wybranych wynikéw jednotematycznego cyklu publikacji
chciatbym zaznaczyé, ze definicje i twierdzenia aproksymacyjne zamieszczone w [HS]
obejmuja wyniki podane w [Bec], [Grd], [Leh] i wielu innych pracach.

k
Na przyklad, gdy 4=afl )]y ,cp » gdziead (x) =™ (—”]’3— i F, (x)=x dla xe Ry, t0

operator S, staje si¢ operatorem wprowadzonym w pracy [Leh].

Warto podkresli¢, ze ciagi (b,)] i (c,); mozna tak dobra¢, ze rzad aproksymacji funkcji

n

z przestrzeni z waga wielomianowa operatorami S, , bedzie lepszy od rzgdu aproksymacji tej
funkcji otrzymanego dla klasycznych operatoréw.

4. Oméwienie pozostalego dorobku naukowego

Prace z Rozdzialu 3 zainspirowaty mnie do dalszych badan naukowych w tym obszarze.
Chciatbym zaznaczy¢, ze cze$¢ badan po$wiecam aproksymacji funkcji dwoch zmiennych.
Badajac aproksymacje funkcji wielu zmiennych operatorami liniowymi z reguty napotykamy
- na nowe frudnosci nie majace analogii z przypadkiem jednowymiarowym. W zwiazku z tym
jest znacznie mniej publikacji na ten temat.

W pracy [Wall4] podajemy rozszerzenie wynikéw [H1] na przypadek funkcji dwoch
‘zmiennych z wielomianowych przestrzeni wagowych.

Definicja 12. ([Wall4], Definition 1) Niech p,gqe N, , r,se N i o€ R, bedq
ustalonymi liczbami. Dla funkcji f € C,, definiujemy operatory

1
A V8,00 %, =
m,n(f 4 S- X )") ((max+1)2’r)g((na’y+1)2’S)
xii m*x+1)* (n*y+1)* 5 j+r k+s (t.3)e B, mne N
=0 k=0 _]+r)! (k'l‘S)! m (m x+1) n (n y+1) ’ ’y 0 7 s .
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Podam teraz dwa twierdzenia o rzgdach aproksymacji funkcji /'€ C,, operatorami 4, ,.

Twierdzenie 12. ((Wall4], Theorem 1) Niech funkcja f € C;’q z ustalonymi p,q € Nj.
Wowczas istnieje stata dodatnia M = M(p,q,r,s) taka, ze

[y (F37 5500 - 7], < M{#follm +ni,,|| fy.”p’q}, aeR,, mnr,seN.

Twierdzenie 13. ((Wall4], Theorem 2) Jezeli funkcja f € C,, z ustalonymi p,q € N,, to
istnieje stata dodatnia M = M(p,q,r,s) taka, Ze

|40 (fir.5500= 1], < Mw{f c,,q;ia,laj
m® n
dla oce R, i m,n,r,se N. ‘
Praca [Rem-Wal6], powstala przy wspétpracy z L. Rempulska, rozwija powyzszy nurt
badafi. W swojej prezentacji ograniczg si¢ tylko do drugiej cz¢éci pracy [Rem-Wal6] tzn. II.
Approximation of functions of two variables, poniewaz jestem jej autorem.

Rozpatrywana bedzie teraz aproksymacja funkcji dwodch zmiennych z wielomianowych
przestrzeni wagowych C,  wprowadzonymi operatorami:

Nwa—ZZa(%()(” %}

=0 k=0 mxm nyn
L{”(f”)‘Z;gb( ) (5 )(2’51 2:;1)’
Brin= 3o bt 22 21),

(x,y)e R?, m,ne N, gdzie
x,=mx+1, y, =ny+1,
2i 2i+l

a,(t) = L ! -, b(1)= .1 t. ;

coshz (2i)! sinh# (2i +1)!

Z udowodnionych w pracy [Rem-Wal6] lematéw wyprowadzono wniosek, ze h23)

m,n >

teR,,ieN,.

i=123,
sq dobrze okreslone na wielomianowej przestrzeni wagowej C,, oraz, ze s to dodatnie
operatory liniowe dziatajace z przestrzeni C,, do tej samej przestrzeni C, . Ponadto
wykazane sa twierdzenia o rzgdach aproksymacji funkcji f € C,  operatorami L{} i=123

mnn

oraz twierdzenie typu Woronowskiej.

Twierdzenie 14. ([Rem-Wal6], Theorem 4) Niech funkcja fe C;,q z ustalonymi
D,q€ N, oraz niech i=123. Wéwczas istnieje stata dodatnia M = M(p,q) taka, ze dla

1
g +;“fpr,q}'

m,ne N mamy

8,04 SM{I /,
g m
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Twierdzenie 15. ([Rem-Wal6], Theorem 5) Jezeli funkcja fe C,, z ustalonymi
D9 € N,, to istnieje stata dodatnia M = M(p,q) taka, ze

-, <Mw1(f pq,l,l)

n
dlai=123 oraz m,ne N.

Twierdzenie 16. ([Rem-Wal6], Theorem 6) Niech funkcja feC,, z ustalonymi
p>q € N,. Ponadto niech i =1,2,3. Wowczas
limn{Zl),(/3%,2) — (6.0} = £,G6 )+ £,(5.9).

w kazdym punkcie (x,y)e R?.

Wyzej podane twierdzenia pokazuja, ze rzad aproksymacji funkcji z przestrzeni C,,
z waga wielomianows operatorami 4,, n,LE; > =123, jest lepszy od rzedu aproksymacji tej
funkcji klasycznymi operatorami liniowymi.

Z kolei praca [Wall5] poswigcona jest m. in. aproksymacji funkcji dwoch zmiennych
nastepujacymi klasami operatoréw obcigtych: :

Bm,n (f;r’s;am’bn;x’y) =

1 [m(x+a,))ln(y+6,)] (mx)’ ()" ( j+f k+sj
n 2

gimx;r)gny;s) = w0 (J+r)l(k+s)! ’

gdzie g(;) jest funkcja okre§lona wzorem (5), a ciagi liczb dodatnich (a,, )} i (5,); spelniaja
warunki llmx/_a =<>o111m\/_b =00,

=300

Pragne teraz wyr6zni¢ konstrukcje operatora wprowadzona i zbadang w pracy [Wallg].
W autorskiej pracy [Wall8] badane sa dwuwymiarowe odpowiedniki operatorow F, (patrz

Rozdziat 3.3). Operatory te wprowadzono nast¢pujaca definicja.

Definicja 13. ([Wall8], Definition 1) Niech dana bedzie przestrzen C{,, p€ N,. Dla
SJunkcji f € CJ, definiujemy operatory

Aeferreia)
L2(f; psx, ) = ((1+x)1+y) “”ZZ( )( }J ki n- J+1 n—k+1

=0 k=0

gdzie (x,y)e R}, ne N i

d'fls,t) = Z( )af(St)( —s) M1

ox"* oyt

Celem tej pracy byto pokazanie, ze operatory I maja wlasnosci analogiczne jak F, tzn.
BAf;pay) - fy) =oli™?),  (x)eRl, n—re.
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Chcialbym nadmienié, ze prace dotyczace aproksymacji funkcji dwoch zmiennych
pewnymi operatorami liniowymi, ktérych jestem autorem lub wspétautorem, cytowane sa m.
in. w [Ta-Ol-Ba], [Mur], [Isp-Ata], [Mam], [Herz2], [Hol], [Now-Sik], [Son-Yan-Ye] i [Ser-
Ibi].

Mozna zauwazyé, ze w moim dorobku znajduja si¢ ponadto inne prace autorskie lub
wspbtautorskie, w ktérych badania koncentrowaly si¢ na opisanych w poprzednim rozdziale
watkach aproksymacji funkcji z wielomianowych przestrzeni wagowych operatorami
linjowymi (m. in. [Rem-Wal2], [Rem-Wal5], [Wal4], [Wall3], [Wall6], [Wall7], [Wal-
Gupl1]).

Uzupelnieniem oméwionych wyzej zagadnien dotyczacych punktowej i normowe;
zbieznosci w wielomianowych przestrzeniach wagowych jest aproksymacja w mocnym sensie
nawiazujaca do badaf matematykéw L. Leindlera, W. Lenskiego, L. Rempulskiej. R.
Taberskiego. Zagadnienie to opisano i rozwiazano w pracy wspolautorskiej [Rem-Walg].
W pracy wprowadzono i zbadano m. in. nastgpujace mocne réznice rzedu ge R, dla

operatordw typu Szésza-Mirakjana i Baskakowa
Fr(ﬁ,x)—ﬂx)
n

rorU) , k -1+k
gde £, (e0)=3 - j.(t)(x—of, ay(@)=e™ —(";f') , aii}(x>=(n k+ J’C"(Hx)—"-",

q 1/q
} ,feC,,re Ny, ne N, xe Ry, i=12,

HI (f;x) = {Z (%)

Jj=0
t,xe R,.

Inny obszar moich zainteresowafi naukowych jest $ci$le zwigzany z badaniami
prowadzonymi przez wiele lat w Poznaniu przez L. Rempulska. Ten nurt badawczy dotyczy
aproksymacji punktowej i aproksymacji w metrykach wyktadniczych przestrzeni wagowych.
Celem prac [Rem-Wall] i [Wal3] byla taka modyfikacja klasycznych operatorow Szasza-
Mirakjana S,, by te zmodyfikowane operatory byly operatorami dziatajacymi z danej
przestrzeni C, z waga wykladnicza do tej samej przestrzeni C,. Drugim celem bylo
wykazanie, ze zasadnicze wiasnoéci tak zmodyfikowanych operatoréw w wyktadniczych
przestrzeniach C, sa podobne do wiasnoéci operatorow S, W wielomianowych
przestrzeniach C,.

Praca [Rem-Wall] jest cytowana m.in. przez C. Bardaro i I. Mantellini [Bar-Man2], [Bar-
Man3], A. Ciupa [Ciu2], [Ciud4] i A. Holhos [Hol]. Metoda modyfikacji operatorow
wprowadzona w [Wal3] wykorzystana zostata m.in. w pracach [Ciu6], [Ciu7] i [Now-Sik].
Na uwage zashuguja klasy operatoréw liniowych wprowadzonych i zbadanych w pracy
[Wall] . Podobnie jak dla klasycznych operatoréw Szésza-Mirakjana, 4, (patrz Rozdziat 3.1,

Definicja 6) nie dziata z przestrzeni C, z waga wyktadnicza v, do tej samej przestrzeni C_,
poniewaz 1/v, € C,, ale An(l/vq Je C,.

Mozna pokazaé, Ze A, sa operatorami z wykltadniczej przestrzeni wagowej C, do
wyktadniczej przestrzeni wagowej C, z r>g>0 (C, cC,) i pod warunkiem, ze n jest

dostatecznie duza liczba naturalna. W zwiazku z tymi niekorzystnymi wiasno$ciami
operatoréw A, w pracy [Wall] postawiono pytanie: jaka modyfikacja operatora 4, implikuje

jego dziatanie z przestrzeni C, z waga wykladnicza v, do tej samej przestrzeni C, dla

kazdego ne N ? Metoda zastosowana w modyfikacji operatora A4, jest rozwinigciem metody
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zastosowanej w przypadku klasycznych operatoréw Szasza-Mirakjana. Przedstawione przeze
mnie zmodyfikowane operatory A" ([Wall], Definition)

A (fix)y = S D K,
gl +1%7) G (k+r) 7\ n(ax+1)+2g
dziatajace z przestrzeni C,, z waga wykladnicza v, do tej samej przestrzeni C,,, maja

zasadnicze wilasnoséci aproksymacyjne podobne do wilasnosci klasycznych operatorow A4,
w wielomianowych przestrzeniach wagowych C,, tzn. 1zad aproksymacji funkcji
z przestrzeni C,, operatorami 4" jest lepszy od rzedu aproksymacji tej funkcji operatorami

badanymi m.in. w pracach [Herz2], [Rem-Wall], [Ciu4].
Dowodzi tego nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 17. ([(Wall], Theorem 1) Niech Czlq,, g€ R,, bedzie wyktadniczq

przestrzeniq wagowq i niech v€ N. Wowczas dla funkcji fe C;q istnieje stala dodatnia
M = M(q,r) taka, ze

/1

2g°

A (f)— f”zq s%

W pracy [Wal2] badamy dwuwymiarowe odpowiedniki operatorow 4" .

Jak juz wspomniatem, opisane wyzej metody konstruowania operatoréw liniowych
zastosowane zostaly w opublikowanych p6zniej pracach. Praca [Wal7] cytowana m.in. w
[Bus-Mor] i [Mur] rozwija wynik [Wall].

Wybranym zagadnieniom aproksymacji funkcji w tych przestrzeniach poswigcone sa m. in.
nastepujace prace autorskie lub wspdtautorskie: [Rem-Sko-Wal], [Wal5], [Wal6], [Wal9],
[Wall0]. ‘

Przestrzefi funkcji calkowalnych z p -ta potega stanowi istotna klase funkcji w réznych
dziatach analizy. To skierowalo mnie na kolejny watek badawczy dotyczacy aproksymacji
funkcji catkowalnych w sensie Lebesgue’a i aproksymacji funkcji 27 -okresowych. Pracujac
w Zakltadzie Analizy Matematycznej Politechniki Poznanskiej intensywnie poszerzatem
wiedz¢ 1 badania dotyczace operatoréw calkowych w przestrzeniach funkcyjnych i ich
zastosowan. Uzyskane wyniki badafi zostaly opublikowane w kilku autorskich lub
wspotautorskich artykutach. Dla przyktadu w pracy wspétautorskiej [Rem-Wal4] badano
aproksymacyjne wtasnosci operatoréw catkowych typu

4,(f)= [fO0,¢-x)dt, felf,1<p<c, rel=[ab)c R, xeR,
gdzie ® ={®, : e I} jest rodzing funkcji z przestrzeni L, o wlasno$ciach:
[o.(dt=1, rer,

F3

J

7T

<I>r(t)|dt < M(®), M(®)=const.>0 niezaleznaod r, rel.
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W swoich badaniach operatoréw calkowych nie ograniczatem si¢ tylko do aproksymacji
funkcy 27 -okresowych. Swiadcza o tym m. in. prace [Rem-Wal7] i [Wal3] poswigcone sq
innym operatorom catkowym.

W pracy [Rem-Wal7] uogélniono catki singulame Picarda

P(fix)=—- jf(x+t)exp[ W

i Gaussa-Weierstrassa -
1 £
W(fx)y=—— x+t)exp| —— dt,
)= 10 p( 4r]d
fel’, xeR, reR,.

Praca [Wal3] zawiera wyniki dotyczace operatoréw typu Kantorowicza
k (k+1) /b,

T.(f;a,,b,;x)=b, —“Z( jf(t)dt,feLP,
k! kib,
gdzie (a,), (b,) saciagami liczbowymi o whasnosciach:
(1) podane ciagi sa rosnace i nieograniczone oraz b, 2 a, 21,

a 1
i 2 Q=0 — |, gdy n > oo.
(ii) 5 ({b,,] gdy n

n

Podam teraz wybrane dwa twierdzenia o zbieznosci ciagu operatoréw (Tn (f;a,,b, ;-))T

dla fe I(Ry), p=1.

Twierdzenie 18. ((Wal3], Theorem 8) Niech fe L'(R,) i niech F bedzie funkcjq

okreSlong wzorem ‘
F(x) = }f(t)dt, X€ R,.
0
Wéwczas
im7, (f3a,,6,5%) = ()
w kazdym punkcie x € Ry, w ktérym |

F'(x)= f(x).

Zatem zbieznos¢ zachodzi prawie wszedzie na R, .

Twierdzenie 19. ({Wal3], Theorem 9) Niech funkcja fe L*(R,), przy pewnym p>1.

Wéwcezas

>n?~n

oo l/p
gdzie |f], :=( | f(x)|pdx) .
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Z kolei badania w pracy autorskiej [Wal12] koncentrowaty si¢ na operatorach catkowych
typu Bernsteina-Durrmeyera

n 1 ro £ .
M, (320 = 00D 2,y [,y O3 TP -0y
Poi(X) = (ijk (1-x)"*,0<k<n, xe [O,i].

W pracy [Wall2] udowodniono m. in. nastgpujace twierdzenie typu Woronowskiej.

Twierdzenie 20. ((Wall2], Theorem 2) Zatézmy, ze fe C[f{“f] z ustalonym pe N,.

Wiedy dla kazdego x € [0,1] mamy
() f M, o0 - )™ )
M x)— f(x) = = +
we (F3%) = f (%) D!

_1 r (r+2) _ r+2, v

SOV DS @M (-0 ) 1
(r+2)! n1+r/2

Oprécz oméwionych wyzej zagadnien celem moich rozwazan naukowych bylo
rozszerzenie znanych wynikéw na inne przestrzenie funkcyjne np. przestrzenie HOldera
([Rem-Wal3]).

Planuje badania w zakresie sumowalnosci szeregdw liczbowych oraz zbiezno$ci szeregdéw
Fouriera. Bede dazyt takze do rozwinigcia problematyki aproksymacji w mocnym sensie
i aproksymacji na ptaszczyznie zespolone;.

Aktualnie analizuje problemy minimalnych projekcji. Mam nadziejg, Ze ten watek
badawczy, intensywnie rozwijany w réznych osrodkach naukowych, zaowocuje
interesujacymi wynikami w przyszlosci. '
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