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CZESC PIERWSZA
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Omodéwienie rozprawy

Wstep

Pierwsze badania operatoréw lokalnie okre$lonych (ze wzgledu na miare) poja-
wity sie w kontekécie wlasnosci operatoréw Niemyckiego i skupione byly gléwnie na
operatorach przeksztalcajacych przestrzenie funkcji mierzalnych lub catkowalnych w
siebie. Operator przeksztalcajacy pewng klase funkcji G okre$lonych na przestrzeni
z miarg (£, 2, 1) w klase funkcji H okreélonych na tej samej przestrzeni nazywamy
miarowo lokalnie (u-lokalnie) okre§lonym, jezeli z réwnosci (u-prawie wszedzie) fun-
kcji z klasy G na podzbiorach mierzalnych wynika réwnos¢ (p-prawie wszedzie)
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obrazéw operatora na tych zbiorach. Kazdy operator Niemyckiego (zwany takze
operatorem ztozenia lub superpozycji) H : G — H generowany przez funkcje dwéch
zmiennych h nastepujgco:

H(p)(z) = h(z,p(2)), ¢€6G, z€X,

jest operatorem lokalnie okreslonym.

Pojawilo sie wiele prac po$wieconych warunkom, przy ktérych lokalna okreslonos¢
charakteryzuje operator Niemyckiego (np. K. Kartak [19, 20], W. Kozlowski [21],
R. Randriananja [45], 1.V. Shragin [51-53], I. Vrko¢ [58], S. Yamamuro [60], takze
J. Appell, P.P. Zabrejko [3]). Stosujac hipoteze continuum dowodzi sie [3], ze ope-
rator Niemyckiego jest jedynym operatorem lokalnie okreslonym przeksztalcajacym
klase funkcji mierzalnych okreslonych na przestrzeni z miarg o$rodkowa w siebie.
Dotychczas nie wiadomo, czy pojecie operatora miarowo lokalnie okreslonego jest
pojeciem szerszym od pojecia operatora Niemyckiego.

L. V. Shragin [51] podat warunki, przy spenieniu ktérych klasa miarowo lokalnie
okreélonych operatoréw przeksztalca przestrzenie funkcji mierzalnych w siebie. Po-
nadto, sformulowal kryteria ciaglosci takich operatoréw wzgledem réznych typéw
zbieznoéci [53]. Wyniki te stanowily rozszerzenie wczesniejszych rezultatéw otrzy-
manych dla operator6w Niemyckiego dziatajacych w przestrzeniach LP (M. M. Vajn-
berg [57]).

7. Grande oraz J. S. Lipinski [16] skonstruowali funkcje niemierzalng zwang
"Polish monster" generujaca operator Niemyckiego (a wiec takze lokalnie okreslony)
przeksztalcajacy przestrzenie funkcji mierzalnych w siebie (patrz takze G. Buttazo,
G. Dal Maso [9)).

Autorzy prac [1, 2] zajmowali sie pewnymi wilasnoSciami operatoréw lokalnie
okreslonych K, ktére sprowadzaly sie do postaci multiplikatywnej K (p) =a-pdla
pewnej funkcji mierzalnej c.

Nalezy takze wspomnieé, ze z pojeciem operatora miarowo lokalnie okres$lonego
4cidle zwiazane jest pojecie operatora Caratheodory’ego (K. Kartak [19, 20]), ktoére
pojawilo si¢ w pracach dotyczacych teorii réwnan rézniczkowych. Mianowicie, ope-
rator K przeksztalcajacy klase funkeji ciaglych okreSlonych na przedziale [a,b] w
klase funkcji mierzalnych nazywamy operatorem Caratheodory’ego, jezeli jest lokalnie
okreélony i ciagly ze wzgledu na topologie tych przestrzeni. L. Vrkoe [58] wykazal,
ze kazdy operator Caratheodory’ego jest operatorem Niemyckiego, ktérego genera-
torem jest funkcja spehiajaca tzw. warunki Caratheodory’ego.

Inny kierunek badan dotyczyl odpowiedzi na pytanie o warunki na funkcje h
gwarantujace aby odpowiedni operator Niemyckiego przeksztalcat klase wszystkich
(p-réwnowaznych) funkcji w siebie (Z. Grande [14, 15]). Trudno$¢ w scharaktery-
zowaniu h lezy w tym, ze funkcje generujace nie s jednoznacznie wyznaczone przez
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H, (dwie funkcje wyznaczone przez ten sam operator moga by¢ rézne). W kole-
jnych pracach wykazano, miedzy innymi, ze funkcje Caratheodory’ego [10], czy tez
(stanowiace szersza klase) funkcje Shragina [50] generuja operatory Niemyckiego
przeksztalcajgce przestrzen funkcji mierzalnych w siebie. Ciaglymi operatorami tego
typu zajmowal sie I. V. Shragin [50]. Pelng charakteryzacje operator6w Niemyckiego
przeksztalcajacych inne klasy funkcji w siebie mozna znalez¢é w monografii J. Appell
i P.P. Zabrejko [3].

Scigle zwiazanym z operatorem Niemyckiego jest funkcjonat catkowy @ okreélony
wzorem

majacy zastosowanie m.in. w rachunku wariacyjnym analizy nieliniowej (np. G.
Buttazo [8], R. Pluciennik [42]). Operator Niemyckiego odgrywa wazng role w teorii
réwnaf funkeyjnych (M. Kuczma [23], M. Kuczma, B. Choczewski, R. Ger [24], a
takze J. Bana$ (4, 5]).

W pracach [I]-[VII] przyjmuje inng definicje operatora lokalnie okreslonego. Fun-
damentalna role pelni w niej przestrzen topologiczna (a nie mierzalna). Brzmi ona
nastepujaco:

Definicja 1. Niech X bedzie przestrzenig topologiczng oraz Y i Z dowolnymi
zbiorami. Oznaczmy przez G = G(X,Y) oraz H = H(X, Z) dwie klasy funkeji
¢ : X — Y i odpowiednio ¢ : X — Z. Przeksztalcenie K : G — H nazywamy
operatorem topologicznie lokalnie okreslonym (lub krétko: lokalnie okreslonym, czy
(G, H)-lokalnym), jezeli dla kazdego zbioru otwartego U C X oraz dla wszystkich
funkeji ¢, % € G zachodzi nastepujaca implikacja:

oly =¥l = K@, =K@, (1)
Takie operatory bywaja tez nazywane operatorami z pamigciq.

Przypomnijmy takze ogélng definicje operatora Niemyckiego.

Definicja 2. Niech X,Y,Z bedg dowolnymi zbiorami. Oznaczmy przez FE
(Z%) rodzing funkcji f: X — Y (X — Z). Niech h: X X Y — Z bedzie dowolna
funkcja dwéch zmiennych. Odwzorowanie H : YX — Z¥ okreélone wzorem

H(p)(z) = h(z,0(z), @€YX, ze€X, (2)

nazywamy operatorem Niemyckiego (zlozenia, superpozycji), a funkcje h generatorem
operatora H.



Okazuje sie, ze w przypadku gdy przestrzen topologiczna X, zbiory Y, Z i klasy
funkcji G = G(X,Y) oraz H = H(X,Y) w Definicji 1 sg bardziej specjalne, to ope-
rator Niemyckiego nie wystarcza do opisania wszystkich mozliwych form operatoréw
lokalnie okreslonych K : G — H. Przyjmijmy np., z2 X C R jest przedzialem,
Y = Z =R, G jest klasg C™ (X) wszystkich funkcji z ciagta m-ta pochodng w X
oraz H = C°(X). Jezeli K : G — 'H jest lokalnie okre$lony to (patrz wzor (3)
ponizej), w my$l twierdzenia z pracy K. Lichawskiego, J. Matkowskiego i J. Misia
[25], istnieje taka funkcja b : X x R™! — R, ze

K (@) (2)=h(z,0(@),¢ (@),..0"™ (), ¢elCm(X),zeX

Rozdziat pierwszy zawiera wyniki prac [I] - [III] dotyczace operatoréw lokalnych
dzialajacych w przestrzeniach funkcji rézniczkowalnych w sensie Whitney’a. Roz-
patrujemy takze operatory lewostronnie i prawostronnie okre$lone. Podajemy tu-
taj twierdzenia reprezentacyjne dla operatoréw lokalnych dzialajacych z przestrzeni
funkcji m-krotnie rézniczkowalnych w sensie Whitney’a w przestrzef funkcji k-
krotnie rézniczkowalnych w sensie Whitney’a dla k = 0, k = 1 oraz k > 2. W przy-
padku k > 2 otrzymany (przy dodatkowym, stabym zalozeniu regularno$ciowym)
wynik daje czgéciowe rozwigzanie otwartego problemu postawionego w pracy [25] z
roku 1989.

W szczegélnoéci wnioskujemy, ze w przypadku k = m < 1 kazdy operator lokalnie
okreslony jest operatorem Niemyckiego. Analogiczny wniosek otrzymujemy dla
k =m > 2, ale przy dodatkowym zalozeniu regularnosciowym.

W rozdziale drugim pokazujemy (prace [IV], [V], [VII)), ze kazdy operator lokalny
dzialajacy

(i) z przestrzeni funkcji ciagtych i monotonicznych;

(ii) z przestrzeni funkeji spetniajacych warunek Holdera,

(iii) z przestrzeni funkcji cigglych o ograniczonej ¢-wariacji
w siebie jest operatorem Niemyckiego. W zwigzku z tym pojawia sig tutaj naturalne
pytanie o charakteryzacje przestrzeni funkcyjnych o te] wlasnoséci. Odpowiednie
przyklady pokazuja, ze jest to problem nietrywialny.

Rozdziat trzeci poéwiecony jest charakteryzacji operatoréw Niemyckiego dziata-
jacych z przestrzeni funkcji o ograniczonej n-tej wariacji (w sensie Popoviciu) w
siebie, ktére sg jednostajnie ograniczone (praca [VI]). Okazuje sig, ze operatory
takie musza by¢ afiniczne ze wzgledu na zmienng funkcyjna. Stosujac uzyskane
wyniki stwierdzamy np., ze metoda punktu stalego Banacha pozwala wyznaczy¢
rozwiazanie ¢ o ograniczone]j n-tej wariacji réwnania funkcyjnego

p(z) = h(z, ¢ [f(2)]),

tylko w przypadku, gdy réwnanie to jest liniowe.
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1. Operatory lokalnie okreslone w klasie funkcji rézniczkowalnych w
sensie Whitney’a

Szczegdlnie wazny rodzaj operatoréw topologicznie lokalnie okre§lonych pojawit
sie w problemie postawionym przez F. Neumana w 1985 roku, w ktérym pytat o
posta¢ operatoréw lokalnie okreslonych K : c™(I,R) — C°(I,R), gdzie C™(I,R)
jest klasa rzeczywistych funkcji m-krotnie rézniczkowalnych na przedziale ] C R z
ciagla m-tg pochodng, oraz C°(I,R) jest klasg funkcji ciagtych.

Rozwiazanie tego problemu zostalo podane w pracy K. Lichawskiego, J. Matko-
wskiego, J. Misia [25], gdzie udowodniono nastepujace twierdzenie:

Jezeli K : C™(I,R) — C°(I,R) jest operatorem lokalnie okreSlonym, to istnieje
dokladnie jedna taka funkcja h : I x R™! — R, ze dla wszystkich ¢ € C™(I,R),

K(9)(z) = h(z,0(),¢ (@), ....¢™ (@) (z€I). 3)

Udowodnili oni takze odpowiedni rezultat dla operatoréw lokalnie okre$lonych typu
K :C=(I,R) — C°(I,R).
Ponadto w tej pracy zostat sformulowany nastepujacy, ogélniejszy, otwarty

Problem. Przypuétmy, ze m,k = 0,1,... oraz K : c™(I,R) — C*(I,R) jest
lokalnie okreslony. Czy wéwczas prawdziwe sg implikacje?

(a) Jezeli k < m, to istnieje doktadnie jedna taka funkcja h:IxR™I=F LR ze
K (p)(z) = h(z, ¢(2), ¢ (@), ..., "™ (2));

(b) Jezeli k > m, to K jest operatorem statym.

Autorzy pracy [25] dali pozytywna odpowiedz w przypadku k = 1. Przy rozwiazy-
waniu powyzszego problemu pojawia sig trudnos¢ natury regularnosciowej. Gdyby
funkcja h pojawiajaca sie w (3) byla odpowiednio regularna, wowczas postawiony
problem bylby tatwy do rozwiazania. Zauwazmy, ze jesli operator K : C°(I,R) —
C°(I,R) jest lokalnie okreslony, to na mocy (3) jest on operatorem Niemyckiego 1, w
my$l twierdzenia Krasnosielskiego [22], jego generator h jest funkcja ciagly. Podob-
nie, jezeli K : C'(I,R) — C*(I,R) jest lokalnie okreSlony, to jest takze operatorem
Niemyckiego, jednak, co jest raczej w tej sytuacji doé¢ nieoczekiwane, funkcja h
nie musi by¢ nawet ciagta! Okazuje si¢ bowiem [25], ze istniejg nieciagle funkcje
h:I xR — R, dla ktérych operator K okreslony wzorem

K(p)(z) = h(z,p(z)) (z€l),
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przeksztalca klase funkcji C*(I, R) w siebie.

Méwiac o funkcji klasy C™ okreSlonej na zbiorze A C R™ zakladamy najczescie],
ze jej dziedzina jest zbiorem otwartym. W przypadku, gdy A jest zbiorem domknig-
tym napotykamy od razu na pewng trudnoéé - mianowicie moze sie zdarzy¢, ze
w punkcie lezacym na brzegu klasyczne definicje pewnych pochodnych czastkowych
traca sens. Jezeli A jest np. zbiorem regularnie domknietym tj. clA = cl intA i brzeg
spelnia pewne odpowiednio proste warunki, to za pochodne czastkowe na brzegu
mozemy przyjaé granice (o ile istnieja) odpowiednich pochodnych czastkowych w
punktach wewnetrznych. Gdy za$ A C R™ nie jest tej postaci (np. jest zbiorem brze-
gowym), to definicja funkcji klasy C™ okreslonej na tym zbiorze wymaga zastgpienia
funkcji pewna rodzing funkcji nazywang dalej funkcjag Whitney’a (lub dzetem).

Dla przypomnienia tej definicji wprowadzimy najpierw pewne oznaczenia.

Niech Ny := NU{0}.Dlan €N, j €Ng, j = (j1,---,Jn) 1T = (B1,.5+400) € BT
potézmy

il :==d1+.. +dn, Gl=a1'r . Ials o=l 2l
oraz

| ==

n
E 2
x;.

=1

Ponadto, dla j = (ju,. .- ,jn) € N§ oraz i = (ix, ..., i) € Ng, niech
7'+] = (21 +.j1)~--’in+jn):
i—j = (iy — j1,--,in — jn) dla wszystkich j <1,
gdzie j < i oznacza, ze js < 15 dla wszystkich s € {1, mk

Definicja 3 [59, str. 65]. Niech A C R" bedzie dowolnym niepustym zbiorem i
niech m € Ny. Rodzine funkcji

F={fleR*:jeNg, |j| <m}

nazywamy funkcjg klasy C™ w sensie Whitney’a na zbiorze A lub m-dzetem Whit-
ney’a na zbiorze A (co zapisujemy f € C™(A)), jezeli dla wszystkich j € Ng,
|j| € m; zo € Aoraze > 0, istnieje taka 6 > 0, ze dla wszystkich z,y € A zachodzi
nastepujaca implikacja:

(lz—2ll <6 A lly—2oll <8)=



- Y LWy <elle -y

li|<m—|s|

W przypadku gdy m = 0, oczywiscie f(0--0) = f,
Definicja 4 [59, str. 65]. Niech A C R" bedzie niepustym zbiorem. Rodzine
funkcji
f={f eR*:jeNG}
nazywamy funkcjaq klasy C® w sensie Whitney’a, jezeli dla kazdego m € Ny, rodzina
{ff e R4 :j € Ny, |j| < m} jest funkcjg klasy C™ w sensie Whitney’a na zbiorze
A.

Uwaga 1. Niech A C R" bedzie domknigciem zbioru otwartego, ktérego brzeg
sklada sie ze skoficzonej liczby nie przecinajacych sie, kawatkami gtadkich krzywych
oraz niech f = {f7 € RA : j € Ng, |j| £ m}. Wéwezas f jest klasy C™ w sensie
Whitney’a na zbiorze A wtedy i tylko wtedy, gdy f (0.-0) jest klasy C™ w zwyklym
sensie na zbiorze A, oraz

) 8|jlf(0"“’0)
fJ ==

=t —weny, (@G, 7] & T
oz ... 007 J €N, 1o

Aby odpowiedzie¢ na pytanie, kiedy funkcja f(0-0) jednoznacznie wyznacza caly
rodzine f € C™(A) potrzebna bedzie nastepujaca

Definicja 5 [I, Definition 2]. Zbiér A C R" nazywamy doskonatym ze wzgledu

na baze kanoniczna, jezeli jest domkniety oraz dla kazdego zo = (g, o35 €A
oraz dla kazdego s € {1,...,n} istnieje taki ciag (=p)pen, 2&
xpz(:czl,,...,x;,...,z;)eA, p €N; ,}LI&H%_%H:O
oraz
tim 2% g, i 22 g ae g )

p=oo ||z, — 2ol p—oo ||z, — zoll
W szczegélnoéci, produkt kartezjanski n zbioréw doskonatych zawartych w zbiorze
liczb rzeczywistych jest zbiorem doskonalym ze wzgledu na baze kanoniczng.

Twierdzenie 1 [I, Proposition 1]. Niech m € No, n € N oraz niech ACR"
bedzie zbiorem doskonalym ze wzgledu na baze kanoniczng. Jezeli f,g € C™(A) i
F0-.0) = 600 4o f =g, tj. fI =g’ dla wszystkich j € Ng, l7] < m.
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Definicja 6 [I, Definition 4]. Niech X bedzie podzbiorem n-wymiarowej przestrzeni
euklidesowej R™ i niech Y, Z beda dowolnymi zbiorami. Niech § = G(X, Y=
H(X, Z) beda ustalonymi rodzinami funkeji, odpowiednio ¢ : X — Y 1 ¢ X —Z.
Operator K : G — 'H nazywamy

(a) lewostronnie okreslonym, jezeli dla wszystkich z = (z1,...,n) oraz ¢, ¢ € g
spelniony jest nastepujacy warunek:

= — =K = J{ )
e XN(—00,z) ¢ XN(—o00,z) (‘P) XN(—o0,z) (7’[)) XN(—o0,x)
gdzie (—00,z) = (—00,21) X ... X (=00, Zy);
(b) prawostronnie okreslonym, jezeli dla wszystkich z = (z1,...,2,) € X oraz
¢, € G zachodzi nastepujaca implikacja:
=1 = K =K :
XN(z,00) ¥ XN(x,00) ((10) XN(z,00) (¢) XN(z,00)

gdzie (z,00) := (z1,00) X ... X (Zn,0).

Oczywiscie, kazdy lokalnie okreslony operator K : G — H jest zaréwno lewostron-
nie jak i prawostronnie okreslony.

Podamy teraz przyklady operatoréw typu K : C°(A) — C°(A), ktére sg jedno-
stronnie okreélone, natomiast nie sg lokalnie okrelone.

W tym celu przyjmijmy, ze A = [a1,b1] X ... X [an,bn] dla a;,b; € R, a; < b,
i =1,...,n, oraz wezmy funkcje ciagle H : A x R — Roraz f; : A — [a;,b)] dla
= S

Przyklad 1 [I, Example 1]. Operator K : C°(A) — C°(A) okreslony wzorem

T1 Tn
K(cp)(a:)z/ / Hy, - Yns (Y1, Yn))dY1 - - - dYn
a1 an

jest lewostronnie okreslony, natomiast operator K : C%(A) — C°(A) dany wzorem

by bn
K<¢><x>=/ o H @ 0@ty yn))dn - g
T3 &

n

jest prawostronnie okreslony.
Operatory tego typu (z pamiecia, odpowiednio, lewostronng lub prawostronng)
nosza nazwe operatoréw Volterry-Hammersteina.



Przyklad 2 [I, Example 2. Operator K : C°(4) — C°(A) okreslony wzorem
K(p)(z) = H(z,o(f1(2), - -, fa(2)))

jest lewostronnie okreslony, jezeli

Flrsernsin) 28, =149 (B o oroZn) B,
oraz prawostronnie okre§lony, jezeli

FilZty s @) 85 =L, (B1,...,%5) €A

W tych przyktadach (na ogét) zaden z operatoréw jednostronnie okre$lonych nie
jest lokalnie okreslony.
Biorgc w Przykladzie 2:

iz, on o) =g 1= 1000 3 T (Z1, 00 B0} E A,

otrzymujemy operator zaréwno lewostronnie, prawostronuie, jak i lokalnie okreslony.

Twierdzenia reprezentacyjne dla operatoréw lokalnie okres$lonych typu

K : C™(A) — C(A)

Dla dowolnej liczby m € Ny oznaczmy

m—k ;
n+1—1
S(k):zZ( e )
=0
Jezeli m € Ny, n € N, to latwo zauwazy¢, ze liczba S(k) wyraza ilos¢ wszystkich
131 . o b )
3111’?_,]_31"1‘"; € N7, |j| £ m — k, dowolnej funkeji
n-zmiennych klasy C™* (utozsamiamy tutaj pochodne czastkowe rézniace sie je-
dynie kolejno$cia rézniczkowania wzgledem odpowiednich zmiennych niezaleznych).
Twierdzenie 2 [I, Theorem 2]. Niech m € No, n € N, oraz niech A C R" bedzie
dowolnym niepustym zbiorem domknigtym. Jezeli operator K : C™(A) — C°(A)
jest lokalnie okreslony, to istnieje doktadnie jedna taka funkcja

h:AxRSO LR,

cigglych pochodnych czastkowych

ze
K (¢) () (4)
= h(z, g% (z), e (z),...,0 (@), ..., (2),. . @ ),
dla wszystkich p € C™(A), z € A.
(Zgodnie z uwaga po Definicji 3, mamy [K(¢)]® % = K(p).)
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Twierdzenia reprezentacyjne dla operatoréw lokalnie okres$lonych typu
K:C™(A) - C*(A)
Twierdzenie 3 [II, Theorem 3]. Niech m,n € N oraz niech A C R" bedzie
dowolnym niepustym zbiorem doskonatym. Jezeli K : C™(A) — C'(A) jest

operatorem lokalnie okreSlonym, to istnieje doktadnie jedna taka funkcja
h:AxRSD R, ze dla kazdego ¢ € C™(A),

= e, @ O(z), g0 (z),..., 00D (z),..., om0 (z),..., OV (z)),
dla wszystkich z € A.

Twierdzenie 2 i Twierdzenie 3 stanowia uogélnienia Twierdzenia 1 i Twierdzenia
3 z pracy [25], gdzie n = 11 A jest zwartym przedzialem na proste;j.

7 Twierdzenia 2 wynika natychmiast, ze jezeli A C R" jest zbiorem domknietym,
to operator K : C°(A) — C°(A) jest lokalnie okreslony wtedy i tylko wtedy, gdy
jest operatorem Niemyckiego, tj. postaci K(¢)(z) = h(z,o(z)) dla wszystkich ¢ €
C°(A), z € A, i na podstawie twierdzenia Krasnosielskiego [22] wnosimy, ze funkcja
h jest ciagla na zbiorze A’ x R, gdzie A’ jest zbiorem wszystkich punktéw skupienia
zbioru A [I, Corollary 2].

Podobnie zauwazmy, ze w my$él Twierdzenia 3, jezeli A C R™ jest zbiorem do-
skonalym i operator K : C*(4) — C'(A) jest lokalnie okreslony, to istnieje taka
funkcja h, ze K (p)(z) = h(z, ¢(z)), ¢ € C1(A), = € A, a wiec operator K jest takze
operatorem Niemyckiego. Wydawat by sie moglo, ze i w tym przypadku generator
h tego operatora powinien by¢ funkcja o znacznym stopniu regularnoéci - mozna by
oczekiwaé, ze funkcja h jest klasy C' na zbiorze A X R. Niestety, przyklad z pracy
[25] ([por. takze (3] str. 323) pokazuje istnienie operatorow lokalnie okre$lonych
K : C}(A) — C'(A), ktorych generatory h nie sg nawet funkcjami cigglymi.

Twierdzenia reprezentacyjne dla wielomianowo (m, k)-ograniczonych
lokalnie okreélonych operatoréw typu K : C™ (A) — Ck(A)

Kluczows role w charakteryzacji operatoréw topologicznie lokalnie okreslonych
typu K : C™(A) — C¥(A), gdy k > 2, pelni nastegpujaca

Definicja 7 [III, Definition 3]. Niech m,k,n € N beda ustalone i niech A C R"
bedzie zbiorem doskonalym. Operator K : C™(4) — C*(A) nazywamy wielomia-
nowo (m, k)-ograniczonym, jezeli dla kazdego zo € A i dla kazdego ciggu wielomia-
néw (px)X_, stopnia co najwyzej r spelniajacego warunek

& (o) = P(zs) M,N €Ny, jENG, il <7, j#p,
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zachodzi implikacja
Jim_ R (20) = wh(20) = [([K(#n)]*(20)) 0 Jest ograniczony]

dla wszystkich liczb naturalnych r € {m—k+1,... ,m}, p,g €Ng, |p|=r, lg| =
O e

Twierdzenie 4 [III, Theorem 3]. Niech m,n,k € N bedg takie, ze m >
9, 2 < k < m oraz niech A C R bedzie niepustym spojnym zbiorem doskona-
tym. Jezeli operator K : C™(A) — C*(A) jest lokalnie okreslony i wielomianowo
(m, k)-ograniczony, to istnieje dokladnie jedna taka funkcja h : A X R5%) R, ze
dla kazdego ¢ € C™(A),

[ ()] @9 ()
— h(x,go(o """ O)(:z:), 90(1 """ 0)(3:), . ,90(0 """ 1)(:1:), [ ,go(m_k """ 0)(3:), o ,L,o(o """ m—k)(:r)),

dla wszystkich x € A.

7 powyzszego twierdzenia wynika nastepujacy

Whiosek 1 [III, Corollary 1]. Niech m,n,k € N beds takie, ze m > 2%
k < m oraz niech A C R" bedzie niepustym i spéjnym zbiorem doskonatym. Jezeli
operator K jest lokalnie okre$lony i ciagly w sensie norm przestrzeni Banacha C™(A)
i C*(A), lub jest lokalnie okreélony i przeksztalca ciagi zbiezne w przestrzeni Banacha
C™(A) na ciagi ograniczone w przestrzeni Banacha C*(A), to istnieje dokladnie
jedna taka funkcja h : A x R®) — R, ze dla kazdego ¢ € C™(A),

K ()] (=)
= h(z, @O9(z), g0 (a), ..., o0 D), .., (@), .., O (),

dla wszystkich z € A.

Zajmiemy sie teraz przypadkiem, gdy lokalnie okreélony operator K przeksztalca
C™(A) w C*(A) i k > m.

Niech A C R™ bedzie niepustym spéjnym i ograniczonym zbiorem doskonatym.
Jezeli operator K : C™(A) — C*(A) i k > m, to réwniez K :C™(A) - C™(A) i,
przy zalozeniu lokalne]j okreslonosci 1 wielomianowo (m, m)-ograniczonosci, na mocy
Twierdzenia 4 wnioskujemy, ze jest operatorem Niemyckiego. Wobec tego, w mysl
[3, Theorem 8.3], jest on operatorem stalym, tj. istnieje taka funkcja h € Ck(A), ze
K (¢) = h dla wszystkich ¢ € C™(A).

Stad otrzymujemy takze
Whiosek 2 [I1I, Corollary 2]. Niech m,n,k € N beda takie, ze m > 2, k > m
oraz niech A C R™ bedzie niepustym i ograniczonym spéjnym zbiorem doskonatym.
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Jezeli lokalnie okreslony operator K : C™(A) — C*(A) jest ciagly w sensie norm
przestrzeni Banacha C™(A) i C*(A) lub przeksztalca ciagi zbiezne w przestrzeni Ba-
nacha C™(A) na ciagi ograniczone w przestrzeni Banacha Ck(A), to jest operatorem
stalym.

Na koniec zauwazmy, ze jezeli lokalnie okreslony operator K : C°(A) — CF(A)
(k € N, gdzie A jest niepustym zbiorem zwartym lub K : C*(A) — Ck(A) (k € N,
k > 1), gdzie A jest niepustym ograniczonym zbiorem doskonatym, to na mocy
Twierdzenia 2 i Twierdzenia 3 otrzymujemy stalo$¢ operatora K bez dodatkowych
zalozen regularnoéciowych o operatorze K.

2. Lokalno$¢ a operatory Niemyckiegb

Operatory lokalnie okre$lone w klasach funkcji ciagtych i
monotonicznych

Niech I C R bedzie przedzialem oraz niech M, (I) i M_(I) oznaczajg odpowied-
nio rodzine funkeji niemalejacych i nierosnacych okre$lonych na I. Pol6zmy CM,(I)
= COI)N My (I) i CM_(I) = C°(I) N M_(I).

W dowodach twierdzen reprezentacyjnych dla operatoréw lokalnie okreslonych
w klasie funkeji ciaglych i monotonicznych istotna role odgrywa nastepujacy

Lemat 1 [IV, Lemma 3]. Niech I C R begdzie przedzialem i niech zg € I.
Zatézmy, ze K : CM, (I) — CM(I) jest lokalnie okreslony. Wéwczas

(i) dla wszystkich ¥y, ¥, € CM,(I) spelniona jest implikacja

by (z0) = ¥, (z0) = K (1) (z0) = K (¥5) (20) ;
(ii) jezeli ciag ()72, jest jednostajnie zbiezny i Ypiq < @y, k €N, to
lim K(p)(20) = K(p)(zo),

gdzie ¢ := klir_n O

Twierdzenie 5 [IV, Theorem 1]. Niech I C R bedzie przedziatem. Lokalnie
okreslony operator K przeksztatca C M (I) w siebie wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
doktadnie jedna taka ciagla i niemalejaca ze wzgledu na obie zmienne funkcja h :
I x R — R, ze dla wszystkich ¢ € CM,(I),

K(p)(z) = h(z,¢(z)), €Ll

13



Twierdzenie 6 [IV, Theorem 2]. Niech I C R bedzie przedziatem. Lokalnie
okreslony operator K przeksztatca CM_(I) w siebie wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
doktadnie jedna taka ciggta, nierosngca ze wzgledu na pierwszq zmienng i niemale-
jaca ze wzgledu na drugq zmienng funkcja h: I x R — R, Zze

K(p)(z) = h(z, ¢(z)),
dla wszystkich ¢ € CM_(I) i z € I.

Twierdzenie 7 [IV, Theorem 3|. Niech I C R bedzie przedziatem. Lokalnie
okreslony operator K przeksztalca CMi(I) w CM_(I) wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje dokladnie jedna taka ciagla i nierosngca ze wzgledu na obie zmienne funkcja
h:IxR—=R, 2

K(p)(z) = h(z, (2)),
dla wszystkich ¢ € CM,(I) i x € I.

Twierdzenie 8 [IV, Theorem 4]. Lokalnie okreslony operator K przeksztaica
CM_(I) w CM(I) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje doktadnie jedna taka ciqgta,
niemalejgca ze wzgledu na pierwszq zmienng i NIETOSNGCA 2€ wzgledu na drugg zmien-
ng funkcja h: I x R = R, ze

K(p)(z) = h(z,p(z)), ¢€CM_(I) (z€l).

Wykorzystujac oznaczenia wprowadzone w Definicji 1, otrzymujemy stad nastepu
Jacy
Whiosek 3. Operator K jest (CMy,CM,)-, (CM_,CM_)-, (CM,,CM_)-,

(CM_,CM,)-lokalnie okre$lony wtedy i tylko wtedy, gdy jest operatorem Niemy-
ckiego z ciggltym i odpowiednio monotonicznym generatorem.

Uwaga 2. Jezeli lokalnie okreélony operator K dziata z CM, (1) w CM_(I)
oraz K dziata z CM_(I) w CM_(I), to jest operatorem stalym, tj. istnieje taka
funkcja b € CM_(I), ze

K(p)=b, ¢eCM.(I)uCM_(I).

Jezeli lokalnie okreélony operator K dziata z CM.,(I) w CM,(I) oraz K dziala
z CM_(I) w CM_(I), to istnieje taka ciagla i niemalejaca funkcja h: R — R, ze

K(p)=hoyp, peCM(I)UCM_(I),

a wiec K jest operatorem autonomicznym.
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Uwaga 3. Zalozenie, ze dziedzina i zbiér wartosci rozwazanego operatora za-
wierajg sie w przestrzeni funkcji ciaglych jest istotne. Pokazuje to nastepujacy

Przykiad 3. Niech K : M, (I) — M,(I) bedzie okreslony wzorem

_ [ p(z—) dla z#infl, z €I,
Klp)e) = { olz) dla z=infl.

Oczywiscie K jest lokalnie okreslony, ale nie jest operatorem Niemyckiego.

Operatory lokalnie okreslone w klasach funkcji spetniajacych warunek
Holdera

Funkcja ¢ : [0,00) — [0, 00) jest funkcjg Holdera (por. [3], str. 182), gdy speinia
nastepujace warunki:

(a) ¢ jest prawostronnie ciagla w punkcie 0 i ¢(0) = 0;
(b) ¢ jest rosnaca;
(c) (0,00) 3t — 9(%) jest nierosnaca.

7 warunkéw (a) - (c) wynika, ze ¢ jest podaddytywna i ciagla ([V, Remark 2.1],
takze [3, Lemma 7.1]).

Klasycznym przykladem funkcji Holdera jest ¢(t) = t* dla wyktadnika o € (0,1].

Niech I C R bedzie przedzialem oraz ¢ funkcjg Holdera. Zdefiniujmy przestrzef
Holdera Hy(I) = Hy(I,R) jako zbiér wszystkich funkeji ¢ : I — R, dla ktérych

he(p) == 1 w;ﬁ; ) < 09,

gdzie w(yp, s) jest modutem ciagtosci, tj.,

w(ip, s) := sup{|p(z1) — (@2)| : 71,22 € I, |21 — 22| < 5}

Kazda funkcja nalezaca do przestrzeni H,(I) jest ciagta. W przypadku, gdy o(t)
t>, przestrzeh H, oznaczamy czesto przez H,; natomiast gdy a = 1, piszemy H, =
Lip.
Wprowadzajac
lells = le(2)| + ha(e),
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gdzie z € I jest dowolnie ustalonym punktem, przestrzen (Hs(I),||]ls) jest przestrzenig
Banacha.
Dla dwéch funkeji Holdera ¢ i ¥ piszemy

o< jesli §(t) = O(¥(2)), gdy t — 0,
gdzie O jest symbolem Landaua. Wiadomo, ze ([3, str. 183))

7 definicji przestrzeni Hy(I,R) wynika, ze ¢ € Hy(I,R) wtedy i tylko wtedy,
gdy ‘

lo(z) — 0(@)] < Le(lz — =), =z,Tel, (3)
dla pewnej nieujemne;j liczby rzeczywistej L.

Twierdzenie 9 [V, Theorem 1]. Niech I C R bedzie przedziatem. Jezeli lokalnie
okreslony operator K przeksztatca Hy(I) w CO(I), to istnieje doktadnie jedna taka
funkcja h: I x R — R, ze dla wszystkich ¢ € Hy(I),

K(¢)(2) = h(z,p(2)), z€l.

7 inkluzji Hy(I) C C°(I) dla dowolnej funkcji Holdera ¢ i powyzszego twierdzenia
wynika, ze dowolny lokalnie okreslony operator K : Hy(I) — Hy(I) jest operatorem
Niemyckiego. Podobnie jak w przypadku operatoréw K : CY(I) — C'(I) réwniez
teraz generator operatora K : Hy(I) — Hy(I) nie musi by¢ funkcjg ciagly ( [3],
str. 190). A. Bondarenko i P. P. Zabrejko [6, 7] (takze [3, Theorem 7.3]) wykazali,
ze przy zalozeniu zwartosci przedziatu I, warunek ograniczonoéci operatora K jest
konieczny dla ciagloéci generatora h.

Mianowicie udowodniono nastepujgce

Twierdzenie 10. Niech I C R bedzie zwartym przedziatem. Operator Niemy-
ckiego generowany przez funkcje h przeksztalcajacy przestrzen Hy(I) w przestrzen
Hy(I) jest ograniczony (tzn. przeksztatca zbiory ograniczone na zbiory ograniczone)
wtedy i tylko wtedy, gdy jest spetniony nastepujacy warunek:

(i) dla kazdego r > 0 istnieje takie m(r), ze

a1, ) = h(aa, )| S o) { o = aal) + ¥ I ('y—‘y—‘)} b

T

dla wszystkich z1,z2 € I i y1,92 € R.

Poniewaz kazdy operator Niemyckiego jest lokalny, otrzymujemy
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Twierdzenie 11 [V, Theorem 2]. Niech I C R bedzie przedziatem zwartym.
Lokalnie okreslony i ograniczony operator przeksztatca przestrzefn Hy(I ) w Hy(I)
wtedy i tylko wtedy, gdy jest operatorem Niemyckiego z funkcjg generujacq spetnia-
jacq warunek (i).

Whiosek 4 [V, Corollary 3]. Niech I bedzie przedzialem zwartym. Jezeli lokalnie
okreslony operator K : Hys(I) — Hy(I) jest ograniczony, to jest operatorem Niemy-
ckiego z ciagla funkcjg generujaca.

7 whasnoéci operatora Niemyckiego K : Hy(I) — Hy(I) (gdzie I C R jest
przedzialem zwartym) wynika [3, str. 188], ze jezeli ¢ 2 ¢, to funkcja generujaca
nie zalezy od drugiej zmiennej, tzn. operator jest staly. Stad wynika

Twierdzenie 12 [V, Theorem 3]. Niech I C R bedzie przedziatem zwartym.
Jezeli lokalnie okreslony operator K : Hy(I) — Hy(I) i ¢ A ¢, to K jest operatorem
stalym, tj. istnieje taka funkcja h € Hy(I), ze K(p) = h dla wszystkich ¢ € Hy(I).

W szczegdlnodel zauwazmy, ze jezeli ¢(t) = t* 1 ¥(t) = t?, t > 0, to lokalnie
okreglony operator K : Ho(I) — Hz(I) jest staly, jezeli o < B.

Wykorzystujac Twierdzenie E. J. McShane’a [38, Theorem 1| o rozszerzaniu
funkeji holderowskich mozna pokaza¢, ze Twierdzenie 9 pozostaje prawdziwe gdy

przestrzenn H,(I,R) zastapimy przez Hy(X,R), gdzie (X, py) jest przestrzenia me-
tryczng. Mamy wéwezas: ¢ € Hy(X,R) wtedy i tylko wtedy, gdy

lo(z) — p(@)| < Lo(px (2,7)), T € X, (6)

dla pewnej nieujemnej liczby rzeczywistej L.

Zachodzi zatem nastepujace

Twierdzenie 13. Niech (X,px), (Z,pz) beda dowolnymi przestrzeniami me-
trycanymi oraz niech A C X. Jezeli operator K : Hy (A, R) — Hy(A, Z) jest
lokalnie okreslony, to istnieje doktadnie jedna taka funkcja h : AxXR— Z, ze

K(p)(z) = h(z,0(z)), @€ Hs(AR), z€A.

Uwaga 4. Niech ¢(t) = t*, t > 0. Wowczas, korzystajac z twierdzenia
Minty’ego [40, Theorem 1] wnioskujemy, ze Twierdzenie 9 pozostaje prawdziwe,
jezeli

(i) Hs(A,R) zastapimy przez Ho(A,Y), gdzie (Y, |'ly) jest przestrzenig Hilberta 1
a € (0, 3);

(ii) H,(A,R) zastapimy przez Ho(A,Y') oraz (X, px) przez (X', | 1), gdzie (X', | x:) »
(Y, |ly) sa przestrzeniami Hilberta i & € (0, 1].
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Operatory lokalnie okreélone w klasach funkcji o ograniczone]j p-wariacji

Niech I = [a,b] C R i niech F bedzie rodzing takich funkcji wypuklych ¢ :
[0,00) — [0,00), ze (0) = 01 ¢ (u) > 0 dlau > 0. Zauwazmy, ze kazda funkcja
© € F jest ciagla, rosngca, nadaddytywna, tj.,

o) + ) <pu+v); uv=0,v20,

oraz lim ¢(u) = co.
Dla ustalonej funkcji ¢ € F, méwimy, ze f : I — R jest funkcja o ograniczonej
o-wariacji na przedziale I (L. C. Young [61]), co piszemy f € BV,(I), jesli

V,(f,I) :=sup{o(f,P): P € P(I)} < oo,

gdzie o

o(f,P) = o(If(t:) = f(ti1)D),

=1

oraz P(I) oznacza rodzine podziatéw
P=(to,t1,.. s tm-1,tm), 6=t <t <...<tm-1<lm=b,

przedziatu I.

(Liczba V,,(f, I) nazywa sie @-wariacja funkcji f na I.)

Gdy ¢ = id, przestrzeti BV,(I) jest przestrzenia funkcji o ograniczone] wariacji
w sensie Jordana za$ w przypadku, gdy ¢(u) = uP,u > 0, p > 1, przestrzenig funkcji
o ograniczonej wariacji w sensie Wienera.

Zbiér BV, (I) jest podzbiorem wypuklym przestrzeni liniowe] rzeczywiste] R/,
lecz, na ogét, nie jest przestrzenia liniowa. Okreslmy W, (I) nastepujaco:

f € W,(I) jezeli istnieje takie A > 0, ze § € BV,(I).

Wéwezas W, (I) jest przestrzenig liniows rzeczywista. Ponadto, z normg || - ||, :
W,(I) — R okreélong wzorem | f|l, = [f(a)| + py(f), gdzie

polf) =polf D) = infA > 0:W, (§) <1, FEWD)
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W,(I) jest algebra Banacha (L. Maligranda i W. Orlicz [27]). Funkcjonat p, jest
seminorma Luxemburga - Nakano - Orlicza.

W dalszym ciagu symbol CW,,(I) oznacza W, (I) N C°(I).

Twierdzenie 14 [VII, Theorem 2]. Niech ,¢ € F oraz niech I = [a,b] (a,b €
R, a < b) bedzie przedziatem. Jezeli lokalnie okreslony operator K przeksztatca
przestrzen CW,(I) w przestrzen CWy(I), to istnieje jedyna taka funkcja h : IXR —
R ze, dla wszystkich f € CW,(I),

K(f)(s) =h(s,f(s)), s€l,

a wiec K jest operatorem Niemyckiego.

3. Jednostajna ograniczono$¢ operatoréw Niemyckiego, operatorow
lokalnych oraz pewne ich zastosowania

W tej czedci istotng role odgrywa nastepujgca

Definicja 8 [36, Definition 1]. Niech J i Z bedg przestrzeniami metrycznymi
(lub unormowanymi). Odwzorowanie H : J — Z nazywamy jednostajnie ograni-
czonym, jezeli dla kazdego ¢ > 0 istnieje taka nieujemna liczba rzeczywista (), ze
dla dowolnego zbioru B C Y zachodzi implikacja

diamB < t = diamH (B) < y(t).

Zauwazmy, ze kazdy operator lipschitzowski H : ) — Z przestrzeni metryczne]
(V,dy) w przestrzen metryczng (Z,dz), tj. spemiajacy, dla pewnej liczby ¢ > 0,
nieréwnosc

dz (H(y1), H(y2)) < cdy (y1,92) 5 Y,y €Y, (7)

lub operator jednostajnie ciagly H : J — Z jest operatorem jednostajnie ograni-
czonym. Ponadto, kazdy taki operator H : Y — Z, ze H ()) jest zbiorem ograni-
czonym w Z jest jednostajnie ograniczony.

Okazuje sie, ze w pewnych przestrzeniach funkcyjnych Banacha generatory glo-
balnie lipschitzowskich operatoréw Niemyckiego musza by¢ funkcjami afinicznymi
ze wzgledu na zmienng funkcyjng. Rozwazmy nastepujacy

Przyktad 4. Niech (Lip[0,1], ||-||) oznacza przestrzen Banacha funkeji lipschit-
zowskich ¢ : [0,1] — R, gdzie

o(z) — »(y) . » (8)

lell = lp@)+ sup [FE=F

z,y€[0,1],

cFy
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Niech operator Niemyckiego H przeksztalca przestrzen (Lip[0,1],]-||) w siebie i
niech A : [0,1] x R — R bedzie generatorem H. J. Matkowski [29] udowodnit, ze
jesli H jest globalnie lipschitzowski tzn., ze dla pewnej statej ¢ > 0,

”H(%) g H(‘PQ)“ < clles — </’2”) ®1,p9 € Lip [0; 1] )

to
h(z,y) = a(z)y+ B(z), z€l, y€ER,

dla pewnych funkcji o, 8 € Lip [0, 1].

Podobnie J. Matkowski i J. Mi$ [37] wykazali, ze w przypadku, gdy globalnie
lipschitzowski operator H przeksztalca przestrzent BV (I) w siebie (gdzie BV (I) =
BV,(I) dla ¢ = idy), to istniejg takie funkcje o, 8 : BV(I) — BV/(I) lewostronnie
ciagle na I, ze generator h operatora Niemyckiego H spelnia warunek

tl_igl_ h(t,y) = a(z)y + B(z), =z € (a,b], y €R.

Podobna reprezentacja generatoréw lipschitzowskich operatoréw Niemyckiego
zostala uzyskana dla wielu przestrzeni funkeyjnych [11, 28-30, 32, 39] (takze dla
multifunkcji [12, 13, 54-56]).

Nieco pézniej zauwazono, ze w wyzej wymienionych pracach warunek lipschit-
zowskiej cigglodci operatora H moze by¢ zastgpiony warunkiem jego jednostajnej
ciggtosci (17, 33-35)] .

W roku 2011 J. Matkowski [36] pokazal, ze w przypadu operatora przeksztatca-
jacego klase funkcji lipschitzowskich w siebie warunek jednostajnej ciaglosci opera-
tora H mozna zastapi¢ jeszcze stabszym zalozeniem jednostajnej ograniczonosci.

W tej czeéci podamy reprezentacje generatora jednostajnie ograniczonego ope-
ratora Niemyckiego przeksztalcajacego klase funkcji o ograniczonej n-tej wariacji
(BV,(I), ||-|ln) w siebie. Zauwazmy, ze operatory Niemyckiego okreslone w tej klasie
nie byly wczeéniej rozpatrywane ani w przypadku operatoréw spemiajacych warunek
Lipschitza (7), ani w przypadku operatoréw jednostajnie ciagltych. W nastepnej
czeéci przedstawimy pewne konsekwencje dla operatoréw lokalnych. Prace koficza
uwagi dotyczace mozliwoéci stosowania metody punktu statego Banacha w rozwiazy-
waniu réwnan funkcyjnych.

Zwrétmy jeszcze uwage na nastepujacy

Przyktad 5. Jezeli przyjmiemy I = [a.b] dla pewnych a,b € R, a < b oraz
Y = R, to operator Niemyckiego generowany przez funkcje o : I x R — R okreélong
wzorem

h(z,y) =siny
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jest operatorem lipschitzowskim przeksztalcajacym przestrzen funkcji cigglych z
norma supremum (slabsza niz norma okreélona wzorem (8)) w siebie, badz przestrzen
LP(I), p > 1, ze standardows normg L? w siebie.

Jednostajnie ograniczone operatory Niemyckiego w przestrzeniach BV,

Niech I = [a,b] bedzie przedzialem (a,b € R, a < b) i n € N. Dla dowolne;
funkeji ¢ : [a,b] — R i réznych punktéw zi,...,Zns1 przedziatu [a,b] definiujemy
iloraz Téinicowy stopnia n funkcji ¢ w punktach z1,. .., Tny1 Nastepujaco:

[z15 ] = p(21),

[332 Tk 1'%0]_[351 p s .SO]
[:2‘,'1, o ,ITL+1; LP] = : : n+_’1:;_+1 - xl , = .

Dla dowolnej funkcji ¢ : [a,b] — R polézmy

m—n—1

Vn(QO) = Vn(go, [a> b]) ‘= sup z Hxi-l-la coo oy Titn41; ()0] - [xia ooy Tigns (19”7
P i=1

gdzie supremum jest wziete po wszystkich podziatach
p=(21,....Tm); 6= € 23< ... L Tp-1 €T =y mZn+2, meN.

Méwimy, ze funkcja  jest o ograniczonej n-tej wariacji na [a, b, jezeli V, (i, [a, b]) <

oo i przez BV,[a,b] oznaczamy klase wszystkich takich funkcji. Teoria dotyczaca

funkeji o ograniczonej n-tej wariacji zostala zapoczatkowana przez M. P. Popoviciu

[43, 44] i byla systematycznie rozwijana przez A. M. Russell’a (np. [48, 49]).
Wiadomo, ze przestrzen BV,[a,b],n € N, z normg

ol = Vil [, B]) + lp(@)] + @ (@)] + ... + 95 (a)l, @ € BVala,b],  (9)

jest przestrzenig Banacha (A. M. Russell [49]). Wiadomo takze [W. Roberts, D. E.
Varberg [47]), ze kazda funkcja o ograniczonej n-tej wariacji ¢ : [a,b] — R speinia
warunek Lipschitza ze stata

L= sup{ p(z1) — ¢(z2) . 24,25 € [a,b], ¢x2}.

Iy — T2
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W otrzymaniu gléwnego wyniku kluczows role pelnia nastgpujace lematy:
Lemat 2 [VI, Lemma 2]. Jezeli ¢ € BV,[a,b], n>2, n €N, to p € BV,_1]a, b]

i spelniona jest nieréwnosc¢:

Vi (9) < 0 — @) (Valp) + 1 (@)))-

Lemat 3 [VI, Lemma 3]. Jezeli ¢ € BV,[a,b], n € N, to istnieje taka dodatnia
liczba s(n), ze
Li(@) + le(a)l < s(@)lllln:

Gléwny wynik tej czedci brzmi nastepujagco:

Twierdzenie 15 [VI, Theoreml]. Niech a,b € R, a < b orazn € N bedg
ustalone. Przypusémy, ze h : [a,b] X R — R jest takq funkcjq, ze dla dowolnego
z € [a,b], funkcja h(z,-) : R — R jest ciggla ze wzgledu na drugq zmienng. Jezeli
operator zlozenia H generowany przez funkcje h przeksztalca przestrzen B Vala, b w
siebie oraz speinia nierdwnost

IH(@) = H@)lln < v(le = ¥lln), 0¥ € BVa[a, ],

dla pewnej funkeji v : [0,00) — [0,00), to istniejq takie funkcje a € BV,[a,b] i
B € BVy,|a,b], ze

h(z,y) = a(z)y+ B), z€lalbl, yeR

Uwaga 5 [VI, Remark 1]. Jezeli funkcja 7 : [0,00) — [0,00) jest prawostronnie

ciagla w punkcie 01 4(0) = 0, to zalozenie ciggloéci funkeji h ze wzgledu na druga
zmienng moze by¢ pominiete.

Z Twierdzenia 15 i Uwagi 5 dostajemy zatem

Twierdzenie 16 [VI, Theorem 2]. Niech a,b€ R (a < b) in € N bedg ustalone
oraz niech operator zlozenia H generowany przez funkcje h przeksztatca przestrzen
BV,[a,b] w siebie. Jezeli istnieje taka prawostronnie ciggla w zerze funkcja v :
[0,00) — [0,00), ze v(0) = 0 oraz

1H(p) = H@)lln < v(le = ¥lln), . ¢ € BVala,b],

to
h(z,y) = a(z)y +B(z), z€la,b], yER,
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dla pewnych funkcji o, B € BV, [a, b].

Whniosek 5 [VI, Corollary 1, Remark 2]. Niech a,b € R, a < bin €N bedg
ustalone. Jezeli operator zlozenia H generowany przez funkcje h przeksztalcajacy
przestrzen BV,[a,b] w siebie jest jednostajnie ciggly lub (globalnie) lipschitzowski
(ze wzgledu na norme BV,,[a, b)), to istnieja takie funkcje o, B € BV, [a,b], ze

h(z,y) = a(z)y + B(z), z€lab], yER

Twierdzenie 17 [VI, Theorem 3]. Niech a,b € R, a < b, n € N oraz niech
h: [a,b] x R — R bedzie takq funkcja, ze dla dowolnego x € [a,b], funkcja h(z,) :
R — R jest ciggla ze wzgledu na drugq zmienng. Jezeli operator ztozenia H gene-
rowany przez funkcje h przeksztatca przestrzen BV,[a, b] w siebie i jest jednostajnie
ograniczony, to istniejq takie funkcje oo € BVy[a,b] i B € BVy[a,b], e

h(z,y) = a(z)y + B(z), z€[a,b], y€ER,

oraz
H(p)(z) = a(z)p(z) + B(z), ¢ € BVu[a,b] (z € [a,b]).

Uwagi o jednostajnej ograniczonoéci operatoréw lokalnych

Wykorzystujac rezultat J. Matkowskiego [36] oraz Twierdzenie 13 otrzymujemy
nastepujace

Twierdzenie 18. Niech (X,px), (Z,pz) beda dowolnymi przestrzeniami me-
trycznymi oraz miech A C X. Jezeli lokalnie okreslony operator K przeksztatcajacy
przestrzen Hy(A,R) w Hy(A,Z) jest jednostajnie ograniczony, to istniejq takie
funkcje o, B € Hs(A,R), ze

K(p)(z) = a(z)e(z) + B(z), ¢ € HyAR), ze€A

Niech ¢(t) = t*, t > 0. Wowezas, korzystajac ponownie z rezultatu J:
Matkowskiego [36] i Uwagi 4 wnioskujemy, ze Twierdzenie 18 zachodzi, gdy

(i) Hs(A,R) zastapimy przez Ho(A,Y), gdzie (Y, |-|,) jest przestrzenig Hilberta i
a € (0,1];

ii) H,(A,R) zastapimy przez H,(A,Y) oraz (X, px) przez (X', || x.), gdzie (X', || x/) ,
¢ X P
(Y, |'ly) sa przestrzeniami Hilberta i o € (0, 1].
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Stosujac [12, Theorem 1], [12, Lemma 6], [17, Theorem 3.1] oraz [17, Remark
3.6] otrzymujemy nastepujace

Twierdzenie 19. Niech (X, | |x), (Y, |-|y) beda przestrzeniami unormowanyms
oraz niech C bedzie domknietym i wypuktym podzbiorem X. Przypustmy, ze ¢,v €
Fih:IxC — Y. Jezeli operator zozenia H : CT — Y generowany przez
funkcje h przeksztatca przestrzen W, (I, C) w przestrzen Wy (I1,Y) i jest jednostajnie
ograniczony, to lewostronna regularyzacja funkcji h, tj. funkcja h= : I~ x X =Y
okreslona wzorem

h™(t,y) = lim h(s,y), tel™ yedl,
1stnieje oraz

A={y) = Aty + B(t), tel; yeC,

dla pewnych funkcji A: I- — L(X,Y)! i B € BVy(I™,Y). Ponadto, funkcje A i B
sq lewostronnie ciggte na I=. (L(X,Y) oznacza przestrzen wszystkich odwzorowan
liniowych A X — Y ¢ I~ :=I\{inf I}.)

(Analogiczny rezultat zachodzi dla regularyzacji prawostronnej.)

Stad, przy dodatkowym zalozeniu, ze lokalnie okreSlony operator K przeksztal-
cajacy przestrzen CW,,(I) w przestrzen CWy(I) jest jednostajnie ograniczony, otrzy-
mujemy pelng charakteryzacje jego funkcji generyujacej h. Mianowicie otrzymujemy
nastepujace

Twierdzenie 20. Niech ¢,v € F oraz niech I = [a,b] (a,b € R, a < b)

bedzie przedziatem. Jezeli lokalnie okreslony operator K : CW,(I) — CWy(I) jest
jednostajnie ograniczony, to istniejq takie funkcje o, § € CWy(I), ze

K(f)(s) = a(s)f(s)+ B(s), [feCW (), (s€l). (10)

Ponadto, jezeli 1 < @ (tj. jezeli istniejq takie r > 0, ¢ > 01ty >0, ze Y (t) <
ro (ct) dla wszystkich t € [0,1,)) i operator K : RT — RI jest okreslony wzorem(10)
dla pewnych funkcji o, B €CWy(I), to operator K przeksztatca przestrzen CW,(I)
w przestrzei, CWy,(I) oraz jest lokalnie okreslony i lipschitzowski (zatem jednostajnie
ograniczony).

Uwaga 6. Analogiczny do Twierdzenia 20 wynik dotyczacy lokalnych opera-
toréw jednostajnie ciaglych zostal otrzymany w [VII, Theorem 4].
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Zastosowania jednostajnej ograniczono$ci operatoréw Niemyckiego

Operator Niemyckiego jest éciSle zwigzany z teorig réwnania funkcyjnego typu
iteracyjnego:

p(z) = h(z, o(f(2), ze€X, (11)
gdzie f : X — X ih: X xY — Z s funkcjami danymi, za$ ¢ niewiadomg. Istotnie,
korzystajac z definicji operatora Niemyckiego H, réwnanie (11) mozna zapisat¢ w
postaci

¢ =(HoF)(y),

gdzie F(yp) := @o f, przy dos¢ ogélnych zalozeniach o funkcji f, jest odwzorowaniem
liniowym, ograniczonym i odwracalnym przeksztalcajgcym G(X,Y) w siebie. Za-
stosowanie zasady Banacha o punkcie statym do réwnania (11) wymaga, aby H o F
bylo odwzorowaniem zwezajacym. Implikuje to na ogél, ze H jest przeksztatceniem
globalnie lipschitzowskim (z taka stala, ze c||F|| < 1).

Z Twierdzenia 17 dla G(X,Y) = BV,[a, b] wynika wiec, ze operator H o F' przyj-
muje postac

H (F (¢ (2))) = a(z)p(f(z)) + B(z),z € [a,8], ¢ € BVx[a, ],

gdzie o, 3 s3 pewnymi funkcjami z przestrzeni BV,[a,b]. Oznacza to, ze badanie
lipschitzowskich rozwigzan réwnania funkcyjnego (21) przy pomocy twierdzenia Ba-
nacha jest mozliwe jedynie w przypadku, gdy réwnanie (21) jest réwnaniem liniowym
postaci
p(z) = a(z)e(f(z) + B(z) (= € [a,b]).

Uwaga 7. Niech I C R bedzie przedzialem zwartym. Wtedy para (CM.([),d),
gdzie d (o1, 95) = llo1 — @allo. (|l 0znacza norme supremum), jest przestrzenig
metryczng zupelma. Niech h : I x R — R bedzie funkcja ciagla i niemalejacy ze
wzgledu na kazdg z obu zmiennych. Przypu$tmy, ze

|h (z,u) — h(z,v)| < a(z)|lu—v|, z€l, y,veER,

dla pewnej nieujemnej funkcji o : I — R. Niech H bedzie operatorem Niemyckiego o
generatorze h. Oczywiscie H : CM, (I) — CM,(I) (por. Twierdzenie 5). Poniewaz
dla wszystkich ¢y, ¢, € CM,(I) mamy

d(H (1), H (92)) = |1H (1) = H(@2)lleo < llallgs 01 = @alloe = llatlle d (01, 2)

operator H jest globalnie lipschizowski. W szczegdlnoéci operator H jest jednostaj-
nie ograniczony. Zauwazmy, ze np. funkcja

h(z,y) := a(z)arctany + B (z),
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gdzie ar, 3 € CM,(I), « > 0, spelia wszystkie te warunki i nie jest funkcjg afiniczng
ze wzgledu na drugg zmienng.

Zatem, gdy |la|l,, < 1, w odréznieniu od poprzedniej sytuacji, dla dowolnie
ustalonej funkcji cigglej i niemalejacej f : I — I, mozemy zastosowa¢ twierdzenie
Banacha o punkcie stalym do poszukiwania rozwiazan ¢ € CM,(I) nieliniowego
réwnania funkcyjnego

e(z)=h(z,e[f(@)]), =zl
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Prace [P5] i [P7] dotycza operatoréw lokalnie okreélonych przeksztalcajacych
klase funkcji C™ (D) w klase C° (D) lub C* (D), gdzie D jest zbiorem regularnie
(kanonicznie) domknietym (tj. clA = clintA) w otwartej podprzestrzeni G C R"
i C™ (D) jest klasg takich funkeji cplD, ze ¢ € C™(G). Podajemy dwa twierdzenia
reprezentacyjne tychze operatoréw [P7, Theorem 1] i [P7, Theorem 2], w dowodach
ktérych istotng role odgrywa gtéwny wynik pracy [P5, Theorem| méwiacy, ze jezeli
dwie funkcje wraz z pochodnymi czastkowymi pokrywaja sie w jakim$ punkcie, to
ich obrazy, wraz z odpowiedninimi pochodnymi czastkowymi, sg takze réwne w tym
punkcie.

Geneza i historia rezultatéw dotyczacych operatoréw lokalnie okreslonych zostala
oméwiona wezesniej w czesci dotyczacej rozprawy. Wyniki zawarte w pracach [P5] i
[P7] sg szczegélnym przypadkiem Twierdzenia 2 i Twierdzenia 3 i sg czeécig wynikéw
otrzymanych w pracy doktorskiej. Zauwazmy, ze stanowig one pierwszy krok w
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odpowiedzi na pytanie o postaé lokalnie okreslonych operatoréw dzialajacych w
klasach funkcji klasy C™ okre$lonych na podzbiorach R™ dla n > 1.

Réwniez prace [P9)-[P14] sa &cisle zwigzane z zagadnieniami poruszanymi w
rozprawie (Rozdziat 3). W pracy [P9] dowodzimy, ze zalozenie zwartoéci przedziatu
I w Twierdzeniu 11 oraz Wniosku 4 moze by¢ pominiete. Giéwny wynik brzmi
nastepujaco:

Twierdzenie 21 [P9, Theorem 2]. Niech I C R bedzie przedziatem. Jezeli
lokalnie okreslony operator K przeksztalcajacy przestrzen Hy(I,R) w przestrzen
H,(I,R) jest ograniczony , to istnieje doktadnie jedna taka ciggla funkcja h : IXR —
R, ze

K(p)(z) = h(z,¢(z)), @€ Hs(,R), z€l.
Ponadto, podajemy przyklad niecigglej funkcji h : [0,1] x R — R generujace]
(nieograniczony) operator Niemyckiego (zatem takze lokalnie okreslony) przeksztal-
cajacy przestrzen funkeji lipschitzowskich Lip([0, 1], R) w siebie.

W pracach [P11] i [P12] zajmujemy sie jednostajnie ograniczonymi operatorami
Niemyckiego dzialajacymi na przestrzeniach funkcji wielowartosciowych; rozszerzamy
w nich wyniki otrzymane przez J. Matkowskiego [36]. Niech (Z, |-|z) bedzie przestrze-
nia unormowang. Oznaczmy przez cc(Z) rodzing niepustych, zwartych i wypukiych
podzbioréw zbioru Z. Dla A, B C Z definiujemy A+ B :={a+b:a€ Ab€ B}
oraz A ;= {aa:a € A}.

Niech (X, p,), (X, po) beda przestrzeniami metrycznymi, (Y| |y), (Z, |-|z) beda
rzeczywistymi przestrzeniami unormowanymi, C' C Y wypuklym stozkiem i funkcja
h: X x C — cc(Z) bedzie ciagla ze wzgledu na druga zmienng. Zalézmy, ze
operator Niemyckiego H z generatorem h przeksztalca przestrzen Lip((X, p1),C) w
przestrzenn Lip((X, po),cc(Z)). Jezeli operator H jest jednostajnie ograniczony, to
gtéwny wynik [P11, Theorem 3] méwi, ze istniejg takie funkcje a : X x €' — ce(Z)
ib:X — cc(Z), e a jest liniowa ze wzgledu na druga zmienna (tj. a(z,-) jest
liniowym odwzorowaniem C na cc(Z) dla dowolnie ustalonego z € X), funkcje
a(+,y), b naleza do przestrzeni Lip((X, py), cc(Z)) dla kazdego y € C, oraz

H(p)(z) = a(z,¢(2)) + b(z), ¢ € Lip((X,p),C), z€X.

W pracy [P12] rodzina zbioréw cc(Z) zostaje zastgpiona przez clb(Z), gdzie
clb(Z) jest rodzing wszystkich niepustych, ograniczonych, domknietych i wypuklych

podzbioréw Z z operacja —T— zdefiniowang nastepujaco:
A+ B=cl(A+ B).

Biorac X = [0,1], p,(z,y) = |z — y|% ps(z,y) = |z — y|® dla pewnych o, 8 €
(0, 1], otrzymujemy gtéwny wynik E. Mainki [26].
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Dowodzimy takze, ze zalozenie o funkcji v (ograniczona w prawostronnym otocze-
niu zera) w gléwnym wyniku J. Matkowskiego [36, Theorem 1] moze by¢ pominiete,
jezeli zalozymy, ze C jest wypuklym stozkiem, zamiast zbiorem wypuklym o nie-
pustym wnetrzu.

W pracy [P13], wspélnie z T. Ered, N. Merentesem i J. L. Sénchezem, dowodzimy,
ze odpowiednia regularyzacja generatora jednostajnie ciaglego operatora Niemy-
ckiego przeksztalcajacego przestrzef funkcji o ograniczonej wariacji w sensie Schram-
ma w siebie jest funkcja afiniczng ze wzgledu na zmienng funkeyjng. Odpowied-
nie wyniki otrzymujemy réwniez dla generatoréw jednostajnie ciagtych operatoréw
Niemyckiego przeksztalcajacych przestrzenie funkcji wielowartoéciowych o ograni-
czonej wariacji w sensie Schramma [P10, Theorem 1] i dla generatoréw jednosta-
jnie cigglych operatoréw Niemyckiego przeksztalcajacych przestrzenie funkcji dwéch
zmiennych o ograniczonej wariacji w sensie Schramma [P14, Theorem 4.1].

Klasa funkcji okrelonych na przedziale domknietym [a,b] o ograniczonej n-te]
wariacji, oznaczana jako BV,,[a, b], zostata wprowadzona w Rozdziale 3. A. M. Rus-
sell [48] udowodnil, ze kazda funkcja o ograniczonej n-tej wariacji okre$lona na
[a,b] jest réznica dwéch funkeji n-wypuklych i wykorzystujac ten wynik wykazal,
ze przestrzen BV,[a,b], z norma okreslong wzorem (9), jest przestrzenia Banacha.
Zauwazmy, ze dla n = 0 otrzymujemy klasyczny wynik o rozkladzie funkcji o
ograniczonej wariacji okreslonej na przedziale domknietym na réznice dwéch funkeji
niemalejacych, zaé dla n = 1 twierdzenie o reprezentacji funkcji o ograniczone]
drugiej wariacji na réznice dwéch funkeji wypuklych posiadajacych skonczone pocho-
dne jednostronne na koficach przedziatu. Przestrzenie funkcji o ograniczonej drugiej
wariacji (czesto oznaczane jako BCla,b]) zostaly wprowadzone przez W. Robertsa
i D. E. Varberga w 1968 roku [46]. Dowody przedstawione przez A. M. Russella
opieraja si¢ na doé¢ skomplikowanych wiasnoéciach ilorazow réznicowych funkcji.
W pracy [P4] wykorzystujac wynik M. T. Popoviciu [44], oraz fakt [P4, Remark 1],
ze kazda funkcja f jest n-wypukta dlan € Nin > 2 wtedy i tylko wtedy, gdy f
jest (n — 1)-wypukla, przedstawiamy inne (prostsze) dowody twierdzenia o reprezen-
tacji funkcji o ograniczonej n-tej wariacji oraz twierdzenia o zupelosci przestrzeni
unormowanej BV, [a, b].

W pracy [P6] wprowadzamy definicje zbioréw i-spéjnych oraz 1-spéjnych prze-
strzeni. Moéwiac ogélnie, zbiér nazywamy i-spéjnym, jezeli ma niepuste 1 spéjne
wnetrze oraz przestrzen topologiczng nazywamy i-spéjng, jezeli nie istniejg w niej
zbiory spéjne o niespéjnych wnetrzach. Motywacjg do prowadzonych badan byta ob-
serwacja, ze prosta z topologia naturalng jest przestrzenig i-spojna, za$ plaszczyzna
euklidesowa juz nie. Innym przyktadem przestrzeni i-spdjnej jest przestrzen z topolo-
gig wyznaczong przez ciagle uporzadkowanie zbioru czy tez przestrzen z topologia
co najwyzej przeliczalnych dopelnien. W $wietle powyzszych przykltadéw nasuwa
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sie pytanie, w jakich przestrzeniach spéjnos¢ jest réwnowazna i-spéjnoséci. W pracy
[P8, Theorem 2| dowodzimy, ze i-spéjne przestrzenie, ktére sg calkowicie Haus-
dorffa oraz lokalnie i ukowo spéjne nie zawieraja triod. Wnioskujemy stad [P8,
Corollary 2], ze kazda i-spéjna, catkowicie Hausdorffa, osrodkowa, lokalnie i fukowo
sp6jna przestrzen jest zanurzalna w prostg lub jest krzywa zamkniets, a zatem (P8,
Corollary 4] istnieja tylko jednowymiarowe (w sensie Urysona) przestrzenie i-spdjne,
ktére s catkowicie Hausdorffa, oérodkowe oraz lokalnie i tukowo spéjne. Podajemy
réwniez przyklady pokazujace, ze kazde z powyzszych zalozen jest istotne. Ponadto,
w wymienionych pracach przedstawiamy pewne wiasnosci zbioréw 1 przestrzeni -
spéjnych. Dowodzimy, miedzy innymi, ze i-spéjnos¢ jest wlasnoscig dziedziczng ze
wzgledu na zbiory o whasnosci clA = clintA (w szczegdlnosci na zbiory otwarte)
[P6, Theorem 2] oraz podajemy zwigzek miedzy zbiorami i-spéjnymi w przestrzeni
euklidesowej i zbiorami i-spSjnymi w silniejszej topologii - topologii Hashimoto [18]
na plaszczyznie [P6. Theorem 3.

Prace [P1]-[P3] dotycza réwnan funkcyjnych i zostaly opublikowane przed dok-
toratem.

Praca [P1] pokazuje, ze istniejg ciagle funkcje f : [0,1] — R spelniajace tzw.
nieréwnos¢ Hosszu

flety—zy)+ flay) < f@)+fy), =zye(01], (12)

ktére nie sa funkcjami wklestymi. Praca ta stanowi odpowiedz na pytanie postawione
przez Z. Dar6czy. Zwré¢my uwage, ze M. Hosszu [por. 23, p. 333] wykazal, ze kazda
funkcja ciggta f : R — R spelniajaca réwnanie

f+y—zy)+fley)=f@)+ W), (13)

jest funkcjg afiniczng. Z drugiej strony funkcje afiniczne sg jedynymi ciagtymi
rozwigzaniami réwnania Jensena

z+y\ _ f@)+ /W)
f(Hy) - 1931 19

a zatem réwnania (13) i (14) s3 réwnowazne. Wiadomo, ze jezeli funkcja jest ciagla
i spelnia odpowiednig nier6wno$¢ Jensena

f<x-2%y>2f(x)—2%f(y)’ (15)

to jest wklesta. Przykiad z pracy [P1] pokazuje, ze w przypadku nieréwnosci (12) i
(15) nie mamy analogii jak w przypadku réwnan (13) i (14).
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Praca [P2] uogélnia wynik Zs. Pslesa [41], ktéry wykazat Scisty zwigzek miedzy
nieréwnoécig funkcyjng

fFM@y)+f(N(zy)<f@)+fl), zyel (16)

a réwnaniem funkcyjnym

fFM@zy)+f(N(@y)=f()+fly), zyel (17)

gdzie I C R jest przedzialem, zaé§ M,N : I x R — R sg ciggtymi funkcjami spel-
niajacymi nastepujacy warunek

(z,yel, z#y)= M(z,y),N(z,y) € (min{z,y}, max{z,y}),

w szczegélnoéci M i N sg érednimi na I. Mianowicie udowodnil on nastepujace
twierdzenie: Jezeli istnieje silnie monotoniczna, ciggla funkcja ¢ : I — R bedaca
rozwiazaniem réwnania (17), to ciagla funkcja f : I — R speinia (16) wtedy i
tylko wtedy, gdy f o ¢! jest funkcja wypukta na ¢ (I). W pracy [P2] dowodzimy,
ze rezultat Zs. Palesa pozostaje prawdziwy, jezeli ¢ jest funkcja ciagly, nie jest
funkcja stala oraz f jest funkcja pélciagly z dotu. Jako wniosek otrzymujemy, ze
kazda funkcja péleiagla z dotu i a-wypukla w sensie Wrighta jest wypukia (por. J.
Matkowski [31]).

Praca [P3] dotyczy réwnania funkcyjnego Gotaba-Schinzela

fl+yf(x)=Ff(=)fy), zyeR,

rozpatrywanego na przekatnej

fe+zf(@)=[f@)?, zeR (18)

Dowodzimy tutaj, ze jezeli f : R — R jest bijekcja spelniajaca réwnanie (18) oraz
jezeli istnieja_lim L= {=1}i lir61+ f(z) = f~1(0F), to f jest postaci
r——1— T—

Flei=la—r= z € R.
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